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1 Einfiihrung 10

1 Einfiihrung
1.1 Erste Schritte in der Feldtheorie
Zur Beschreibung elektromagnetischer Phéanomene werden die Maxwell-Gleichungen ver-

wendet. Im einfachsten Fall, z.B. fiir das Vakuum, kénnen diese Gleichungen in der fol-
genden Form geschrieben werden:

1 - oA —
— B=¢—F
NOVX ant +J
B-
v 0 5 (1.1-1)
E=-—8
V x BT
80V'E:p

In der Vorlesung ’Elektrische und magnetische Felder’ sollen diese Gleichungen im Ein-
zelnen hergeleitet werden. Wie auch in der Geschichte der Physik werden hier aufgrund
von Erfahrungswerten diese Gleichungen Schritt fiir Schritt erarbeitet. Die folgende Dar-
stellung soll diese Vorgehensweise verdeutlichen:

‘ Erfahrungstatsachen ’<—

‘ l\r’Iaxwell—Gleichungen‘

neue Phénomene

Anwendung —
Einsichten

Abbildung 1.1: FluBdiagramm zur Vorgehensweise

Eine der ersten Beobachtungen ist die Kraft F, die zwei Ladungen @)1 und @), aufeinander
ausiiben.

Die Erkenntnis, da diese Kraft F proportional zum Produkt der beiden Ladungen Q1Q>
ist und mit 1/r% abfllt, wurde iiber viele Jahrzehnte miihsam erarbeitet: angefangen vom
Reiben von Bernstein mit Katzenfell in der Antike, iiber die Formulierung des Coulomb-
gesetzes bis zur Formulierung der Maxwell-Theorie im 19. Jahrhundert.

Das heute verwendete MaBsystem (SI-System) ist das magnetische MaBsystem. Aus hi-
storischen Griinden hat sich dieses vor dem elektrischen Mafsystem durchgesetzt. Die
Definition des elektrischen Mafisystems fiihrt {iber eine willkiirliche Festlegung einer Pro-
portionalitéitskonstante beziiglich der Kraft zwischen zwei Ladungen. Durch ein entspre-
chendes Vorgehen gelangt man dann z.B. zum Gaufi’schen Mafsystem.

Zur Definition des magnetischen MaBsystems wird die Kraft die zwei stromdurchflossene
Leiter aufeinander ausiiben, betrachtet. Auch hier wurde in der Geschichte das entspre-
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chende Phénomen beobachtet und beschrieben. Durch eine willkiirliche Festlegung der
Konstante (Konvention) g wurde diese Kraft im Sinne des heutigen SI-Systems definiert.
Somit wurde auch die Konstante e ber die Lichtgeschwindigkeit ¢ = \/eofio ' festgelegt.

Weiterhin wurde auch der Strom definiert. Die Einheit Ampere leitet man aufgrund des
Zusammenhangs %Q = I aus der Ladung mit der Einheit [C] = As ab.

Im Anschluf an dieses erste Kapitel folgen die elektromagnetischen Grundlagen, die die
Basis fiir viele Spezialbereiche in der Elektrotechnik darstellen.

Grundsétzlich ist festzuhalten, dafl die Erarbeitung einer guten Theorie eine harte und
langwierige Arbeit ist, und bedarf viel Kreativitdt und Phantasie. Im Falle der Maxwell-
Theorie hat es viele Jahrzehnte gedauert, bis diese geschlossen formuliert werden konnte.
Und auch die Anwendung einer vorhandenen Theorie bendtigt meist grofien Aufwand
und groBes Verstindnis.

1.2 Mathematische Voraussetzungen

Die Beschreibung elektromagnetischer Felder basiert zum Grofteil auf mathematischen
Beschreibungen. Aus diesem Grund gibt es eine Menge an mathematischen Konzepten,
auf die in den folgenden Kapiteln immer wieder zuriickgegriffen wird. Differential- und
Integralrechnung, sowie vektoranalytische Zusammenhénge sind nur einige Beispiele, die
stindig in Gebrauch sind. Zum Beispiel ist es oftmals fiir viele ungewohnt, gleichzeitig
zwischen verschiedenen Koordinatensystemen zu wechseln und umzurechnen.

Um Probleme dieser Art zu vermeiden und um die mathematischen Voraussetzungen
fiir die Vorlesung ‘Elektrische und Magnetische Felder’ grob zu skizzieren, finden Sie
im Anhang A ein Kapitel mit den wichtigsten mathematischen Grundlagen. Fiir die
Vorlesung werden diese als bekannt vorausgesetzt, da sie bereits in den Mathematik-
Vorlesungen der ersten Semester des Grundstudiums gelehrt wurden. In den integrierten
Ubungen zur Vorlesung wird auszugsweise auf einige wichtige Grundlagen eingegangen.
Jedoch kann in den Ubungen nur auf einen kleinen Teil eingegangen werden.

1.3 Kommentar zum Skriptum

Dieses Skriptum stellt eine Unterstiitzung zur Grundlagenvorlesung ‘Elektrische und Ma-
gnetische Felder’ an der Ruhr-Universitdt Bochum dar. Es ist auf der Basis einer erwei-
terten Mitschrift entstanden und um viele Kommentare, Erlduterungen, Skizzen, Rech-
nungen und Erkldrungen ergiinzt worden. Dabei ist dieses Skriptum so gehalten, daf es
die Philosophie der Vermittlung und die Darstellung der physikalischen Zusammenhénge
auf dhnliche Weise wiedergibt, wie das in der Vorlesung selbst geschieht. Einige der Ka-
pitel sind jedoch nicht explizit ein Teil der Vorlesung, jedoch eine hilfreiche Ergénzung.
Teilweise sind hier Kapitel deutlich ausfiihrlicher als in der Vorlesung dargestellt, wenn
dies aus unserer Sicht eine Hilfestellung sein kann.
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2 Elektrostatik

In diesem Kapitel wird der Zusammenhang zwischen ruhenden Ladungen und dem sta-
tischen elektrischen Feld untersucht.

2.1 Feld und Potential einer Punktladung
2.1.1 Die elektrische Kraft

In der Geschichte der Elektrotechnik wurde mit Hilfe vieler miihsam erarbeiteter Er-
kenntnisse die Coulomb-Kraft definiert. Abbildung 2.1.1 stellt dabei die einfachste

® -

Q

o

Abbildung 2.1: Zwei Punktladungen im Raum

Situation dar. Zwei Ladungen befinden sich in einem sonst leeren Raum. Die Coulomb-
Kraft ergibt sich demnach zu:

1
F= ﬁ

dmey v (2.1-1)
7":‘71—Fz| ’
=7 —1T

Gibt man der Kraft noch eine Richtung, so findet man die Kraft F , die die Ladung ¢ im
Ort vecr; verspiirt:

1 qQ 7L — T

Fo— 3¢ 1 2 2.1-2
47’['80 |F1—F2‘2‘F1—F2 ( )

2.1.2 Der Begriff des elektrischen Feldes

Aus den Beobachtungen, dargestellt in Abbildung 2.1.1, leitete man frither den Begriff
der Fernkraft ab (Coulomb), da die beiden Ladungen ¢ und @ eine Kraft aufeinander
ausiiben.

Mit der Zeit hat sich die Anschauung etwas geindert und der Feldbegriff wurde eingefiihrt
(Faraday). Man hat erkannt, daf§ das elektrische Feld eine Eigenschaft des Raumes ist.
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Dazu definiert man
- Kraft auf Probel: F
5 Kra t auf Probeladung _F (2.1-3)
Probeladung q
Mit der Definition der Kraft F' ergibt sich damit das elektrische Feld E (7) einer Punkt-
ladung zu:

L Q F-Tg
r= 4mu|f—fQ|3*qE(F)
= 1 Q L

= B(f) = (F — ) (2.1-4)

dmeq |7 — T3
In der Gleichung fir die Kraft ist ¢ als Probeladung im Feld der Punktladung @ zu
verstehen.

E(r
" A ya,

. \ /4 A

~_ el 7

— \;\\ l\iL Q:}

Q N
7
7
< = q
7

(a) Probeladung im Feld einer Punktla- (b) Probeladung im Feld mehrerer Punkt-
dung ladungen

Abbildung 2.2: Zusammenhang Kraft und Elektrisches Feld

Fiir eine Ansammlung von mehreren Punktladungen @1, Q> und Q3 gilt Superposition:
Gesamtkraft = Summe der Teilkrifte

Die Gesamtkraft der Anordnung in Abbildung 2.2 ergibt sich damit zu:

N N N
FeS R= 3 ahin =3 ot
a LA Ameq |7 — )3 r
k=1 k=1 —1 0 k
zN: 1 O _— (2.1-5)
= ( _— r—
— Ameo |17 — 7 ? k
= aFye(7)

Die Punktladungen @1, @2 und Q3 erzeugen also das elektrische Feld Egcs(f’). Bringt man
eine Probeladung ¢ in dieses Feld, so erfihrt diese Probeladung die Kraft F= qﬁges(ﬁ

Die Feldstérke einer Punktladungswolke ist damit definiert:

B0 =Y (i) (21:6)
k=1 0

7 — 7l

ﬁ:Zszlﬁk
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2.1.3 Das elektrostatische Potential und das Feld einer Punktladung

In den vorherigen Kapiteln wurde bereits mehrfach eine Punktladung zur Beschreibung
oder Herleitung verwendet. Im Folgenden sind die wichtigsten Ergebnisse beziiglich einer
Punktladung aufgefiihrt.

=
L

Abbildung 2.3: Punktladung und elektrisches Feld am Beobachtungspunkt

Der Abstand der Ladung vom Ort 7 kann wie folgt berechnet werden:
R = | — g (2.1-7)

Aus Kapitel 2.1.2 ist bekannt, dafl das elektrische Feld dieser Anordnung lautet:

4 1 Q -7y 1
Ef)=——% 177 ~ = 2.1-8
) dmeq |7 — 7| |7 — ol R? ( )

Wendet man die Rotation auf das elektrische Feld einer Punkladung an, so erhélt man:

UxE-vx-4 7T
dmeo |7 — 7|
o Q ¥ —Tg
dmeg | — 7o’
Q 1

Lo Q 1 L
= ——=VxF-rg)+—— [ Ve/——"g | X (=7 (2.1-9)
4n50|f_fQ|3_(,_Q)/ dreg \ |7 — il (7= Q)

Q ) R,
= 35 | X (="
47TE(] ‘F—FQ|O ( Q)

=0

Mit dieser Tatsache erinnert man sich an die Aussagen iiber exakte Sequenzen (siehe
Kapitel A.7). Es gilt immer:

VxVep=0

Aus diesem Grund kann das elektrische Feld als Gradientenfeld identifiziert werden, spe-
ziell:

— 1

7~ 7al’ 7= 7gl
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Der Zusammenhang des Vektorfeldes E und des Skalarpotentials ¢ ist unter Beachtung
der gingigen Konvention jedoch wie folgt definiert:

E=-V¢
Der Skalar ¢ wird als elektrostatisches Potential bezeichnet.

Mit diesen Uberlegungen zum Potential grhéilt man mit dem elektrischen Feld E fiir die

Punktladung und dem Zusammenhang £ = —V¢, dafl das Potential einer Punktladung

lauten muf3:

1 Q 1

- _< ~ — 2.1-10
dmeq |7 — 7ol R ( )

¢ (7)

Die Gleichung
VxE=0 (2.1-11)
ist eine der Feldgleichungen beziiglich der Punktladung.

Wendet man die Divergenz auf das elektrische Feld einer Punktladung an, so erhélt man:

= 1 Q.
V’EV'(4mOW(7 rQ))

1 1 77— -
=_—QV- (ﬂ) (2.1-12)

1 .
= QW (7~ Tq)
€o

Diese Gleichung ist die zweite Feldgleichung beziiglich der Punktladung. Sie wird auch
als Poisson-Gleichung des elektrischen Feldes einer Punktladung bezeichnet. Setzt man in
diese Gleichung den Zusammenhang zwischen dem elektrostatischen Feld E und dem elek-
trostatischen Potential ¢ ein, so erhdlt man die Gleichung, die iiblicherweise als Poisson-
Gleichung bezeichnet wird (hier speziell fiir die Punktladung):

-V Vo= %Q 6@ (7 — ) (2.1-13)

Wichtig ist bei dieser Gleichung die Randbedingung, das Potential muf fiir |7] — 0
verschwinden.

2.2 Elektrische Ladungsdichten

Das elektrische Feld und das elektrostatische Potential wurden bereits fiir eine Punkt-
ladung beschrieben (Kapitel 2.1.3). In Kapitel 2.1.2 wurde auflerdem erldutert, daff fiir
eine Ansammlung von mehreren Punktladungen das Superpositionsprinzip gilt und so
zum Beispiel das elektrische Feld einer beliebigen punktférmigen Ladungsanordnung for-
muliert werden kann.

Da es nun verschiedene Ladungsanordnungen gibt, und man diese alle mit einem be-
stimmten Formalismus beschreiben mochte, fithrt man eine Raumladungsdichte p () ein.
Diese beschreibt die Ladungsanordnung im Raum in geeigneter Weise.
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Die Ladungsanordnung soll dabei die Einheit [p] = As m™® haben, also Ladung pro
Volumen beschreiben.

Es macht Sinn, dariiber nachzudenken, wie man die typischen Ladungsanordnungen als
eine solche Raumladungsdichte beschreiben kann.

2.2.1 Die Ladungsdichte einer Punktladung

Vergleicht man die Einheiten der Ladung, [Q] = As, mit der der Raumladungsdichte,
[p] = As m~3, so ist klar, daff man etwas finden muB, was die Einheit m~® trigt. Mit der
Tatsache, dal eine Punktladung nur einen ”Wert” in einem Punkt hat und sonst Null
ist, fallt einem dazu die J-Funktion ein. Betrachtet man Kapitel A.9.7 im Anhang, in
welchem die §®)-Funktion mit
1 7=
SO (o) = V. <__0f ) 2.2-14
( 0) A ‘F— 'F()|$ ( )
dargestellt wird, so liegt folgende Idee nahe: Der Ausdruck in Klammern auf der rechten
Seite von Gleichung 2.2-14 dhnelt sehr dem elektrischen Feld einer Punktladung:
Q T-Tq
dmeg |7 — 7’

E= (2.2-15)

Wendet man auf dieses elektrische Feld die Divergenz an (siehe auch Kapitel 2.1.3), so

erkennt man, daf} die 0-Funktion und die Ladung ¢ in genau der oben gewiinschten Form
auftauchen:

= 1 Q
V-E=V.| —————=(F—7
<47T€0 |7_“777Q‘3 ( Q))
1 1 7= _
v | —-2 ng (2.2-16)
€0 |7 — 7o
Die Punktladung @ wird also mit der §-Funktion multipliziert und das Produkt tragt

die gewiinschte Einheit As m™. Aus diesem Grund wird das Produkt Q3® (7 — 7,) als
Raumladungsdichte einer Punktladung aufgefafit:

p(F) = Q6 (7 — ) (2217)
Damit erhélt man als Ergebnis die folgende Gleichung:
eV - E(7) = p(7) (2.2-18)

Dies ist bereits eine der Maxwell-Gleichungen. Aufgrund der Linearitit des betrachteten
Raumes und der Physik gilt Superposition und damit p (7) fiir alle moglichen Raumla-
dungsdichten und nicht nur fiir Punktladungsverteilungen.

Aus der Superposition ergibt sich zum Beispiel die Ladungsdichte einer Punktladungs-

wolke zu:

p(7) = Z Q6 (F—7) (2.2-19)

i=1
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ql
q2
L)
T
FZ -q3
T3

Abbildung 2.4: Punktladungswolke

Der allgemeine Zusammenhang der Ladung ¢ und der Ladungsdichte p () ergibt sich aus
der Ausblendeigenschaft der o-Funktion. Mit der Tatsache, dafl die Ausblendeigenschaft
wie folgt formuliert werden kann

/V FF) 6O (F =7y & = f(7) (2.2-20)

kann fiir eine Punktladung geschrieben werden:
/ QW (F—7") &*' =Q (2.2-21)

Mit der Identifizierung der Raumladungsdichte p(7') = Q5 (7—i7) fiir eine Punktladung
und mit der Giiltigkeit des Superpositionsprinzips gilt allgemein fiir Ladungsanordnungen

p(7):
Qges = /V p(7") &3 (2.2-22)

Fiir den Fall einer Punktladungswolke gilt dies natiirlich auch. Die Gesamtladung der
Punktladungswolke in Gleichung 2.2-19 mit N = 3 ist gegeben durch:

Qges = /v p(7) ds ! = / ZQ 5(3) —177) ' = Q1+ Q2+ Qs (2.2-23)

Fiir Ladungsanordnungen, welche linienférmig, flichig oder volumenartig gebaut sind,
liefert eine Grenzwertbetrachtung unendlich vieler Punktladungen eine Einsicht. Zum
Beispiel kann man sich eine Linienladung als unendlich viele Punktladungen infinitesimal
nahe nebeneinander vorstellen.

Mit dieser Anschauung werden nun alle weiteren relevanten Ladungsanordnungen be-
trachtet.

2.2.2 Die Ladungsdichte einer Linienladung

Zur Darstellung einer linienhaft verteilten Ladungsdichte sei auf Abbildung 2.5 verwiesen.
Dabei kann das Linienelement der Linie wie folgt berechnet werden:

lim = 74(c) (2.2-24)
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Abbildung 2.5: Linienladungsdichte

Die Variable 74 bezeichnet dabei die Linienladungsdichte der Linie, der Index f weifit
darauf hin, daf es sich um freie Ladungen handelt:

(3D AQ _ d@
=7 = dm a8y = A AS T as (22-25)
Die Darstellung einer geladenen Linie als Raumladungsdichte lautet:
. ory, («
o) = [ (@0 - rufa)) |29 4a
Linie da
= / 77(8)0®(F — 7(s))ds auf Bogenlinge parametrisiert (2.2-26)
Linie

Das differentielle ds ist also der Betrag der Richtungsableitung der parametrisierten Linie
in Richtung des Linienparameters. Das Linienintegral beriicksichtigt alle Anteile 7y (s)
entlang der Linie.

Will man die Einheiten der letzten Gleichung iiberpriifen, so ergibt sich:

7) = SO (F— 7 (s)) ds
p(7) -~ 71() 67 (7 = TL(s)) o
s o s

2.2.3 Die Ladungsdichte einer Flichenladung

Die Darstellung einer geladenen Fléiche als Raumladungsdichte lautet:

L ?r (o, B)
= o, B)0O (7 — , SO
/)(F) Fliche f(a,ﬂ)5 (T TF(a,ﬁ)) 80[8/3

= / o (PO (F -7 d*r'
Fliche

Die Fliche ist dabei durch zwei Parameter «, 8 parametrisiert (siche Abbildung 2.6).
Die Variable o wird als Flichenladungsdichte bezeichnet, sie hat die Einheit As m~2
Der Index f weist darauf hin, daf es sich um freie Ladungen handelt:

AR dQ

o= lim =5 == (2.2-28)

Zur Berechnung des Flichenelementes d?r’ wird auerdem die Jacobi-Determinante benétigt:

dadf

(2.2-27)

4% = arF %’; dadg (2.2-29)
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P

TR (a) ﬂ)
Abbildung 2.6: Ladungsdichte einer Flidche

2.2.4 Die Ladungsdichte eines Korpers

Analog zur Raumladungsdichte einer Linie und einer Fldche ist die Raumladungsdichte
eines Korpers definiert:

p(7) = pric ()8 (7 — 7y (2.2-30)

Korper

Wertet man dieses Integral aus, so ergibt sich:

o) = [ pyu)a = iy = § PracT) e T Kowper
Kérper 0 wenn 7 nicht im Koérper
(2.2-31)
Das Raumelement d berechnet sich dabei mit
. or  or\ or
Pr' = | 27— x 25 ) - =—| dadpd 2.2-32
or <8a . aa) gy | dedod (22-32)

wenn der Kérper durch die drei Parameter «,3undy parametrisiert ist. py g hat die
Einheit %2, wie die Raumladungsdichte p selbst auch, der Index f weist wiederum auf
freie Ladungen hin und der Index K soll darauf hindeuten, dafl die Raumladungsdichte
eines speziellen Korpers betrachtet wird.

2.3 Charakterisierung des elektrischen Feldes

In Kapitel 2.1 wurden die Feldgleichungen, das elektrostatische Feld und das elektrostati-
sche Potential einer Punktladung hergeleitet. In Kapitel 2.2 wurden dann weitere typische
Ladungsanordnungen betrachtet, die jeweils mit Hilfe von Superposition aus einer geeig-
neten Anordnung von Punktladungen dargestellt wurden. Diese wurden dann allgemein
als Raumladungsdichte ausgedriickt.

Die in Kapitel 2.1 hergeleiteten Feldgleichungen der Punktladung und deren Lésungen
sollen nun fiir alle beliebigen Arten von Ladungsverteilungen formuliert werden. Auch
in diesem Fall wird auf die Methode der Superposition zuriickgegriffen. Dazu werden
im Folgenden die Differentialoperatoren Divergenz (V-) und Rotation (Vx) beziiglich
des elektrostatischen Feldes betrachtet um das elektrostatische Feld zu charakterisieren.
Anschliefend wird noch einmal auf Coulomb-Integrale eingegangen. Auch der Begriff des
elektrostatischen Potentials wird dabei entsprechend beriicksichtigt.
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2.3.1 Rotation des elektrischen Feldes

Zunéchst wird das elektrische Feld auf Wirbel untersucht. Dazu wendet man die Rota-
tion auf das Feld an. Zur Berechnung wird eine beliebige Raumladungsverteilung p ()
verwendet. Die Rotation des elektrischen Feldes berechnet sich damit zu:

v x B () = — vX/ip(’ﬂ) (77 d%

~ dney |7 — 7|3

1 , r—r .
— = o 15 ! 2.3
47r€0/‘/p(r )V X (|F7F’|3) d°r (2.3-33)

Mit der Kettenregel
V X () = V X (o) + V % ()
=0V X+ (V) X b, =0 (2.3-34)
ergibt sich fiir die Rotation

r—7 1 L, 1 L.
v (=)~ <+ (O () ) < o

0

P (2.3-35)

F—

=0
Daraus erhélt man eine der zwei Maxwell-Gleichungen fiir das elektrostatische Feld:

VxE=0 (2.3-36)

Da das elektrische Feld somit wirbelfrei ist, kann das elektrostatische Feld allgemein durch
den Gradienten eines Potentials dargestellt werden:

—

E=-V¢ (2.3-37)

2.3.2 Divergenz des elektrischen Feldes

Zur Bestimmung der Quellen des elektrischen Feldes wird die Divergenz des Feldes be-
stimmt. Als Beispiel fiir die Berechnung der Divergenz des elektrischen Feldes wird das
Feld einer Punktladung aus Kapitel 2.2.1 verwendet. Unter der Verwendung des Superpo-
sitionsprinzips konnte der Zusammenhang der Divergenz des elektrischen Feldes zu einer
beliebigen Ladungsverteilung p (7) gefunden werden. Demnach konnte bereits in Kapitel
2.2.1 eine der Maxwell-Gleichungen hergeleitet werden:

WV EB=p (23-39)

Durch Einsetzen der Gleichung E = —V¢ ist auBerdem mit der Poisson-Gleichung der
Zusammenhang des elektrostatischen Potentials mit beliebigen Ladungsverteilungen ge-
geben.

—&oV3p =p (2.3-39)
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2.3.3 Coulomb-Integrale

Zur Bestimmung eines solchen Potentials ¢ wird von einer Raumladungsdichte ausgegan-
gen:

p() = Q) (7 — 7%) (2.3-40)

Mit dem Superpositionsprinzip und dem elektrischen Feld einer Punktladung erh&lt man
das Feld einer Punktladungswolke mit:

= e 2.3-41
_) 471'60 Z |7 — Tk|3 ~7k) ( )

Mit dem Ansatz

N
AJW%W%P’:AJWUE?%MWW—%M%’
N —
= Qi)
k=1

wird die Ausblendeigenschaft beziiglich einer beliebigen Gewichtsfunktion v () ausge-
nutzt. Nimmt man an, dafl

(2.3-42)

N
> Qi) = E (7 (2.3-43)
k=1

ergeben muf}, so muf die Gewichtsfunktion ¢ (7%;) wie folgt gewéhlt werden:

1 1
— ———(F— 7 2.3-44
4reg Xk: |7 — Fk|3(r i) ( )

Damit wurde eine Schreibweise gefunden, um das Feld einer beliebigen Punktladungswol-
ke zu berechnen. Fiir beliebige Ladungsverteilungen p (7) ergibt sich mit der Definition
in Gleichung 2.3-40 und dem Superpositionsprinzip eine allgemeine Integralgleichung zur
Berechnung des elektrischen Feldes:

” L o) o o
E _ > 7 d% 2.3-4
(") /VWO'FJ,P@ 7) d*r (2.3-45)

Diese Gleichung wird als Coulomb-Integral des elektrischen Feldes bezeichnet und ist
damit die Losung der Maxwell-Gleichung oV - £ = p. Durch Einsetzen von Gleichung
2.3-45 in diese Maxwell-Gleichung kann dies verifiziert werden.

Das Coulomb-Integral des elektrostatischen Potentials soll nun durch folgende Aufgabe
hergeleitet werden:

Gegeben ist:

e endliche Ladungsverteilung p
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e Randbedingung: Potential verschwindet im Unendlichen: ¢ — 0 fiir |7] — oo

e Poisson-Gleichung: —,V2¢ = p

Gesucht ist die Losung von:

o) = [ ool

Der Wunsch, diese Form der Integralgleichung zu erhalten ergibt sich aus der &hnlichen
Struktur des Coulomb-Integrals beziiglich des elektrischen Feldes. Damit besteht die Auf-
gabe darin, die mit Punkten frei gehaltene mathematische Funktion zu finden. In der
Feldtheorie bezeichnet man die gesuchte Funktion als die Green’sche Funktion des freien
Raumes G (7, 7). Die Formulierung "fiir den freien Raum” ist deshalb sehr wichtig, weil
die zugehorige Randbedingung erwartet, daf§ das Potential im Unendlichen verschwindet
(siehe oben). In Kapitel 2.3.7 wird noch einmal explizit auf diese Green’sche Funktion
eingegangen.

Losung:

r —'/ 3,
d’r
4%50/ \F—T’Pp

— Vo ()
(2.3-46)
1 =/ 3.1
= - —— [ e, d
Ineg VH;_,/)(T ) d°r
=]
Daraus erhilt man das Coulomb-Integral, fiir das elektrostatische Potential:
1 p() 3
=— d 2.3-47
() Treo T 4T ( )
Diese Integralgleichung ist damit die Losung der Poisson-Gleichung £9V2¢ = —p. Durch

Einsetzen kann dies verifiziert werden.

2.3.4 Zusammenhang und Zusammenfassung der Feldgleichungen und deren Lésung

Aus den Grundlagen der Elektrostatik weifl man, dafl das elektrische Feld und das elek-
trostatische Potential {iber den Gradienten zusammenhiéngen. Die zur Berechnung zur
Verfiigung stehenden Gleichungen lauten damit:

VxE=0 (2.3-48)
v.E=L (2.3-49)
€o
. 1 e
E(f) = — ) ———— d% 2.35
M) = | ") (2350)
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Zur Berechnung des Potentials stehen die folgenden Gleichungen zur Verfiigung:

F=-vo (2.3-51)
vigp=-L (2.3-52)
€0
(") = —— / () — ¥y (2.3-53)
o) =ty L P ‘

Die Integraldarstellungen fiir das elektrische Feld (Gleichung 2.3-50) und fiir das Potential
(Gleichung 2.3-53) losen die elektrostatischen Gleichungen (2.3-48, 2.3-49 und 2.3-52)
bei vorgegebener Raumladungsdichte im sonst leeren Raum. Die Gleichungen 2.3-50 und
2.3-53 werden meist als Coulomb-Integrale bezeichnet. Ist von ,,dem” Coulomb-Integral
die Rede, ist meist die Gleichung fiir das Potential gemeint.

2.3.5 Eigenschaften der Coulomb-Integrale

Die Gleichungen des elektrostatischen Feldes sind gegeben mit:

VxE=0 (2.3-54)
&V -E=p (2.3-55)

= E=-V¢ (2.3-56)

= Vi =p (2.3-57)

Fiir das elektrische Feld einer Punktladung im Ursprung

_ 1 Q
E= —7 2.3-58
4 " ( )
erhélt man das elektrostatische Potential
1 Q
= =+ 2.3-59
¢ 4meg T + ( )

als ein mogliches zugehoriges Potential.

Im Allgemeinen wird das Potential einer Punktladung so gewihlt, dafl es im Unendlichen
verschwindet, d.h. die Konstante C' wird zu Null gesetzt!

Oft kann das Potential einer Ladungsverteilung p mit dem Coulomb-Integral berechnet
werden:

2.3-60
47r50 |7 - F’| ( )

Dies gilt aber nur, wenn die Raumladung rédumlich begrenzt ist, d.h. wenn das Potential
im Unendlichen verschwindet. Das Coulomb-Integral kann also nur dann angewandt wer-
den, wenn im Unendlichen keine Ladungen lokalisiert sind. Fiir den Sonderfall, da§ der
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Abbildung 2.7: Ladungsverteilung im Endlichen lokalisiert

Abstand grof zur dufleren Hiille um p (7) ist (siche Abbildung 2.7) verschwindet das Po-
tential im Unendlichen. Mit groﬁem Abbt&nd R sieht also diese Raumladungsverteilung
wie eine Punktladung mit Q) = fv p(7) d*r' aus:

p(i)
dney Jy R
1 Q 1

— 2.3-61
471'50 47’!’80 |ﬂ ( )

2.3.6 Eigenschaften des elektrostatischen Feldes und des Potentials

Was bedeutet der Begriff Potential?

Antwort:
Arbeit ist wegunabhéingig « iiber einen geschlossenem Weg wird keine Arbeit geleistet

Beweis
Satz von Stokes:

q]{ Edgzq/vXEd@:o 2.3-62
oF FT ( )

Abbildung 2.8 stellt vier verschiedene Wege durch das elektrische Feld E dar. Aufgrund
der Wirbelfreiheit existiert ein elektrisches Potential. Mit dem Potential ist der Begriff der

Abbildung 2.8: elektrisches Feld

Arbeit direkt verbunden. Die Arbeit ist aufgrund des Potentials wegunabhéngig definiert
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mit:
W= / F. d7—/ ¢E (7) - dF (2.3-63)

Qie Arbeit W ist damit bezogen auf eine Probeladung ¢, die durch das elektrische Feld
E wegunabhéngig bewegt werden kann.

Die Wegunabhéngigkeit und der Satz von Stokes (Gleichung 2.3-62) beweisen damit, dafl
das Wegintegral auf einer geschlossenen Kurve Null sein muf:

W= qj{ E(f)-di=0 (2.3-64)
Kurve

Diese Aussage ist gleichbedeutend mit: "Es gibt kein elektrisches Perpetuum Mobile”
(siehe Abbildung 2.9).

Kurve

Abbildung 2.9: geschlossene Kurve im elektrostatischen Feld

Der Zusammenhang des elektrischen Potentials und des Feldes sei hier noch einmal in
Integralform dargestellt:

O(F) = — / "Fas (2.3-65)
Vo =-V /E ds = —E(r) (2.3-66)

2.3.7 Green’sche Funktion des freien Raumes

Zur Bestimmung des elektrostatischen Feldes muf3 die folgende Maxwell-Gleichung

V-EF) = (ﬂ

gelost werden. Wie in 3.14 gezeigt wurde, kann das Feld durch ein Potential beschrieben
werden. Damit ergibt sich die Gleichung zu

V.-E=-V% (2.3-67)

Die Losung dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung ldfit sich einfach angeben, wenn
man die Greenfunktion kennt. Allgemein 148t sich eine partikuldre Losung unter Verwen-
dung der Greenfunktion mit

/ G (7, i) &P (2.3-68)
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angeben. Die Losung fiir das Potential ist bereits als das Coulomb-Integral

p ()
o= /47T|77I/| - d*r (2.3-69)

bekannt. Somit 1a8t sich die Greenfunktion G (7,7) und H () identifizieren:
1

G (7 ") = (2.3-70)

H () = (2.3-71)

Wendet man nun den Differentialoperator auf die Greenfunktion an, erhédlt man
1

A |7 — 7|

=—0(r—7") (2.3-73)

VG (7, 7)) = V° (2.3-72)

Gesucht war die Losung der Differentialgleichung, in der nun die Losung eingesetzt wird.
V2 (7) = V2 / G (7,7 H (7) d* (2.3-74)
v
= / VAG (7,7 H (7') &P (2.3-75)
1%

Durch Einsetzen der zuvor bestimmten Funktion erhélt man die Losung fiir das Potential,
welches durch eine Raumladungsverteilung hervorgerufen wird:

=

V26 (F) = / 5 (F—7) p(;)d%' (2.3-76)
0

=2 (2.3-77)

-V-E (2.3-78)

Hat man nun diese Losung berechnet, kann man G (7,7") zur allgemeinen Berechnung
beliebiger elektrischer Potentiale ¢ beziiglich einer beliebigen Ladungsverteilung p be-
rechnen. Durch Integration kann man aus dem bekannten Potential das elektrische Feld
bestimmen. Mit der Definition

(F) = / G(7,7) AGRINTN (2.3-79)

erhélt man das elektrische Potential beziiglich der Raumladungsverteilung p (7). Die
Funktion G (7,7) wird auch als Green’sche Funktion des freien Raumes bezeichnet und
lautet nach obiger Beschreibung:

1 1
4meg |7 — 73

G =G ) = (2.3-80)

Es empfichlt sich, die Struktur der Losung mit dem elektrischen Feld zu vergleichen (siche
Kapitel 2.4.1), um die Ahnlichkeit zu sehen.
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0—Impuls System Impulsantwort
_— = _
g (t.t) A

Abbildung 2.10: Nachrichtentechnisches Ubertragungssystem

In der Nachrichtentechnik oder Signaltheorie wird dieses Vorgehen sehr hiufig verwendet.
Man findet den Zusammenhang als Analogie zur Impulsantwort (siche Abbildung 2.10):

Die Antwort auf ein beliebiges Signal lautet dann
A(t) = / Impulsantwort - Signal d¢’

sie kann demnach mit Hilfe einer Faltung berechnet werden. Fiir das in Abbildung 2.10
dargestellte Eingangssignal S (¢) berechnet sich das Ausgangssignal A (t) zu

:/H(t,t’)s(t’) dt’

2.4 Beispiele fiir die Coulomb-Integrale

2.4.1 Berechnung des Potentials und des elektrischen Feldes einer Punktladung

Zur Berechnung des elektrostatischen Potentials einer Punktladung wird das zugehorige

Coulomb-Integral gelost:
1 qd® (7" =7T4) 3
= [ L T g3
¢ () 47r£0/v |7 — 7|
__L _q
B 47’['80 |7" - Fq|

(2.4-81)

Zur Berechnung des elektrischen Feldes einer Punktladung wird das zugehorige Coulomb-
Integral gelost:

. 1 6(3) &=
B0 = o [ e
=

2.4-82
q T—Ty ( )

Vergleichen Sie dazu die Ergebnisse aus dem Kapitel 2.1.3.

2.4.2 Das elektrische Feld und das elektrostatische Potential einer endlichen Li-
nienladung

Zur Berechnung des elektrischen Feldes einer beliebigen Linienladung soll gelten, dafl
71, (So) und 77 (s1) mit sp und s; im Endlichen lokalisiert sind. Fiir 77 (s9) und 77 (s1)
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konstante Linienladungsdichte 7¢

— |7 — 7| e

Forderung:
(7 — 7) und # stehen senkrecht aufeinander

Abbildung 2.11: Darstellung einer Linienladung

im Unendlichen gibt es Probleme! Zunéchst werden das Potential und das elektrische
Feld koordinatenfrei berechnet. AnschlieBend wird zur besseren Veranschaulichung ein
konkretes Beispiel ausfiihrlich diskutiert.

Zuerst wird die Linie parametrisiert, eine mogliche koordinatenfreie Darstellung lautet:
7 (s) = 7 + st (2.4-83)

Sofern die Linie auf Bogenlédnge parametrisiert ist, gilt:

[t =1 (2.4-84)

Weil 7 als Lotpunkt gewihlt werden kann, wird hier die folgende Eigenschaft gefordert:

(F—7)-t=0 oder #—7y Lt (2.4-85)
Die Raumladungsdichte der Linie ergibt sich mit dieser Parametrisierung zu:

p(r) = 7p(s)00 (7 — 771) ds
L.igr:ie (24—86)
= / 70O (i — 7 — st) ds

50

Nun kann das elektrische Feld mit Hilfe des Coulomb-Integrals berechnet werden:

ﬁ* . /|TT_:/\3/ 0O (F — 7y — st) dsd®r’
5‘0 —

471-50 f/s(J |: ié@)(f’/ - 5{) dST/:| ds (24-87)

ek

1 s i
= Tf/ 770 (7”()+5~) ds

dmeg |77 — (10 + st)]?

Da die Vektoren (7 — 7) und # senkrecht aufeinander stehen, kann der Betrag im Nenner
leicht berechnet werden:

|7 — 7o + st | = \/(F— )2 + s2£2 (2.4-88)
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Dazu wird eine neue Variable eingefiihrt:
R = |7 — 7o) (2.4-89)

Eingesetzt in die Gleichung vorher ergibt dies:

T (7 7)—52‘
mfﬁgo/ e 3/21

"1

I

- / RE
“in R2+s2 (R2+52)"?  dmeo )y (R +s2)°

S1 S1
Tr » —1
— 7t -
47rso { VR + 52 +52} 4meg {\/RZJrS?LO

T - S0 Tr o 1 1
= - —1 -
47r50( \/R2+s RZ\/RZJrs(Z) dmeo | \/R2+s] JR2+s?
(2.4-90)

Auf die gleiche Weise kann das elektrostatische Potential berechnet werden:

1
= SO — 7y — st) dsd®r
o) = o= [y O ) a
-1, / /—1 SO — 7y — st) &7 | ds (2.4-91)
dmeg ! 50 v |IF=7| 0 ’
1 / 1
= Tf = ds
dmeg Sy, |7 — (7o + st )]

Mit 2.4-88 erhiilt man das elektrostatische Potential einer endlichen Linienladung:

¢(F):%%Tf/s:l 7(32is )% ds
=gy [ (s V)]

(2.4-92)

1 51+ 1/ (F—7)? + 52
Tfln

dmeo " g JF—) + 82

Dieses Ergebnis wird als solches allgemein festgehalten. Eine Auswertung kann nun fiir
spezielle Félle durchgefiihrt werden.

Fiir die spezielle Linie

L L}

2.4-93
35 (2.4-93)

7L(s) = s€y; s € {
dargestellt in Abbildung 2.12, mit dem zugehéorige Ortsvektor im 2-Dimensionalen:

7= x€, + ye, (2.4-94)
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Abbildung 2.12: Linienladung

erhédlt man unter Verwendung des Teilergebnisses oben das elektrische Feld:

SO (7 — d - 43
m/ L I Rl o

T =T (s)
471—50 Linie ‘7” - 7L(s)|

3

Setzt man die parametrisierte Linie ein, so ergibt sich:

_,) / Ieeryey S€y ds

47T€0 2@, + yé, — se,|®

= Tf /2 —I —° 3 dS €z+ Tf /2 y 3d56y
dmeo Sy ((x — 5)? + 12)? dreo J_(g) ((x = 8)2 +¢2)2

Tf 1 1 N
= — [

4

T\ -ty (e

L—2x L+2x
4Tf 2y + 2y é'y
o\ gr e - bre
Fiir das elektrostatische Potential erhdlt man in diesem Fall
2 22 2
1 s1+4\/(F—To)" +s
o(r) = - In !
T€o 50+ A/ (F—70)* + 82
L Ligty/(E+2)" +y2
!
T ey ()

Es ist nun interessant, einige Sonderfille genauer zu betrachten.
Fall 1:

2z = 0 Auswertung nur auf der y-Achse

30

(2.4-95)

(2.4-97)
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Durch Einsetzen erhélt man:

- L L
() = L BB g
o \VEr e Gy
L
i g (2.4-98)

747r50y /%2+y2 Y

Das zugehorige Potential lautet:

2
b= sHVGE) v
- 47TEO L L\2 9
5+ (=3) +y

(2.4-99)
2
Tr 1 %+ LT+y2
471'60 .

Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 2.13(b) das Potential auf der y-Achse skizziert.

Y
¢(r=0,y9)
SF———+ v
%\ L
Y
(a) Hohenlinien des Potentials (b) Potential auf der y-Achse

Abbildung 2.13: Potential einer endlich geladenen Linie

Fall 2:
y>L

Zur Betrachtung dieses Sonderfalls wird vom Ergebnis des ersten Falls ausgegangen.
Durch geringfiigige Umformulierungen erhélt man:

s T L .
Ey) = 4ﬂf5 —— (2.4-100)
O\ P
Tf L 1

- ¢ (2.4-101)

= é
47{'80’!}2 /%Jrl Y
Y
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ol

Durch eine Taylor-Reihenzerlegung des Terms (5 + 1)7 erhélt man:

= Ty L L2 .
Ey) = —|1-=+... 2.4-102
==t (1=t )a (2.4-102)

In groBer Entfernung ist der erste Term dominant und alle anderen verschwindend klein,
deshalb erhélt man:

= Tf Lﬂ
E(y) = F&ﬂ?ey (2.4-103)
Q 1,
= —— 2.4-104
4req ygey ( 04)

Durch eine &hnliche Vorgehensweise erhélt man das zugehorige Potential. Durch eine
Umformulierung erhélt man:

L L2 2

o) = Lm i VI
2

TE Ly B2

; — (2.4-105)

o o TAae t 1
T dne L JE

0 —5 T\ mE T 1

Durch eine Taylor-Reihenentwicklung des Wurzelausdrucks
L? L?
—+1=14+—+...
1 + + 52 +

, Tf L L2 Tf L L2
=——h(—+1+—+...| — In|——+1+—+... 2.4-106
¢ (") 4meg . <2y Tt 8y? + ) dmeg " 2y R 8y? + ( )

erhélt man:

Fiir y > L verschwinden die hoheren Terme:

Tf L Tf L
= In{1+-—)— In(1—-— 2.4-107
¢ () dmeg . ( + 2y> dmeg . ( 2y ( )

Entwickelt man nun den In in eine Taylor-Reihe

1, 1.
In (1 =e— 4 B4 ...
n(l+e)=e 5 Tt

1 1.
111(1—6):—5—582—5834-.“

so erhélt man:

oM =1 (2— +oo+ ) (2.4-108)
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Auch hier fallen die hoheren Terme fr y > L weg und man erhélt das Potential einer aus
grofier Entfernung betrachten Linienladung: groBer Entfernung:

T L
dmeg y

¢(F) =

(2.4-109)

Mit der Tatsache, dafl die Gesamtladung einer endlich ausgedehnten Linie der Léange L
mit der konstanten Linienladung 7; wie folgt berechnet werden kann

Q= //Lmlerfé (r—rp(s)) ds d®r
/ f/ SO (r —rp(s))d®rds (2.4-110)
Linie \4

=Tr / ds =171 f L
Linie

erkennt man, dafl aus weiter Entfernung die endliche Linie wie eine Punktladung wahr-
genommen wird. In Skizze 2.13(b) ist dies fiir grofie Entfernungen zur Linienladung
beziiglich des Potentials skizziert. Fiir groBe Absténde zur Linie entsprechen die Hohen-
linien Kreisen, wie es fiir eine Punktladung im 2-Dimensionalen erwartet wird.

Fall 3:
L — oo

Dieser Spezialfall betrachtet das Feld und das Potential einer unendlich ausgedehnten
Linie (siche auch Kapitel 2.4.3). Auch hier wird von dem Ergebnis des ersten Falles
ausgegangen. Das Feld erhilt man wie folgt:

L
B = Jim 4Tf é,
— 00 2 “
Ty By
2 1
*Llim %77@;
— PR
@AY 14 (2.4-111)
Tf 2_‘
47r60y
1 74,
- e,
2men y

Versucht man nun auf dhnliche Weise das zugehérige Potential auszurechnen, so erhélt
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man ein divergentes Ergebnis:

L2 +y
¢ = lim
L~>o<>47T80 L+ LTZ+Z/2
L L 4y?
. T 7+t3 1+ﬁ
*Lhm4 In -
—oo 47eg L, L 4
5+ 35 1+%
1+1
i o AR + (2.4-112)

L—oo 47€ _1+1+ +
Ty 11’11+ﬁ+

Locodmey L4

lim
L—oo 71'60

L
In — — divergiert
)

Das einzige was man aus diesem Ergebnis ablesen kann, ist die Struktur des zu erwar-
tenden Potentials. Da dieses Ergebnis aber so einfach auf keinen brauchbaren Ausdruck
fithrt, muf man eine andere Berechnungsmethode wéhlen.

2.4.3 Potential und elektrisches Feld einer unendlich ausgedehnten Linie

Wiederum wird hier das Beispiel einer Linienladung auf der z-Achse im 2-Dimensionalen
betrachtet (Abbildung 2.12). Lediglich die Lénge der Linienladung ist nun unendlich, das
heiBt es wird der Grenzfall betrachtet:

L — oo

Bevor man anfiangt, das Potential oder das elektrische Feld zu berechnen, kann man
Symmetrieiiberlegungen anstellen. Da es sich um eine gerade Linie handelt, ist die An-
ordnung rotationssymmetrisch um die Linie selbst, und da die Linie unendlich lang ist,
kann man sich entlang der Linie bewegen und stellt keine Verdnderungen fest, wenn
man den gleichen Abstand beibehélt. Das bedeutet, die Anordnung ist also auch symme-
trisch beziiglich der Bewegung entlang der Linie. Aus diesem Grund wird auch hier der
2-dimensionale Spezialfall betrachtet, fiir das Potential wird dabei erwartet, dafl es nur
noch vom Abstand zur Linie abhéngt.

Versucht man das Potential dieser Anordnung mit dem Coulomb-Integral direkt zu be-
rechnen, so stellt man fest, dafl das Integral divergiert:

00

Tf

d¢
x—sz+y T ney ) SO

Die Einfithrung der Variable ¢ beruht auf der Substitution £ = z —s. Die Integralgrenzen
~+o00 und —oo bleiben dabei erhalten.

— divergiert (2.4-113)

47{'50
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Aufgrund der Struktur des elektrischen Feldes FE ~ i besteht das Problem, dafl das
Potential divergiert:

Dloo ~ /jo E ds (2.4-114)

oS}

Die Idee, das Potential der endlichen Linie zu verwenden und den Grenziibergang L — oo
durchzufiihren fithrt nicht zu einem geeigeneten Ergebnis. Dieses Ergebnis ist divergent
(siche Kapitel 2.4.2).

Eine neue Idee ist es nun, das Potential zu renormieren. Dies wird durch eine Addition
oder Subtraktion einer Konstanten zum Potential der endlich langen Linie realisiert.
Anschliefend wird der Grenziibergang L — oo gebildet. Dazu wird das Potential der
endlich langen geladenen Linie verwendet (Gleichung 2.4-97):

L R
5T+ /(5 +2)? +y?
T 2 2
dla,y) = 2

Ameg

—Lta /(5 +2)?+ 2

Legt man eine Konstante an einem beliebig gewéhlten Ort fest, zum Beispiel (0, a), so ist

der Wert dieses Potentials:
L [L2
)= 7y 754_ e
N 4 €0 L /L2
) + e + a?
Subtrahiert man nun die Konstante und bildet ein neues Potential <z~57 so hat man den

Nullpunkt des neuen Potentials in den Punkt (0,a) geschoben. Durch Ausnutzen der
Logarithmuseigenschaften wird das Potential geringfiigig umgestellt:

¢(0,a

(2.4-115)

@(I, y) = @(Iv y) - ¢(I = 07y = a)

. Lot /(5 +2)+2 - Ly e+

In — ——1In

ameo \Lpp \f(—Laap+yr) A0 \ Ly frrgg

T Trao+\/(5+2)?2+42 o —L a4 /(5 + )+

4dmeg % n LT2 + a2 4meq B %-ﬁ- \/ﬁ
x T 2 - " 5
_ Ty In %+f+ (%+Z)2+% T In 7%+f+ (7%+f)2+?[{7
A . 4 -

(2.4-116)

Nun kann die Grenzwertbetrachtung L — oo durchgefithrt werden. Dabei wird erwartet,
daB der Grenzwert keine Abhéngigkeit mehr von der Variable x, sondern nur noch eine von
y zeigt. Diesen Grenzwert jetzt ohne intensive Uberlegungen durchzufiihren fithrt nicht
zum gewiinschten Ziel. Der zweite Term wiirde mathematisch gesehen zu einer Divergenz
des Ergebnisses fithren. Betrachtet man die Argumente der beiden Logarithmen, so stellt
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man fest, dafl die Grenzwertbildung beziiglich = einfach ist und nur die beziiglich y
mehr Uberlegung bedarf, da y nur in Wurzelausdriicken erscheint. Fiihrt man also den
Grenzwert zuerst nur beziiglich der Variable x aus, so erhélt man:

0% () = lim 6 (2,y)

1 1 y? 1 1 2 -
oo (2t VATE) atVitn (24-117)
T \ies) T i g

Dieses Ergebnis driickt die erwartete Symmetrie beziiglich einer Bewegung entlang der
2z-Achse aus, es ist namlich unabhéngig von z. Entwickelt man die Wurzelausdriicke

\/ i + %—Z und \/ i + Z—ZZ in eine Taylor-Reihe

1 s? 1 2
2 42 2.4-118
tE=s Tt ( )

und setzt diese Reihenentwicklung in den Ausdruck fiir das Potential ¢*_ (z,y) ein, so
erhilt man:

P l+l+£+ P ,l+l+ﬁ+
doo(z,y) = lim P P (PRI LN, [N S R L R
oY) = P00 ae 11, @ 1 “1 1 a
oo | 4meg sttt TEQ sts+E+ .

Der erste Term verschwindet denn es gilt:

lim [In (1 + )] = 0 (2.4-120)

Somit erhélt man mit der Tatsache, dafi die hoheren Ordnungen der Taylor-Reihen fiir

grofle L verschwinden:
yQ
y) = i _ T 1z
Ooo(,y) = Lh_{rolo |: Treg In (Z—;)]

2
i = (2 (2.4-121)
L—oo 471'50 a?

L]ny

2mey a

Jetzt ist der Grenzwert L — oo definiert:

Goo(w,y) = lim 6(z,y)
Ty (2.4-122)

T 2mey @
Diese zweidimensionale Betrachtung kann ohne weiteres auf das 3-dimensionale Problem
iibertragen werden. Eine Moglichkeit dies zu tun liegt in der Betrachtung von Symme-
trien. Man dreht einfach die y-Achse um die a-Achse und erkennt, daf§ das Resultat in
jeder Position das gleiche bleibt. Es handelt sich also um eine rotationssymmetrische An-
ordnung, die in jeder Lage das gleiche Feld und das gleiche Potential haben muf3. Ersetzt
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man nun die y-Richtung durch ein geeignetes R, welches dann die Radialkomponente der
zuvor im 2-Dimensionalen verwendeten y-Achse und der neu hinzu gekommenen z-Achse
ist, so erhalt man:

Tf R

Ooo(,y,2) = —Elng

[ 1 2
_ T VY A

27meq a

(2.4-123)

Dies ist in Probe korrekt, ein Potential, das im Unendlichen nicht konvergiert. Das elek-
trische Feld ist dann

. T 1 AsVm \Y%
Fe _Vé— Ze == 2.4-124
ve 2meg yey LnAsm] [m ( )
fiir den 2-dimensionalen Fall, oder
= Tf 1 N
E=- = —€ 2.4-12
Ve 2meg R" ( %)

fiir den 3-dimensionalen Fall.

Eine alternative Berechnung des Potentials fithrt iiber die Maxwell-Gleichungen der Elek-
trostatik:

VxE=0 (2.4-126)
eV-E=p (2.4-127)

Nutzt man die zuvor erwihnten Symmetrien aus, so erkennt man, daff die Aquipotenti-
alflichen Zylindermantelflichen sind. Fiir das elektrische Feld gilt deshalb:

E=E(R)éx (2.4-128)

Das Feld besitzt also nur eine radiale Komponente und ist nur vom Abstand zur Linie
abhéngig. Betrachtet man eine zylinderférmiges Volumen um die Linienladung, so erhélt
man fiir die zweite der beiden Maxwell-Gleichungen:

/50V E &= / p d&r (2.4-129)
Vv Vv

Nutzt man den Satz von Gauss aus und betrachtet zunéchst einen endlichen Zylinder der
Lénge L,

/ o - %7 = /L (2.4-130)
oV

Setzt man die Symmetrieiiberlegungen von vorher ein, so erhélt man fiir den Zylinder-
mantel:

/ 80E (R) éR‘gR dQT'ZTfL
Zylindermantel

:>80E (R)/ dzT = TfL (24—131)

Zylindermantel

=ecol (R) 2nLR = TfL
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Damit erhédlt man das elektrische Feld:

Tf l”

E= 3
27eg ReR

(2.4-132)

Wie man sieht, ist das Ergebnis unabhéngig von der Linge des betrachteten Zylinders
und stellt deshalb das korrekte Feld eines unendlich langen geladenen leiters dar.

Will man dazu das Potential ausrechnen, so erhdlt man nach einmaliger Integration:

E=-V¢
Tf 1 1o} ,
5= "5759?
7 Yapo_ [ 9, -
:/QﬂEORdR_ /aR@dRJrC
Tf a
= n=
:>¢ 271'80 nR

Die Ergebnisse der verschiedenen Berechnungsmethoden sind also gleich.

2.4.4 Das elektrisches Feld einer unendlich ausgedehnten Fliche

af

Abbildung 2.14: Fldchenladungsdichte

Die Vektoren #; und £, parametrisieren die Fliche und es soll gelten:

t L (7~ 7o)
t2 L (7~ )

Damit kann die Raumladungsdichte aufgeschrieben werden. Wenn #; und #, Einheitsvek-
toren sind, dann gilt:

p(7F) = / / 06 (7 — 7o — oty — ) dadp (2.4-134)
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Das elektrische Feld erhélt man mit Hilfe des Coulomb-Integrals:

< 1 P
EF=— =1 7d3 /

! T
47Tco /P{(Lum [/ / 0’f5( ) ('I‘ - 7”0 - Oétl - dfg) dad[)’ md r (24_135)

/ / r—ro—at1 ﬂt2ldadﬁ
((F—7o)* + a2 + 32)

Da die Terme

—at —B1;
- 5 und 3
((F—7o)* + a2+ 32)* ((F—7)? + a2 + 2)*
ungerade Funktionen sind, erhéilt man beziiglich der Integration:
P / / dadf
o — 70 3 2.4-136
4’71' |7 _ F0|2 + a2 + 62)2 ( )

Das Integral iiber die unendlich ausgedehnte Fliche mufl nicht unbedingt direkt in den
Koordinaten o und /3 berechnet werden. Man kann auch entsprechende Polarkoordinaten
definieren, welche den Ursprung im Lotpunkt der Fliche haben. Die zugehorige Radial-
komponente lautet dann 52 = a? + 3. Damit gilt fiir das elektrische Feld:

_ dadf
E = 1 - TO 5 3
e o (|7 —7* + a2 4 32) 2
/2”/ §dédy
471'{:‘0 | +§2)%
1 o 1
= oy (F - TO)QW/ 765 . (2.4-137)
eo o (|F-rf+¢2)?
1 1
= F— ) 2
dmeg s (7= 7o) |7 — 7ol
1 i
T 2e0 =7

In Abbildung 2.15 ist das Ergebnis als Schnitt durch die Ebene und auf der Achse entlang
der Flachennormalen 7 gezeigt. Das elektrische Feld macht demnach an der geladenen
Ebene einen Sprung.

Eine andere Moglichkeit, das Feld zu berechnen fiihrt iiber die Poisson-Gleichung. Dazu
wird zunéchst die Raumladungsdichte der Anordnung in ihre kartesischen Koordinaten
zerlegt. Zur Vereinfachung wird weiterhin die Ebene z = 0 zur Berechnung gewihlt. Die
Raumladungsdichte der Anordnung lautet dann:

p(7F) = / / 0,09 (28, + y&, + 28, — a&, — 4¢,) dadf

/ / 050 (x—a)d(y—F)d(z)dads (2.4-138)

_O'f6
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. E-i
E

P .

IR IR —

(a) Schnittbild des elektrischen Feldes (b) Feld auf der Achse der
Fléchennormalen

Abbildung 2.15: unendlich ausgedehnte Flichenladung

Setzt man dies in die Poisson-Gleichug ein, so erhilt man:
0? 9? P
- _ = 2 2.4-1
o0 ((,)I2 + 8y2¢+ 7 @) o6 (2) ( 39)

Da die Fliache unendlich ausgedehnt ist, héingt das Potential nicht von den Variablen x
und y ab, es ist translationsinvariant:

b= 6(2) (2.4-140)

Entsprechend erhélt man:

2

0

Aus Symmetriegriinden gilt aulerdem ¢ (z) = ¢ (—z), denn von beiden Seiten aus gesehen
wirkt die Flachenladung gleich. Integriert man nun beliebig von a bis z, so erhélt man:

z 2 z
/ —EU%(,& (2)dz' = / o0 (2)dz2 (2.4-142)
a z a

Wihlt man nun a < 0 (siehe auch Abbildung 2.16(a)), so erhilt man:

5() 1. (2) ! ()=
1 ——— 1l ——
z z 2
a z 1
(a) d-Funktion (b) Sprungfunktion (c) Signum-Funktion

Abbildung 2.16: Darstellungen zur unendlich ausgedehnten Fliche

0
- (5

0 sonst

) :Jf{l wenn z > 0 (2.4-143)

1%
Ebene 220 ! Fléchennormale
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Mit Hilfe der Sprungfunktion w (z) (sieche Abbildung 2.16(b)) kann das Ergebnis verein-
facht dargestellt werden:

. (%¢ - _ ) = opu(2) (2.4-144)
Mit dem Zusammenhang
E=-V¢= —gqb (z)é. (2.4-145)
0z
ergibt sich fiir das elektrische Feld:
(B, = Bl) = Zu(2) (2.4-146)

Abbildung 2.15(b) entnimmt man, daf der Nullpunkt des Feldes auf der Fliche liegt.
Damit erhélt man bei entsprechender Wahl von E.| :

;—f fir 2>0

E(z):@{ %L
—o fiir 2<0 (2.4-147)

Die Signum-Funktion sgn (z) ist in Abbildung 2.16(c) dargestellt. Durch Integration kann
daraus das Potential berechnet werden:

b=—2L |y (2.4-148)
250 :

2.4.5 Zusammenfassung

Damit wurden im Skriptum folgende Themen angesprochen:

e Ladung gegeben, wie sieht das Feld aus?

e Feld ist gegeben, wie sieht die Kraft auf eine Punktladung aus?
F=qE

e Was gibt es fiir Ladungen?
Punktladung, Linienladung, Flichenladung, Raumladung

o Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik eingefiihrt

e Poisson-Gleichung eingefiihrt

e Coulomb-Integrale eingefiihrt

e Potentiale und Felder einiger Ladungsverteilungen berechnet

Tabelle 1 fat die Abhéngigkeit typischer Ladungsverteilungen von Feldstédrke und Po-
tential zusammen.
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Ladungsverteilung ‘ Feldstérke ‘ Potential ‘ Coulomb-Integral fiir ¢ konvergiert
Punktladung % }—12 ja
Linienladung (unendlich) 1% In 1% nein
Fliachenladung (unendlich) | sgn(R) ~ const. |R| nein

Tabelle 1: Ladungsverteilungen, elektrisches Feld, Potential

2.5 Der elektrische Dipol

Zur Darstellung realer Materialeigenschaften bietet der elektrische Dipol eine entsprechen-
de Moglichkeiten. Mit den Materialeigenschaften ist gemeint, dafl nichtleitende Medien
zum Beispiel eine statische Ladung besitzen kénnen. Diese statischen, also fest an einen
Ort gebundenen Ladungserscheinungen kénnen mit einem Dipol gut beschrieben werden.

2.5.1 Grundidee

Zum Beispiel der reale Fall der Ladungsverteilung eines Wasser-Molekiiles (siehe Ab-
bildung 2.17) und viele weitere Beispiele in der Natur fithren zur Idee des elektrischen

BH—~H = L
1,0 ° N S I ~1070m
O )

Abbildung 2.17: Darstellung eines Wasser-Molekiils

Dipols. Im Falle des gezeigten Wasser-Molekiiles zieht das O-Atom die Elektronen der
H-Atome sehr stark an und nach auflen erscheint das HoO-Molekiil mit einer kleinen po-
sitiven Ladung auf der H-Atom-Seite und mit einer gleich grofien negativen Ladung auf
der O-Atom-Seite.

Um eine Anordnung dieser Art grundsitzlich besser zu verstehen, beschéftigen wir uns
zuerst mit dem Grenzfall zweier Punktladungen +Q und -Q im Abstand d zueinander,
wobei folgende Annahme gelten soll:

e Abstand d — 0
e Ladung () — oo

e Produkt 'Dipolmoment = Ladung - Abstand’ bleibt endlich
e unendlich klein, aber dennoch vorhanden

dQ=p (2.5-149)
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Im Folgenden wird dann der Grenzfall mathematisch geeignet beschrieben.

2.5.2 Raumladungsdichte eines Dipols

Ausgangspunkt ist Abbildung 2.18, worin die Aufpunktvektoren 2.5-150 und 2.5-151 ab-

-Q d +Q

Abbildung 2.18: Zwei Punktladungen +Q und -Q mit endlichem Abstand

gelesen werden konnen:

i
o= p+ % (2.5-150)
Fo=p— g (2.5-151)

Damit ergibt sich die Raumladungsdichte der Konfiguration eines endlichen Dipols:

p(7) = Q3% <F <FD + g)) - Qi <F (fD - g)) (2.5-152)

Fiir die Definition eines Punktdipols betrachtet man die Grenzfille
70
@ —

und fiithrt dazu das Dipolmoment 7 ein
7= Qd

welches einen endlichen Wert haben soll, so erhédlt man fiir die Raumladungsdichte des
Elementardipols:

, d oo . . d
p(F) = thi? Q (5(5) (r —7p — ;) —6® (r —7p+ 5))
|d] — o0

Q d — endlich

g () 0 (o )
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Benennt man nun die Ladung @ mit ) = = um, so erhélt man:

5 (7 — i — %sﬁ) — 5 (7~ i + Lep)

p(r) = llil(l) . (2.5-153)
Aus der Mathematik ist bekannt, dafl gilt:
Flit bed) — Fr—ted) 1~ \ -
lim ("t 5ed) = F(7— ed) (d-V) F (7 (2.5-154)
£— £

Hierbei handelt es sich um eine Richtungsableitung des Vektors F. FaBt man also alles
zusammen, so erhilt man die Raumladungsdichte eines Dipols mit:

pp(F) = —p- V6O (7 — 7p) (2.5-155)

Der Index D soll dabei darauf hinweisen, daf§ es sich um die Raumladungsdichte eines
Dipols handelt. Zur Veranschaulichung sind in Abbildung 2.19 ein paar Darstellungen
skizziert, welche die verwendeten Begriffe verdeutlichen sollen. Berechnet man zum Bei-
spiel das Potential einer Punktladung, so erhélt man als Ergebnis die Hohenlinien wie
sie im Bild links oben gezeigt sind. Da der Gradient einer Funktion immer in Richtung
des steilsten Anstiegs zeigt, ergibt sich die Darstellung des Gradienten der J-Funktion
im Bild rechts oben. Betrachtet man zusétzlich noch die Richtungsableitung beziiglich
des Dipolmomentes p, so ergibt sich die Zeichnung im Bild links unten. Betrachtet man
dies genauer, so stellt man fest, dal man auf der einen Seite der Achse negative Anteile
und auf der anderen Seite der Achse positive Anteile erhilt. Dies entspricht dann der
Vorstellung, wie ein Dipol ‘gebaut’ ist. Eine vereinfachte Betrachtungsmdoglichkeit ist im
Bild rechts unten gezeigt.

2.5.3 Potential und Feldstirke eines Punktdipols
Aus der Raumladungsdichte pp eines Dipols mit dem Dipolmoment 5 am Ort 7'p

po(7) = = VOO (7 — ip)

wird mit Hilfe des Coulomb-Integrals

op(7) / d? (2.5-156)

~ dney \rfr/\

das Potential ¢p berechnet und anschliefend das elektrische Feld E

o (= 1 (ﬂ) — ’ 1
Ep(F) = ¢ ﬁiw( ) &' = —Vép (7) (2.5-157)

Zuerst wird nur das Potential berechnet. Dazu wird die Raumladungsdichte des Dipols
in das Coulomb-Integral eingesetzt:

= 5-1
9007 = frey 7 5-158)
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(a) Potential der d-Funktion (Skalar, Hohen-
linien)

(b) Ableitung: Vé-Funktion (Vektor)
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(c) Richtungsableitung: — (p- V)

Abbildung 2.19: Darstellungen zur Vorstellung eines Punktdipols

(d) Dipolmoment
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Dabei mufl beachtet werden, dafl beim Einsetzen der Raumladungsdichte gestrichene
Groflen eingefithrt werden. Dies gilt auch fiir den Gradienten, der damit auf die gestri-
chenen GroBen angewendet werden mufl (V' — 7). Da die Auswertung dieses Integrals
nicht so einfach erscheint, mufl eine geeignete Strategie gefunden werden:

e Idee 1: Green’sches Theorem, oder Vektor-Analysis

e Idee 2: Ausnutzen der Ausblendeigenschaft

Zur Umformung des Integranden verwendet man den vektoranalytischen Zusammenhang
V-(p¥) =V -¥+Vp ¥ (2.5-159)
in der folgenden Form
—oV -0 = V. (p0)+ V-

Fr den Integranden ergibt sich so:

7 V6O (7 — 7 550 (7 — 7 I 1
_p ‘? (q/ D) - _Vv'. P S — D) +p6(")(r'—7’D)-V' —
=7 |77 — 7| |7 =7
verschwindet als Oberflachenintegral gibt einen Beitrag
(2.5-160)
v 7
Tp

Abbildung 2.20: Veranschaulichung Dipol im Ort 7p

Setzt man nun die Umformung 2.5-160 in Gleichung 2.5-158 ein, so erhilt man:

o0() = o [ PO )0 (2:5-161)
14

dreg |7 — 7|

g

Dabei verschwindet der erste Term als Oberflichenintegral. Der Gradient der skalaren
Funktion im Integranden kann einfach ausgerechnet werden. Durch anschliefende Be-
rechnung des Volumenintegrals ergibt sich:

1 f P
A () — H5(3) - - d3 /
00l7) = o | O =) - i

477'50 ‘
1 7—ip
= 7 - 2.5-162
477'50p ‘F— FD|3 ( )

Aus dem Ergebnis erkennt man, dafi das Potential des Punktdipols mit r~2 abfllt, im
Gegensatz zu dem einer Punkt-Ladung, die mit r~! abfiillt. Das elektrische Feld erhélt
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man durch den Zusammenhang E= -V
1 7 —Tp

Ep=-Vép=-V—p. — 2
b ¢D 47T€0p IF_FDP

S (#vw (7= o) + (7 (7 rb))v%)

ey \[F— P I7— ip|?
1 o Lo L 1 7 —1Tp
=—— -3(p-(F—r
dre, (\F—ms #- ("= "0) = \f—m)
_ 1 3[7 (’F— HD)(F— FD) —ﬁ]T — 7'D|2
dreg | —7pl°

(2.5-163)

Das elektrische Feld des Dipols fillt also mit 7~ ab. In Abbildung 2.21 ist das Potential
und das elektrische Feld des Punktdipols dargestellt, wie es zum Beispiel aus der Chemie
fir die p-Orbitale bekannt ist.

(a) Hohenlinien des Po- (b) Feldlinien elektrisches
tentials Feld

Abbildung 2.21: Potential und elektrisches Feld des Dipols

Eine mit Mathematica berechnete Darstellung ist in Abbildung 2.22 zu sehen. Dabei
stellen die schattierten Bereiche das Potential und die Linien das Feld dar (Abbildung
(a)). Die gleiche Abbildung mit Hohenlinien ist in Abbildung (b) zu sehen.

2.6 Krifte auf Ladungen und Dipole

2.6.1 Kraft auf eine Ladung

Aus den grundlegenden Beobachtungen (Kapitel 2.1.1) ist die Definition der Kraft be-
kannt, die auf eine Punktladung ¢ im elektrischen Feld wirkt.

Mit Hilfe der Beschreibung der Punktladungen als eine Raumladungsdichte p und der
Verwendung der Ausblendeigenschaft der §-Funktion, erhilt man eine Integralgleichung
zur Berechnung der Kraft:

F=qEF,) = / @@ (7' — 7)) E(7") &' (2.6-164)
vV N———

P
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Abbildung 2.22: Potential und elektrisches Feld des Dipols

Abbildung 2.23: Ladung ¢ im elektrischen Feld
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Diese Gleichung gilt aufgrund von Superposition fiir beliebige Raumladungsdichten. Man
erhiilt also fiir die Kraft eines vorgegebenen Feldes auf eine verteilte Raumladung:

—

Fo / (7B () d*r
JV

= [

|4

(2.6-165)

Dic Variable f(7) mit f(7) = p(F)E(7) wird als Kraftdichte bezeichnet und hat die
Einheit N m~.

2.6.2 Kraft auf einen Dipol

Mit der Definition der Kraft aus dem Kapitel vorher und der Raumladungsdichte des
Dipols ergibt sich:

P /V op(FVE() dr

(2.6-166)

Abbildung 2.24: endlicher Dipol im elektrischen Feld

Zum besseren Versténdnis sei auf die Herleitung der Kraft F mit Hilfe der Darstellung
des Dipols als 2 getrennte Ladungen +@Q und —@Q eingegangen (endlicher Dipol). Fiir die
beiden getrennten Ladungen ergibt sich die Gesamtkraft F) + F, (Nettokraft):

. . 1- -
Fretto = QE(7p + Ed) —QE(rp — =d) (2.6-167)
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Bildet man den Grenzwert beziiglich des Elementardipols, so erhdlt man:

. . 1= . 1=
Q= oo 2 2
d| —
‘Q‘J Avoendli(,h
LPY _ By — 1P
= lim E(7D+§§) 1 U ZQ)
1i0 ol
Q Q
Fp= (7 V)E| (2.6-168)
—Fp

Vergleichen Sie dazu die Gleichung 2.5-154, der letzte Schritt in Gleichung 2.6-168 ist die
mathematische Definition einer Richtungsableitung.

Aus einer Betrachtung zweier endlicher Ladungen +@Q und —@Q konnte die Definition der
Kraft in Gleichung 2.6-166 bewiesen werden. Die Kraft auf einen Dipol hingt demnach
ab von der Inhomogenitit des Feldes, fiir homogene Felder ist die Kraft Null.

2.6.3 Drehmoment auf einen Dipol im Feld (Herleitung iiber Kriftebilanz)

Zunéchst sei allgemein auf die Definition des Drehmomentes eingegangen. Das Dreh-
moment kann verstanden werden als die Drehkraft der Drehung eines Korpers um eine
Achse. Aus Abb. 2.25 erhiilt man fiir das Drehmoment

M= Z Kraftarm x Kraft

Krifte

Krifte

Dabei ist der Vektor 7 so zu wihlen, daf§ der Ursprung das Drehzentrum der Anordnung
ist. Durch den folgenden Ansatz kann das Drehmoment beziiglich Abb. 2.25 hergeleitet
werden:

]\/[nctm: E FkXFk:F1XF1+’F2><F2

Kriifte
1= . 1= — 1<
:§dXQE(TD+§d)_§dX(_Q)E(D_§)
1o = - 1o = 1= (2.6-169)
= ide(rDJr?d)JrQide(Dfi)
N I S
:éQdX E(TD+—)+E( D_i):|

Betrachtet man die Einheiten, so erkennt man:
- L= 5o \Y%
[M} - [pr] - [Q~de] — Asm— — VAs
m

Durch Bildung des Grenzwertes beziiglich der Gleichung 2.6-169 erhélt man das Dreh-



2 Elektrostatik 51

Abbildung 2.25: 2 Ladungen +@ und —@ im elektrischen Feld

moment des Dipols um seinen eigenen Mittelpunkt:

. 1 . T T
M= leigl §ﬁ>< E(lp«#)«#E(ﬁ;g)}
|l =0
Q d — endlich
- - 2.6-170
L i E(7, +%+EC % ( )
= - im T N - =
2P | TP T 2 P73
=P x E ()

Interpretiert man dieses Ergebnis, so bedeutet das: Elektrische Dipole tendieren dazu,
sich im Feld auszurichten.

Befindet man sich mit dem Ursprung nicht im Ort des Dipols sondern am Ort 7p, so kann
durch folgenden Ansatz eine Darstellung gefunden werden (siche auch Abbildung 2.26).
Mit dem Ansatz fiir das Nettomoment vorher, wird zusétzlich die Verschiebung um 7'p

Abbildung 2.26: Drehmoment beziiglich des Ursprungs
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aus dem Ursprung betrachtet:

Muetio = (Fp +71) X Fy + (Fp + ) x Fy
o1 I o 1= O
= (7p + 5d) x QE(7p + 5d) = (7 = 5d) x QE(7p — 5d)
I e 1- [= 1- L 1=
:QTDX[E(D—Fid)—E(p—i )}+Q§d>< E(ip + 5d) + E(7p — 5d)
(2.6-171)

Das Ergebnis der Grenzwertbildung des 2. Terms ist bereits bekannt, fiir den ersten Term
erhélt man:

Q —

lim (QFD x |:E(FD + %rf) — E(ip — %J)D

[ — 0
Qd — endlich
o x lim Q(B(rp+ d) — B(Fo — ~d)
=7 im o+ =d)— - =
D ‘?”105 D 2 D 2 (2.6—172)
(PV)E

Damit ergibt sich fiir das Drehmoment eines Dipols am Ort 7p:

M =7px (5 V)E|

+ 7% E (7p) (2.6-173)

2.6.4 Kraft und Drehmoment auf Dipol im Feld (Herleitung mit dem Prinzip der
virtuellen Verriickung)

Zur Herleitung der Kraft und des Drehmomentes, welche auf einen Dipol im Feld wir-
ken, wird nun eine Energiebetrachtung herangezogen. Die entsprechende Situation ist
in Abbildung 2.27 dargestellt. Speziell wird hier das Prinzip der virtuellen Verriickung

Abbildung 2.27: Dipol im Feld

verwendet:
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e virtuelle Translation:

T‘,ﬁ ZJF or } — Kraft
p—=p
e virtuelle Drehung:
= T
p— p+op — Drehmoment
=p+dpXxp

Die Annahme fiir die virtuelle Drehung ist sinnvoll, weil:

[P+ 0p = p+dpxpl = [p-p+p (dpxp)+(dpxp) g+  (dpxp)
0 0 dratische Ord 0
quadratische Ordnung—

op=dp xp
Abbildung 2.28: Darstellung zur virtuellen Drehung
Damit kann festgehalten werden:

|p'+ 0p] ~ |p] — Drehmoment

Mit diesen Angaben kann die Energieéinderung wie folgt berechnet werden:

Energieéinderung = Energieéinderung durch Translation + Energiednderung durch Rotation

(2.6-174)

Fiir die Energie des Dipols im Feld ergibt sich aus der Darstellung zweier Punktladungen
+¢ und —q im Abstand d:

1- 1-
W (Dipol im Feld) = lim 497+ 5d) = g7 = 5d)
:I‘:; »U\.I\ = endlich
=p-Vo=—p-E(fp) (2.6-175)

Aus der Uberlegung zur Energiesinderung (Gleichung 2.6-174) erhilt man fiir das be-
trachtete System:

—dW = F - 07+ M - 63 (2.6-176)
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Fiir den konkreten Fall ergibt sich fiir die beiden Gleichungen 2.6-175 und 2.6-176:

W = —p- E(7p) (2.6-177)
AW = — |(7+6p) - (E+0E) — - E (2.6-178)
= —p- E- D §E + quadrat. Terme
fallen weg
Daraus erhélt man fiir die Anderung der Energie:
—AW =65 E+7-0F (2.6-179)

Setzt man nun die Gleichungen 2.6-176 und 2.6-179 gleich, so ergibt sich:
F 6P+ M-6§=6pE+p-0F

= (6@ x p)-E+7p- (57 VE) (2.6-180)
= (px E)- 65+ (- V)E - o7

Somit ergibt sich fiir die Kraft und das Drehmoment(das den Dipol dreht)
F=F-V)E (2.6-181)
M=pxE (2.6-182)

Wichtig ist dabei die Tatsache, daf} sich der betrachtete Dipol im Ursprung befindet, und
nicht an einem beliebigem Ort 7p.

Als Fazit kann festgehalten werden

e Felder richten Dipole aus: p’'~ E

2.7 Ladungen und Dipole in Materie
2.7.1 Wirkung elektrischer Felder auf Materie

Wenn elektrische Felder auf Materie wirken, werden Ladungen verschoben also wird ein
Ladungsdichte generiert. Weiterhin Dipole ausgerichtet, was ebenfalls zu einer Generation
von Ladungsdichte fiihrt.

Ein Leiter ist ein Stiick Materie mit frei beweglichen Ladungen, mei“st den Elektronen.
Beziiglich der Reaktion eines Leiters im Feld kann festgehalten werden:

e £ =0:im Mittel ist der Leiter neutral

A+
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e E+£0 (aber klein): Elektronen bewegen sich auf eine Seite

o F # 0 (aber grofl): Ladungstrennung

+, weil - fehlt

-, weil - UberschuB

Der Leiter im elektrischen Feld reagiert mit Oberflichenladungen, das Innere bleibt
feldfrei — Abschirmwirkung von Leitern(Faraday’scher Kifig)

Weiterhin gibt es Materialien mit drehbaren Dipolen, die Dielektrika. Dazu zéhlen zum
Beispiel Glas, Wasser aber auch Zitronensdure und weitere Stoffe. Beziiglich der Reaktion
eines Dielektrikums auf ein Feld kann festgehalten werden:

o =0

ES
’/\\

o L # 0, stark:

HIT] [0000 v [
Hittt leeoee I

Situation Vorstellung

Das Dielektrikum im elektrischen Feld reagiert mit der Ausrichtung von Dipolen.
Da der Ausrichtung aber Grenzen gesetzt sind, fiihrt die Abschirmung nicht fiir
jedes Feld zu einem feldfreien Inneren.
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ps(7) = Q6O (7 — i)

Abbildung 2.29: Punktladung im Ort 7 und zugehérige Raumladungsdichte

2.7.2 Anwendung des Dipols

Aus den Kapiteln vorher ist die Raumladungsdichte einer Punktladung bekannt (siehe
Abbildung 2.29).

Analog kann eine Raumladungsdichte p, fiir den Dipol notiert werden (siehe Abbildung
2.30). Hier wird der Index p verwendet, um auf die Tatsache hinzuweisen, dafi das Aus-
richten von Dipolen mit dem Begriff Polarisation beschrieben werden kann. Die Raumla-
dungsdichte eines Dipols (oder die Raumladungsdichten mehrerer Dipole) wird mit Hilfe
der Vektor-Analysis modifiziert:

pol77) = =5+ VOO (7 = i)
= -V (@ (7 —p)) (2.7-183)

Analog gilt dies fiir beliebig viele Dipole:

pp(F) ==Y B - V6O (7 — p)
B

--Vv- <Zﬁk6(3>(F— FD)> (2.7-184)
k

Definiert man eine neue Grofle, genannt ” Dipoldichte “ }S(F ), so erhdlt man zum Beispiel
folgende Dichten beziiglich Anordnungen von Elementardipolen:

e ecines Punktdipols: P(F) = po®) (7 — 7p)

e ciner Punktdipolverteilung: P(7) = 32, 0@ (7 — 7%)

v

Abbildung 2.30: Dipol im Ort 7p

Mit dieser Dipoldichte kann die Raumladungsdichte wie folgt geschrieben werden:

pp(F) ==V -P (2.7-185)
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Aus der Einheit des Dipols [p] = Asm ergibt sich die Einheit der Dipoldichte zu [13] = %

Analog zu Punktladungen, Linienladungen etc. gibt es fiir Dipole demnach Dipoldichten
der Form:

e Punktdipole

P(F) = §6® (7 — 7p) (2.7-186)
e linienverteilte Dipole
D= dﬁ 3= _ =
P(r) = d—5 (7 —7(s))ds (2.7-187)
Linie 45
e flichenhaft verteilte Dipole
D= dﬁ (3) (= -
P(r) = d—é (7 — 7r(a, B))df (2.7-188)
Fliche f
e Raumdichte von Dipolen
» dp . _ dp
P(F) = / —— 6O (F = Fa, B,7))Pr = (2.7-189)
Raum dv dv

Fiir alle Strukturen im Raum lafit sich der Begriff der Dipoldichte P definieren:

B ") Summe aller Dipolstiarken im Volumen AV
" Volumen AV

(2.7-190)

In Abbildung 2.31 soll beispielhaft an linienverteilten Dipolen die Dipoldichte bestimmt
werden.

Abbildung 2.31: linienverteilte Dipole einer unendlich langen Linie

Aus der Abbildung 2.31 und dem Vorwissen bei der Herleitung der Raumladungsdichte
beliebiger Ladungsverteilungen ergibt sich die Dipoldichte zu

ﬂ dp’
P(F) = /L 4 I‘:(S(?’)(F— 7(s))ds (2.7-191)
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dabei stellt 3{ (: Dipole pro Linienldnge = %f: ﬁf) das Linien-Dipolmoment dar. Die
Linie ist dabei wie folgt parametrisiert:

7r(s) = o + st (2.7-192)

Betrachtet man den endlichen Fall der Linie in Abb. 2.32; so erhélt man als Darstellung
der Gesamtladungsdichte der Linie zwei Punktladungen am Anfang und am Ende der
Linie (siche Abbildung 2.32), da sich die Dipole dazwischen gegenseitig aufheben:

p(i) = Q6¥ (F— (7o + LE)) — Q5¥ (F — 7%p) (2.7-193)

Abbildung 2.32: linienverteilte Dipole auf einer endlichen Linie

Beweis:

(2.7-194)

L
:—p/ £ VoD (7 — 7 — st') ds
0

Die Konstante p soll im Moment noch frei wihlbar sein. Da mit Hilfe der Kettenregel

d ., 0 ,,,, 0
T/ @6) = a7 () 3" e (2.7-195)
gilt:
dsor_m _ st OV 7 — sE) . (—F
£5 (F—ry—st)=Vo (F—ry—st) (—t) (2.7-196)
erhdlt man:
'bd >
o) :13/ O 5T)) ds
0
. - 2.7-1
= [p6® (7 — 7y — 5]y (2.7-197)

= 6@ (F =7 — LT) — po® (7 — 7))

Mit dem erwarteten Ergebnis in Gleichung (2.7-193) kann man erkennen, daff die Kon-
stante p = () sein muf.
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2.7.3 Darstellung von Dipolen in den Maxwell-Gleichungen

Als Fazit kann man nun festhalten, dafl in nichtleitenden Medien keine freien Ladungen
auftreten, jedoch konnen sich Dipole ausrichten, siehe Abbildung 2.33:

Glaskorper Wirkung
Situation: nach auflen:

HOH®
HOH®
HOHO -
HOH®
Zi:ﬁﬁ;ilz(ii;e Ladungen @ @ @

(a) geladene Kugel in einem Glaskdrper

ATV T/
AT ]

R
I

(b) ausgerichtete Dipole in einem
Korper

Abbildung 2.33: Darstellung von Dipolen in nicht-leitenden Materialien

Um nun alle moglichen elektrischen Grundelemente bei der Berechnung elektrischer Felder
verwenden zu konnen, werden neben den freien Ladungen auch die Dipole in den Maxwell-
Gleichungen geeignet dargestellt. Man erweitert die Raumladungsdichte p(7) zu

p(r) = pg () + pp (7) (2.7-198)

wobel ps(7) die Raumladungsdichte der freien Ladungen und p,(7) die Raumladungs-
dichte der Dipole (gebundene Ladungen) beschreibt. Daher ergibt sich fiir die Gleichungen
der Elektrostatik:

eV -E= p
— pr 4, (2.7-199)
=pr—V- P
Schreibt man die Gleichung etwas um, so erhélt man:
V- (2E+ P) = ps (2.7-200)
Als Hilfsgroie wird hier D mit
D=cE+P (2.7-201)

definiert. D wird als dielektrische Verschiebungsdichte bezeichnet und dient hauptséchlich
dazu, Feldprobleme mathematisch kompakter darzustellen. Die Gleichungen der Elektro-
statik konnen deshalb auch wie folgt geschrieben werden:

VxE=0

V-D=p, (2.7-202)
5 = EoE + ﬁ
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Dieser Satz von Gleichungen wird auch als die ”Maxwell-Gleichungen in Materie” be-
zeichnet.

Bei der Interpretation der Verschiebungsdichte D ist jedoch Vorsicht geboten, denn es
werden in dieser GroBe zwei Dinge aufaddiert, welche zwar die gleiche Einheit besit-
zen, aber physikalisch gesehen vollkommen verschiedene Phénomene sind. Mathematisch
gesehen ist sie aber in vielen Berechnungen eine deutliche Vereinfachung.

2.7.4 Raumladungsdichte eines polarisierten Objektes

Am Beispiel eines Quaders soll noch einmal die Raumladungsdichte eines polarisierten
Mediums betrachtet werden (siehe Abbildung 2.34). Die Dipoldichte eines solchen Korpers

+H+t+

(a) polarisierter Quader (b) Wirkung nach aufien, 2D-Ansicht

Abbildung 2.34: polarisierte Korper

lautet:

= {13 fir alle Gebiete im Quader

P(r) = 0 const (2.7-203)

Vereinfacht man die Situation und betrachtet eine polarisierte Schicht im Raum, dazu
stellt man sich den Quader in Abbildung 2.34 in 2- und y-Richtung unendlich ausgedehnt
vor, so lautet die zugehorige Dipoldichte:

. Pe, fir 0<z<H
() =

P 0 sonst (2.7-204)
Aus Abbildung 2.34(b) entnimmt man, daB bei z = H die Raumladungsdichte positiv ist
und daf} bei z = 0 die Raumladungsdichte negativ ist (Die Sprungfunktion u (z) wurde

bereits in Abbildung 2.16 dargestellt.):
p() = ~VA()

o, (2.7-205)
=5, P (u(z) —u(z~ H))
Da die Ableitung der Sprungfunktion die §-Funktion ist, erhilt man:
p(r) = fPZ%u (2) + Pz%u (z—H)
= —Po(x) + Po(z—H) (2.7-206)
N—— ———

neg. Flachenladung bei z=0  pos. Flichenladung bei z=H
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2.7.5 Darstellung verschiedener Polarisationsladungensanordnungen

Eine alternative Uberlegung zur Polarisation kann auch wie folgt dargestellt werden. Sie
zielt darauf ab, wie die verschiedenen Polarisationen als Raumladungsdichte dargestellt
werden. Die Raumladungsdichte des polarisierten Mediums lautet allgemein fiir ein nicht-
begrenztes Gebiet:

o1

pp(F> =-V- (f’)
==V | P i) d

v (2.7-207)
=- / P(") - V6O (7 — ) d*
v
Nutzt man die folgende Aquivalenz aus

Vo7 —7') = —V'§O) (7 — ) (2.7-208)

so erhilt man fiir die Raumladungsdichte des polarisierten Mediums:
polF) = / B(F) - V6 (7 — ) d¥ (2.7-200)

%

Diese Darstellungsform beschreibt alle existierenden Polarisationsladungsdichten in ei-
nem unendlich ausgedehnten Raum. Mit dem Ziel, eine Darstellung zu finden, welche
die Polarisation fiir begrenzte Rdume und am Rand dieser Raume beschreibt, kann die
vektoranalytische Gleichung

V- (WY) = A VotV A (2.7-210)

zu Hilfe genommen werden. Wendet man diese Gleichung auf den Integranden an, so
erhilt man:

o) = | PO v = [ (9 Bse-my at )

Um diese Darstellung nun als einen Randanteil und einen Volumenanteil interpretieren
zu konnen, mufl zuerst formal ein Raumgebiet betrachtet werden, welches einen Rand
besitzt. Mit Hilfe des Satzes von Gaufl kann nun der Oberflichenanteil formuliert werden:

Py = [ By af - [ (v B)s® - i) ab
pl) = [ PESOE= ) 4 = [ (7P
= / (B() - @)6® (7 — 7) df + / (—V' - B (7 — ) ab' (27212)
)%

v
= Ppav — v.pP (F)lFEV
Hier erkennt man, dafl bei der Formulierung der Raumladungsdichte, hervorgerufen durch

die Polarisation, immer alle moglichen Arten der Polarisation betrachtet werden miissen,
sowohl volumenhaft, als auch flachenhaft verteilte Polarisationsanordnungen.

Betrachtet man eine spezielle Anordnung, mit konstanter Polarisation ]3, dann gilt V -
P (7)|zey = 0 und die Raumladungsdichte besteht nur noch aus der Polarisationsober-
flachenladungsdichte:

P =pov= | 06®F— ) df
r (7) = Py /Flh . ) d (2.7-213)

—
—

op=PFP-7
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2.7.6 Die Ubergangsbedingungen zwischen verschiedenen elektrischen Medien

Aus der Maxwell-Gleichung V x E = 0 fiir elektrostatische Probleme folgt die Tan-
gentialbedingung des elektrischen Feldes. Es wird das Linienintegral iiber 0F und das

Medium 1

Medium 2

Abbildung 2.35: Zur Randbedingung fiir die magnetische Feldstérke

Flidchenintegral iiber AF betrachtet (sieche Abbildung 2.35).

0= / VxE-d&f
Fliche
:7{ E.ds (2.7-214)
OF

:/E-d§+/ﬁ-d§+/ E-d§+/ E-ds
JI 11 I v

Die Integrale iiber die Wege II und IV verschwinden, da sie infinitesimal klein sein sollen
(Ah — 0, siche Abbildung 2.36). Es bleiben also nur noch die beiden Wege I und III

il ds) = —iiyds
11
—— -
Medium 1 V| ®df =ipdf A
II
Medium 2
A I i 7777777
dsy =ds = 7igds

Abbildung 2.36: Grenzflache zweier Medien

tibrig, welche jeweils in Medium 2 und 1 verlaufen. Zur Vereinfachung wird das Feld in
Medium 1 mit E; bezeichnet und das Feld in Medium 2 mit FEs. Beriicksichtigt man
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weiterhin die Vorzeichen beziiglich der Integrationsrichtung, so erhélt man:

oz/E-ngr/ E.ds
JI JIIT

:/ (Ey — Ey)-dF
Pfad

Damit diese Gleichung fiir alle beliebigen Pfade gilt, mufi die Tangentialkomponente lokal
verschwinden:

(2.7-215)

(Ez - El) =0 (2.7-216)
Mit dem Normalenvektor 77 der Flache formuliert bedeutet das:
7i x (E1 - 152) -0 (2.7-217)

Die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstérke ist also an der Grenzflache zweier
Medien stetig.

Zur Herleitung der Randbedingungen der Normalenkomponente des elektrischen Feldes
wird ein zylinderférmiges Volumenelement AV mit Hohe Akl und Stirnflichen Af be-
trachtet (siehe Abbildung 2.37), das die Grenzfliche zwischen den Medien durchsetzt. Als
Feldgleichung wird in diesem Fall

V-D=p; (2.7-218)

betrachtet.

Medium 1

Medium 2

Abbildung 2.37: Ableitung der Randbedingungen fiir D

Laft man wieder Ah so gegen Null gehen, dafl das Integrationsgebiet auf die Grenzfliche
zusammengezogen wird, dann erhédlt man auf der linken Seite von Gleichung 2.7-218:

Al}go/wp.df: N <D~df1+D4df2):/Af <D1—D2>'ndf

Auch hier werden die Feldgrofien 51 und [32 entsprechend der Medien 1 und 2 bezeichnet.
Dabei wird d ﬁ = —d f; = ndf gesetzt. Die Mantelfliche liefert keinen Beitrag wegen
Ah — 0, es bleiben also nur die Deckelfliiche und die Bodenfliche zu integrieren. Die
rechte Seite von Gleichung 2.7-218 strebt fiir endliches p; gegen Null:

lim / pd¥r =0
Ah—0 Ay
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Einen endlichen Wert erhédlt man nur dann, wenn die Grenzfliche eine Oberflachenla-

dungsdichte oy trigt:
hm/ pd3r:/ op df
Ah=0 Ay Af !

Man erhilt also das Ergebnis, dafi die Normalenkomponente von D stetig durch die
Grenzflache zweier Medien geht, wenn die Grenzfliche keine Oberflichenladungsdichte
tragt

Dy — Day =0 (2.7-219)
bzw. vektoriell formuliert:
i (51 - 152) =0 (2.7-220)

Ist an der Grenzfliche eine Oberflachenladungsdichte vorhanden, so springt die Norma-
lenkomponente der Verschiebungsdichte um op

D1y, — Dy, = 0y (2.7-221)
bzw. vektoriell:

i (51 - 52) — oy (2.7-222)

Damit die Indizes 1 und 2 zum Beispiel der Variabblen El und Eg korrekt im Zusammen-
hang mit dem zugehorigen Normalenvektor gewihlt werden, ist Abbildung 2.38 hilfreich.
Dieser Zusammenhang kann jedoch auch Abbildung 2.37 entnommen werden.

Grenzflache

Abbildung 2.38: Zusammenhénge an der Grenzfliche zweier Medien

2.7.7 Polarisationsoberflichenladungsdichten an der Grenze zweier Medien

Zwischen £ , D und P besteht der Zusammenhang
D=eE+P (2.7-223)

Die elektrische Verschiebungsdichte D besitzt Quellen nur in den freien Ladungen, die
elektrische Feldstiarke E hat aber ihre Quellen nicht nur in den freien Ladungen, sondern
auch dort, wo V - P von Null verschieden ist:

eV-E=p;—V.-P (2.7-224)
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- - +
- +
— — — —_ +
- +
— — — —_ +
- +
— — — —_ +
(a) polarisiertes Material (b) Wirkung nach aufien
")
T
€T
hni Tateri _ B__ 0
(c) Schnitt durch das Material (d) p=-V-P=—-52P;

Abbildung 2.39: polarisierbares Medium

Betrachtet man dazu Abbildung 2.39, die beiden Pfeile in Abbildung 2.39(d) stellen die
Polarisationsoberflichenladungsdichte, gewichtet mit der -Funktion, fiir das polarisierte
Material in Abbildung 2.39(a) dar, so kann folgender Zusammenhang festgestellt werden:

An der Grenzfliche zweier Medien, welche nur polarisiert sind, aber keine freien Ladungen

Medium 1| Medium 2
E, P| B, P

€n

Abbildung 2.40: Grenzfliiche zweier Medien
besitzen, gilt:

eV-E=p=-V.P (2.7-225)
VxE=0 (2.7-226)

Die Darstellung von Gleichung 2.7-225 mit D anstelle von £ und P lautet, wenn py = 0
ist:

V.-D=0 (2.7-227)
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Fiir die Situation in Abbildung 2.40 ergibt sich Gleichung 2.7-227 z. B. fiir €, = ¢, zu:
9
ox

An der Grenze wird nun ein kleines Volumen betrachtet( siche Abbildung 2.37). Das

Integral iiber das Volumen lautet:

D, =0 (2.7-228)

/V-D”di‘r: D-df
JvV JoV

:/ D-df — D~df+/ D-df
Deckelfliche 1 Deckelfliche 2 Randfliche

Da das Volumen infinitesimal in die beiden Medien ragen soll, kann das Integral iiber die
Randfldche vernachlissigt werden:

(2.7-229)

—

/V~Dd3r:/ D-df — D-df
\4 Deckelfliche 1 Deckelfliche 2

—

= / (Dy - & + Dy - (—€,)) &*f (2.7-230)
Projektionsfliche

:/ (D)~ Dy) - &, d*f =0

J Projektionsfliche

Da diese Gleichung fiir alle beliebigen Volumina gelten muf, muf} allgemein lokal gelten:
(D) —Dy)-&,=0

In Kapitel 2.7.6 wurde gezeigt, daf die Oberfléchenladungsdichte oy an der Grenzflache
zweier Medien mit der Normalenkomponente der Verschiebungsdichte {iber

07 = Dy — Doy = i1 (151 - [52) (2.7-231)
verkniipft ist. In Analogie dazu leitet man aus Gleichung 2.7-224 die Randbedingung
0p = — (Piy — Po) = —il - (131 - 132> (2.7-232)

fiir die Polarisationsoberflichenladungsdichte o, an der Grenzfliche zweier Medien ab

(siche auch Abbildung 2.41).Betrachtet man eine Anordnung fiir die gilt P = 0, dann
erhélt man die beschreibungsform mit p,sy = P, - i, die in Gleichung 2.7-212 verwendet
wurde.

Fiir die Normalenkomponente der elektrischen Feldstérke erhélt man aus dem Zusam-
menhang D = gy + P unter Beachtung der Gleichungen 2.7-231 und 2.7-232 die Rand-
bedingung

1
Eln - EZn = E_ [(Dln - DZn) - (Pln - P?n)]
0
1
= —(o;+0,) (2.7-233)
o

oder anders dargestellt:

i [(soﬁl + P) — (coBy + ﬁz)] _ (2.7-234)



2 Elektrostatik 67

i

| 06 00 00 60
—H 6 0 0

Abbildung 2.41: Zur Entstehung der Polarisationsoberflichenladungsdichte (p, < 0)

2.7.8 Auswertung der Ubergangsbedingungen, die Sprungbedingung des elektri-
schen Feldes

Am folgenden Beispiel soll die Sprungbedingung dargestellt werden: Es sei P # 0. Die

— ™ —
Vakuum &y, 0m = 1 / Wasser  &,,.... = 81

&0

ST

Abbildung 2.42: Sprungbedingung des elektrischen Feldes

Tangentialkomponente des elektrischen Feldes ist beim Ubergang von einem Medium zum
anderen stetig:

Eryser = Etvacuum (2 . 7'235)

Fiir die Normalenkomponente gilt:

1
ErL,VVasser = D n,Wasser
E0Er, Wasser

o 5DE'n‘Vakuum (2 7-236)
8l]er,\\’asscr

1
7En akuum
g1V

2.7.9 Lineare Materialgleichungen im Zusammenhang mit den elektrostatischen
Maxwell-Gleichungen

In Abbildung 2.43 ist dargestellt, wie sich ein polarisierbares Medium beim Anlegen eines
elektrischen Feldes verhilt. In Abbildung 2.7.9 ist der mathematische Zusammenhang
zwischen E und P eines moglichen realen Mediums dargestellt.
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Ej =0 E = schwach E = schr stark
P=0
(a) unpolarisiert (b) teilweise polarisiert (c) polarisiert

Abbildung 2.43: polarisiertes Medium

Der typische Arbeitsbereich polarisierbarer Medien ist hdufig durch eine lineare Appro-
ximation darstellbar (gestrichelte Linie Abbildung 2.7.9, Bereich A), so da8 gilt:

P=xaE xa20 (2.7-237)

wobei x¢ Elektrische Suszeptibilitiat genannt wird. In linearen Medien gilt dann:

D=cE+P
=coE + XaE
= (e0+ Xez)é
—eo(1+ ’%) E (2.7-238)

|

Die Zahl ¢, ist die relative Dielektrizitdtskonstante mit €, > 1. Zum Beispiel hat Wasser
ein &, von 80, 1. Weitere oft verwendete Materialien haben sehr unterschiedliche Dielektri-
zitdtskonstanten: Polytetrafluorethylen (auch Teflon) hat ein e, = 2 oder Bariumtitanat
mit e, = 103..10%. Diese Materialkonstanten ist allerdings von weiteren Gréfien abhigig,
die gemachten Angaben bezichen sich auf ein Temperatur von 18°C und eine Frequenz
von 50 Hz. Fiir lineare Medien ist somit

V.-eE=p (2.7-239)
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die Feldgleichung im Material.

~ |E|

linearey/ Bdreich, meist relevant

Abbildung 2.44: Zusammenhang Elektrisches Feld und Polarisierung fiir ein Medium

2.8 Energiebetrachtung
2.8.1 Potentielle Energie von Kérpern im Feld

Auf die Herleitung wird hier nicht weiter eingegangen. Die Definition des Energiebegriffs
lautet:

Energie ist definiert als geleistete Arbeit, dem Wegintegral der Kraft:

oy
W= / F.ds (2.8-240)

Fiir das elektrostatische Feld kann ein Potential und eine Kraft auf eine Punktladung
definiert werden:

E=-V¢ (2.8-241)
F=qE (2.8-242)
Die geleistete Arbeit lautet dann:
[ at=vo)-a7, = a(6 ~ 00 (25:213)
'r1

Dies fiihrt auf den Begriff der potentiellen Energie, wenn ein Teilchen mit der Ladung ¢
durch ein Potentialfeld ¢ bewegt wird.

Vorzeichenkonvention: Die Arbeit, die ein Teilchen aufnimmt, wird als positive Energie
bezeichnet.

Beispiel:
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Wenn jemand ein geladenes Teilchen entgegen dem elektrischen Feld bewegt,
wird Arbeit geleistet und das Teichen nimmt Energie auf

Die Energiedinderung ist damit:
AW = — / F-ds=Q(¢s — ¢1) = QA¢ (2.8-244)
Als Ergebnis kann festgehalten werden:
Die Potentielle Energie ist ausdriickbar durch eine Potentialdifferenz

Verallgemeinerung:

Die Energie einer Punktladung in einem dufieren Potentialfeld ¢(7) kann mit Hilfe der
Ausblendeigenschaft der §-Funktion etwas umformuliert werden

W = Qo(y) = /V Qi
(7

— ) &(F) dr (2.8-245)
)

Damit kann auf die potentielle Energie einer Ladungsverteilung im Feld geschlossen wer-
den, denn die Linearitét des Systems erlaubt Superposition:

W= /v p(P)p(F) dPr (2.8-246)

Diese Gleichung gilt aber nur fiir ein von aufien vorgegebenes Feld!

2.8.2 Potentielle Energie einer Raumladungsverteilung

Was passiert nun, wenn man die potentielle Energie einer Raumladungsverteilung sucht
und das Potential ¢ () von der Raumladung p(7) selbst erzeugt wurde. Zur Beantwortung
der Frage wird angenommen, daf} p(7) aus Punktladungen zusammengebaut werden kann.
Die Punktladungen werden aus dem Unendlichen geholt, und die dafiir nitige Energie
wird aufsummiert.

Eine Ladung nach der anderen wird nun aus dem Unendlichen geholt:

e (: keine Ladung ¢ =0, W =0
e 1: Eine Ladung )1, aus dem Unendlichen, wird auf Punkt 7 gebracht
Wy =0

é1(7) ! @

- 47{'80 |F— fll
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e 2: Eine weitere Ladung )5, aus dem Unendlichen, wird auf Punkt 7, gebracht, durch
@, existiert jetzt ein Feld und deshalb kostet das Energie

~ 1
Wy = Q2¢1(T2) = 4W60%

1 @ 1 Q2

+ R
471'5[] ‘7 - T1| 47[’60 |f‘— FQ‘

$2(7) =

3 Q3 — 73

1 1
Wi = Q3¢2(73) = 793Qi + 793Q3

47T€0 ‘7‘3*7’1' 47’!’50 |7’3*7’2‘
1 Ql 1 QQ 1 Qii

RN + -
47T€0 "F* f1| 47{'80 ‘F*FQ‘ 47!'80‘777773‘

b3 =

Fiir N Teilschritte ist die Gesamtenergie gegeben mit:
N
w=> "W, (2.8-247)

Dabei beschreibt Wy, die Energie die aufgewendet werden muf}, um @y an den Ort 7y zu
bringen:
—1

Z L Q@ (2.8-248)

|7 — 7

(2.8-249)

TEQ
k
47r50 2::

Dementsprechend erhilt man die Energie eines Systems aus N Punktladungen, die aus
dem Unendlichen geholt werden mit:

-1

N
1 Q@
2.8-250
Sy e s

k=1 1=1

Eine Auswertung dieses Ausdrucks ist relativ kompliziert aufgrund der Summe bis & — 1.
Man kann aber diesen Ausdruck dadurch ersetzen, dafl man die Summe bis N laufen 148t
und anschlieend durch 2 teilt. Mit der Erweiterung der Summe bis N erfafit man jeden
Term doppelt, aus diesem Grund wird durch zwei geteilt. Bei dieser Summendarstellung
muf} man allerdings die Fille & = [ ausschliefien, da es die Ladung keine Energie mit sich
selbst kostet, diese an einen beliebigen Punkt zu bringen:

N k-1

1 QrQ
Wees =
8 ZZ4W50 |75 — 7]

N N

1 1 Qs

N 2221:47r50 |7 — 7]
——

(2.8-251)
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Erinnerung: Eine Punktladung ist eine besondere Ladungsdichte p. Die Ladungsdichte
der oben verwendeten Punktladungsverteilung lautet:

p(7) = Z Qu® (7 — %) (2.8-252)

Das Potential einer Verteilung von Punktladungen ist:

1
dre £ |T*7”k| 47Tco \7“777’|

o(r) = (2.8-253)

Betrachtet man nun den Ausdruck fi, p (¥) ¢ (7) dV, welcher die Potentielle Energie be-
schreibt, so erhilt man:

al RN S 1 Qi@
0™ (7 — 7 < ar=Y"%" e 2.8-254
/‘/; ( )471'80; |7 — 7 — dmeg |7 — 7] ( )
k#l

_ EXN:XN: L Q@ (2.8-255)
2

1 .
— 5 [ ool @
Fiir eine elektrostatische Ladungsverteilung ist damit die Gesamtenergie durch
1 3
W= [ =pop d°r (2.8-256)
v 2

gegeben. Vergleichen Sie dazu das Ergebnis aus Kapitel 3.14, die Ergebnisse unterscheiden
sich um den Faktor 1. Wir wissen aus der Elektrostatik, dafl die Maxwell-Gleichung

2
p=¢cV-E (2.8-257)
mit einem Potential
E=-V¢ (2.8-258)

beschrieben werden kann. Somit erhilt man die Poisson-Gleichung:

p=—eV¢ (2.8-259)
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Setzt man dies in die Gleichung fiir die Gesamtenergie ein, so erhélt man:

W= / 1(—50v2¢>)¢ aér
2

= 7/ v - (150 (Vo) o) dPr + 150/(V¢)2 &Br E/ 180E2 &Br (2.8-260)
1% 2 2 v v 2

Oberfldchenintegral

Das Oberfléichenintegral iiber die Fernkugel verschwindet. Damit ergibt sich die Energie
des Elektrischen Feldes zu:

1 -
W= / ~egE? d3r (2.8-261)
Raum
Die Energiedichte des elektrischen Feldes ist also mit
L o=
We = 550E (2.8-262)
gegeben.

2.8.3 Bewegung eines Teilchens im Feld

Aus der Newton’schen Bewegungsgleichung F = ma erhilt man:

o
mam = qE = —qV¢ (2.8-263)
Durch Multiplikation mit j—f erhélt man:
% dF dr
P — =0 2.8-264
mwEw TV ( )
Dies kann umformuliert werden und es gilt:
AL (3] + 2 fotrion -0 (2.8265)
dt 2m dt dt aenr N -

Damit diese Gleichung fiir alle beliebigen Situationen gilt, muf} die totale Energie eines
Teilchens im elektrischen Feld konstant sein:

N 2

g (ﬁ) b = i 1 qo(7) = 0 (2.5-266)
2 dt 2

Das hat zur Folge, wenn ein System eine bestimmte Energie beinhaltet, mufl bei kleiner

kinetische Energie die potentielle Energie grofl sein, genauso wie fiir den gleichen Ener-

gieinhalt gilt, bei einer grofien kinetische Energie die potentielle Energie klein sein muf.

Man sagt, die elektrostatische Kraft ist konservativ und es gilt der Energieerhaltungssatz.

2 Elektrostatik 74

=

Abbildung 2.45: Positionsinderung einer Punktladung im Feld

2.8.4 Zusammenhang der potentielle Energie und der Kraft einer Punktladung
im Feld

Zunéchst wird die potentielle Energie der Punktladung im Feld betrachtet:
W = Q ¢(7)+ beliebige Nullpunktsenergie (2.8-267)

AnschlieBend wird die Anderung der potentiellen Energie aufgrund einer Positionsinde-
rung 07 betrachtet:

90¢ = q[(Tg + 0r) — $(7Q)] = dw = qV¢ - 67
=—F. 67 (2.8-268)

Wobei F als die Kraft auf eine Ladung ¢ bekannt ist:
F=—qVé=qE (2.8-269)

Damit kann das Kraftgesetz auch aus der potentiellen Energie hergeleitet werden. Diese
Herleitung beruht auf dem

e Energieprinzip
und dem

e Prinzip der virtuellen Verriickung (siche Abbildung 2.45).

2.8.5 Berechnung der potentiellen Energie eines Dipols im Feld

Die entsprechende Situation ist in Abbildung 2.46 dargestellt. Gesucht ist die potentielle
Energie, dazu wird zuerst die Raumladungsdichte eines Dipols notiert:

p(i) = =V - 5 (7 = 7p)

2.8-270
= —p- VOO (i — i) ( )
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Abbildung 2.46: Dipol im Feld

Durch Einsetzen in Gleichung 2.8-246 kann die potentielle Energie berechnet werden:
W :/ - [V — )] o) (2.8-271)
1%

= / [P (" —7p)] - Vo) d*r’
14

=—p-Vo(rp)

= - E(ip)

Bei der Auswertung des Integrals werden unter anderem die bereits in Kapitel A.9.6
gewonnenen Erkenntnisse genutzt.

Dabei sollte beachtet werden:
e Potentialinderung bei Translation fiithrt auf die Kraft auf den Dipol

e Potentialdnderung bei Rotation fithrt auf das Drehmoment auf den Dipol

Kraft:

Sw = 6(—p- E(
—(p-V
—F .67,

)
o7

o

,\
&

= D

Dies fiihrt also wieder auf die Kraft auf einen Dipol im Feld:

F=( V)E (2.8-272)
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siche Kapitel 2.6.4, wobei 0 den Drehwinkel darstellt. Damit erhélt man fiir das Dreh-
moment

bw=—0p-E=—(0Fxp) - E=—(FxE)-6¢=M-5@
Dies fiihrt also wieder auf das Drehmoment eines Dipols um seinen Mittelpunkt im Feld:

—

M=pxE (2.8-273)

2.8.6 Potentielle Energie eines Dipols im Feld eines zweiten Dipols

Die potentielle Energie eines Dipols ps im elektrischen Feld Ey am Ort 7 ist gegeben mit:

Abbildung 2.47: 2 Dipole im Raum

W = Ey(7)

Nun setzt man fiir das elektrische Feld E) das Feld eines Dipols pj ein:

_ 1 3(7y — 71) - P1(Te — T1)Pa — Pipa|Th — 7|
4meg |7y — 71|

éW:ﬁQEl(Fg)

Die Anordnung ist symmetrisch, deshalb kann auch die Berechnung mit E, und p; erfol-
gen. Desweiteren sollte erkannt werden, daf sich die Dipole gegenseitig ausrichten.

2.9 Lernziele Kapitel 2
1. Wissen, welche praktischen Versuche die Grundphénomene der Elektrostatik zeigen

2. Wissen, wie die elektrische Kraft definiert ist und was sie bewirkt
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10.
11.
12.

13.
14.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.
26.
27.
28.

. Wissen, wie das elektrische Feld definiert ist und wie dieses mit der elektrischen

Kraft zusammenhéingt

. Wissen, was ein elektrostatisches Potential ist
. Wissen, wie Ladungsdichten definiert sind
. Wissen, was es fiir Ladungen und Ladungsverteilungen elektrischer Natur gibt

. Wissen, wie die verschiedenen Ladungsverteilungen als Ladungsdichten beschrieben

werden

. Wissen, wie die Coulomb-Integrale definiert sind

. Wissen, was diese Integrale 16sen

Wissen, welche Eigenschaften die Coulomb-Integrale besitzen
Wissen, wann man die Coulomb-Integrale anwenden kann und wann nicht

Wissen, wie man Potentiale und Felder von Ladungsverteilungen mit Hilfe der
Coulomb-Integrale berechnet

Wissen, wie die Maxwell-Gleichungen fiir die Elektrostatik lauten

Wissen, wie die Poisson- und Laplace-Gleichung lauten und wie man sie herleitet

. Wissen, was die Idee hinter der Berechnung der Green’schen Funktion des freien

Raumes steckt

Wissen, was sich hinter der Sprungbedingung des elektrischen Feldes verbirgt
Wozu kann man die Sprungbedingung benutzen?

Wie berechnet man Oberflichenladungsdichten?

Einfache elektrische Felder skizzieren kénnen

Wissen, was ein elektrischer Dipol ist

Was versucht man durch elektrische Dipole darzustellen?

Wie ist der elektrische Dipol definiert?

Wissen, was ein elektrischer Monopol ist

Wie werden die Raumladungsdichte, das Potential und die Feldstérke eines Dipols
berechnet?

Wie werden Kraft und Drehmoment auf einen Dipol verursacht?
Wie reagiert ein Dipol, wenn auf ihn Kriifte und/oder Drehmomente wirken?
Wie werden elektrische Dipole in den Maxwell Gleichungen dargestellt?

Das elektrische Feld eines Dipols skizzieren konnen
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29.
30.
31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.
38.

Wissen, wie die dielektrische Verschiebungsdichte definiert ist
Wissen, was ein lineares Medium ist
Wissen, was eine Polarisationsoberflichenladungsdichte ist!

Wissen, wie allgemein die Ubergangsbedingungen an der Grenze verschiedener elek-
trischer Medien lauten

Wie ist die Energie eines Teilchens definiert, welches sich in einem &dufleren Feld
befindet?

Wie ist die Energie einer Raumladungsverteilung definiert, welche sich in einem
duBleren Feld befindet?

Wie ist die Energie eines Teilchens oder einer Raumladungsverteilung im selbst
erzeugten Feld definiert?

Wie bewegt sich ein geladenes Teilchen im elektrischen Feld?
Wie ist die Energie des elektrischen Feldes definiert?

Wissen, wie man Potentiale und Felder von Ladungsverteilungen ohne den Coulomb-
Integralen berechnet
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3 Magnetostatik

In diesem Kapitel wird der Zusammenhang zwischen zeitlich konstanten Stromen und den
dadurch erzeugten magnetischen Feldern untersucht. Da vieles in Analogie zur Elektro-
statik behandelt wird, ist dieses Kapitel nicht so ausfiihrlich, es wird aber an gegebener
Stelle auf die Analogie hingewiesen.

3.1 Einfiihrende Uberlegungen, Definition des Ampere

I, = Teststrom

I = erzeugender Strom

B £ 1
" 2} ! Kraft steht senkrecht zur
Al I;-Richtung t;
F —
~ |F| = k%Al
T0 I
S 1
t

Abbildung 3.1: Kraft zwischen zwei stromdurchflossenen Leitern

Wie in der Geschichte der Elektrostatik, sind iiber viele Jahre der Beobachtung der damit
zusammenhéngenden Phidnomene einige Definitionen entstanden. Bei einer Anordnung in
Abbildung 3.1 wurde eine Kraft gefunden, die auf zwei stromdurchflossene Leiter wirkt:

F 11

Hierbei sei zum Vergleich auf die Definition der Kraft zwischen zwei Ladungen (2.1-1)
verwiesen. In Analogie wird einer der Strorme als felderzeugender Strom [ und einer
Probestrom I; betrachtet. Bei den Beobachtungen wurde festgestellt, das sich in gleiche
Richtung flieBende Strome anziehen, entgegen gesetzt flieBende Strome abstoffen. Auf die
Struktur dieser Gleichung wird im néchsten Kapitel noch eingegangen.

Uber dieses Kraftgesetz wurde 1948, international einheitlich, die bis heute giiltige Defi-
nition der Basiseinheit Ampere abgeleitet:

Die Basiseinheit 1 Ampere ist die Stérke eines zeitlich unverénderlichen
elektrischen Stromes, der durch zwei im Vakuum parallel im Abstand 1 Me-
ter voneinander angeordneten, geradlinige, unendlich lange Leiter von ver-
nachléssigbar kleinen, kreisformigem Querschnitt flieend, zwischen diesen
Leitern je 1 Meter Leiterlinge die Kraft 2 - 10~7 Newton hervorrufen wiirde.
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Durch diese Definition wird die in der Gleichung 3.1-1 enthaltene Konstante k festgelegt:

1A-1A
210" N=k ——"—1m
1m
1
k=2-107 N> M

1A-1A-1m 2n

Da zu der Zeit der Einfiihrung nur Kreisstrome bekannte waren, wurde diese Konstante
zu 52 gewdhlt und somit die Permeabilitit des Vakuums po = 47 - 10’7% festgelegt.
Uber die Lichtgeschwinigkeit 3 =

festgelegt.

uolso ist somit auch die Permittivitit des Vakuums &g

3.2 Das Magnetfeld eines geraden Stromfadens und einer beliebigen Stromschleife
(Gesetz von Biot-Savart)

Aus Abbildung 3.1 kann nun der Zusammenhang zwischen Kraft, Feld und Strom genau-
er abgeleitet werden: die Kraft F' ist senkrecht zum Strom gerichtet, deshalb wird der
Zusammenhang mit einem Kreuzprodukt formuliert.

Kraft = (Stromstérke x Feld) - Lange (3.2-2)
Die Kraft ist also sowohl proportional zum Stromstérke I als auch zur Leiterlinge Al.

Betrachtet man den Strom entlang der Linie 7} = F0+sf17 so ergibt sich fiir den gerichtete
Strom

- dr
Lty = — 3.2-3
th=oh ( )
Somit lisst sich fiir die Kraft auf einen Leiter entlang der Linie #; schreiben:
F=1, (fl x B‘) Al (3.2-4)

Nimmt man nun eine beliebige Schleife 7, (s) an, so ergibt sich die folgende Kraftglei-
chung:

F= / 19720 B () (3.2:5)
Schleife ds

In der Geschichte der Elektrotechnik benétigte die Erarbeitung dieses Zusammenhangs
viele Jahrzehnte. Dabei wurde dieses Gesetz aus empirischen Beobachtungen gefolgert.
Das B-Feld wird demnach hervorgerufen von dem Strom [ entlang der Linie 7. Die
Richtung des Stromes I ergibt sich dabei aus der Tangente # (s) = % an die Linie. Der
Strom I; ist demnach ein kleiner Teststrom im Feld des Stromes I (siehe auch Kapitel

3.1).

Der Begriff des magnetischen Feldes beruht auf der Idee, daB das B-Feld an der Stelle
7 durch lineare Superposition von einzelnen Anteile des Stromes I hervorgerufen wird.
Uber diese wird dann integriert und man erhélt das magnetische Feld:

B(F) = /jo ... ds (3.2-6)

o)
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Der infinitisimale Feldanteil am Punkt 7 des Stromanteils / am Punkt 7 wird mit dB
bezeichnet. Die stromfiihrende Linie soll dabei die folgende Parameterdarstellung haben
(siche Abbildung 3.2):

FL (8) = 7?0 + 5{ (32—7)

Das zu erwartende Endergebnis soll analog zu Kapitel 3.1 und aufgrund der Definition
des Ampere zu Beginn dieses Kapitels die zwei folgenden Eigenschaften erfiillen:

L1 4
|B|~~ BLlt (3.2-8)
r
Zur Bestimmung des magnetischen Feldes B wird die Gleichung 3.2-4 verwendet. Dabei

werden die oben genannten Eigenschaften beriicksichtigt:

= I . -7

dB = ds

= X ==
PP Tl

Das Kreuzprodukt bestimmt die Richtung des magnetischen Feldes B. Weiterhin taucht
der Abstand r der Punkte 7 und 77, im Nenner des ersten Bruchterms quadratisch auf,
sodafl nach der Integration das Resultat die erwartete Abhingigkeit von r~1 besitzt. Um
das Feld nun zu berechnen wird iiber alle Stromanteile integriert:

B(i) =t /_ T (ot 5) (3.2-9)

o |7 = (7o + sD)]?

Abbildung 3.2: Vektorzusammenhénge beziiglich Magnetfeld

Die jetzt noch beliebige Konstante § wird spéter der Konventionen entsprechend gew&hlt.
Der Ortsvektor 7 wird so gewéihlt, dafBl gilt (siche Abbildung 3.2):

(F—7o) LT (3.2-10)
Damit kann der Wurzelausdruck im Nenner sehr einfach berechnet werden:
|7 = (7 4 st)| = |(F = 7o) — st |
= \/(?f 70)2 4 s2 = VR? + 52

(3.2-11)
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Das Magnetfeld ergibt sich damit zu:

_ﬁ/tx*—* 711/ t><£)

- ﬁ o on3 X (F_ TO)

/ RZ +s%) (3.2-12)
7ﬁlﬁt X (F'— 7o)
_ ﬁﬂt x (F—T1p) 1

G R ey
Nun vergleicht man den Betrag dieses Ergebnisses
2
R?
mit der Konvention. Mit Gleichung 3.2-4 und der Definition der Kraft (Gleichung 3.1-1)

wird der Betrag des magnetischen Feldes wie folgt definiert:

. 2
|B| = R=4l— (3.2-13)

B Ho I
B‘ 3.2-14
‘ o R ( )
So ergibt sich die Konstante § zu:
Ho
=2 2-1
p=to (3215)
Daher erhéilt man das B-Feld eines geraden Stromfadens im Abstand 7 mit:
Ho o I?X (F—FL(S))
=— —————=d 3.2-16
ar' | =P (8.2-16)
FL = FL(S)
s:Bogenlange
Abbildung 3.3: Stromschleife im Raum
Allgemein kann so das Magnetfeld einer beliebigen Stromschleife mit
N d 2w (F— 7
B(*):‘“’l/ BT X T T 37L)ds
AT Jsenteife |T‘ - TL‘K (32_17)

:&[ dFLX(F—FL)
ar Schleife ‘F_ FLls
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berechnet werden (sieche Abb.3.3). Die Gleichungen 3.2-16 und 3.2-17 werden als das
Gesetz von Biot-Savart bezeichnet.

Da eine Stromschleife nicht zwingend vom Unendlichen kommend wieder ins Unendliche
verschwinden muf}; sondern auch eine geschlossene Kurve sein darf, sind Magnetfelder
beziiglich beliebiger Stromschleifen berechenbar. Wichtig ist nur, da§ Strome nicht aus
dem Nichts kommen oder ins Nichts verschwinden, also quellenfrei sind.

3.3 Definition der Stromdichte

Die Verallgemeinerung des Stroms ist die Stromdichte. Dazu wird fiir beliebige Test-
flichen AF (auch Stromflichen genannt) im Raum ein Ausdruck gesucht, welcher die
Strome beschreibt, die durch diese Fliche gehen (siehe Abbildung 3.4(a)). Dabei ist die
Stromdichte, bezeichnet mit f, ein Vektorfeld, welches in Richtung der Flichennormalen
zeigt.

Um den Sinn der Einfithrung einer Stromdichte darzustellen, sei eine analoge Situation
der Elektrostatik betrachtet.

Eine Punktladung wird mit Hilfe der Ladungsdichte p(7) beschrieben:
o(7) = 07— 7)) (3.3-18)
Mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik
V- E= p
VxE=0
kann man dann das elektrische Feld E berechnen.

Im Falle magnetischer Felder wird deshalb eine Stromdichte j betrachtet, welche alle
mdglichen Stromverteilungen darstellt. Die Stromdichte ist dabei beziiglich einer Fléche
dA definiert und es gilt:

dl =j-dA (3.3-19)
Fiir eine beliebige Testfldche AA gilt demnach
I=AA-j (3.3-20)

sofern die Stromdichte konstant auf der Fliche AA ist. Allgemein kann der Gesamtstrom
fiir beliebige Stromdichten beziiglich beliebiger Flachen F' mit

Iz/F]'.df' (3.3-21)

berechnet werden, welches den obrigen Sonderfall (3.3-20) mit einschlieBt.

An diesen beiden Gleichungen erkennt man, dafi die Stromdichte immer beziiglich einer
Fléche definiert ist, es handelt sich sozusagen um einen ’Strom pro Fliache’ mit der Einheit:

m _A (3.3-22)

m?2
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- 3
)
VGebiet
AF \
aV'Rand
(a) Stromdichte und Testfliche (b) Stromverteilung im Raum

Abbildung 3.4: Veranschaulichung zur Definition der Stromdichte

Der Strom erfiillt die Kirchhoff’sche Knotengleichung, in der die Summe aller Strome in
einen Knoten verschwindet:

> L=0 (3.3-23)
Teilstréme n
Diese Bedinung ist ebenfalls an die Stromdichte zu stellen: Die Stromdichte hat die ver-
allgemeinerte Kirchhoff’sche Knotengleichung zu erfiillen:

Tiotal = / j-df=0 (3.3-24)
JoV

Es muf} an einer beliebigen Stelle des Volumens genauso viel Strom iiber die Oberfliiche
eintreten, wie an einer anderen Stelle Strom austritt. Wendet man nun den Satz von
GauB} an, findet man die Quellenfreiheit der Stromdichte:

V-ji=0

In bestimmten Fillen kann der Strom auf eine diinne Schicht konzentriert sein. Im Grenz-
fall, fiir eine unendlich diinne Schicht, spricht man von einer Oberflaichenstromdichte k.
Wie der Name bereits sagt, handelt es sich dabei um eine Stromdichte, die in einer Ober-
flache flieBt (siehe Abbildung 3.5). Die Einheit ist dann gegeben mit:
- A
Rl=2 3.3-25
B == (3:3-25)
Nach Abbildung 3.5 durchsetzt also die Oberflichenstromdichte das Linienelement ds.
Wie auch bei der Stromdichte, dort steht die Fliche senkrecht zur Stromdichte, mufi auch
hier ds orthogonal zu ky stehen. Daher erhélt man den infinitesimalen Strom d/, des von
der Oberflichenstromdichte l;f durchsetzten Linienelements d§ mit:

Al = ky - (7t x d3) (3.3-26)
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(a) Definitionen (b) Beispiel

Abbildung 3.5: Oberfldchenstromdichte

3.4 Das Magnetfeld einer beliebigen Stromdichteverteilung (Verallgemeinerung
des Gesetzes von Biot-Savart)

In Kapitel 3.2 wurde bereits das Magnetfeld einer beliebigen Stromschleife erarbeitet:
. Tl (7 (s
B(r) =1L / Ti } F=ri(s) o

Ar |7 —7L(s)]?

Das Ziel ist nun eine Darstellung zu finden, welche das Magnetfeld fiir eine beliebige
Stromdichte darstellt und nicht nur fiir eine statische Stromschleife. Dazu ist zunédchst
die Stromdichte j einer Stromschleife I zu bestimmen (sieche Abb.3.6).

Abbildung 3.6: Stromschleife im Raum

Wenn es moglich ist, die Stromschleife als Stromdichte darzustellen, kann man sich aus
dem Magnetfeld fiir die Stromschleife auch das Magnetfeld fiir eine beliebige Stromdichte
iiberlegen. Zur Erinnerung sei die Ladungsdichte einer Linienladung betrachtet:

p(r) = / o6®) (7" —77,)ds
Linie

Eine sinnvolle Moglichkeit, die Stromdichte einer Stromschleife darzustellen ist somit
einen Strom I entlang einer Schleife 7, (s) mit der §-Funktion zu multiplizieren. Integriert
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man entlang der Schleife 7, (s), so erhiilt man eine Stromdichte:

- dr
JF) =1 / 72 53 (7 — 7, (5))ds (3.4-27)
Stromschleife ds

Die Einheit der rechten Seite in Gleichung 3.4-27 entspricht mit [I 5% (7) ds] Am™?m=
m~2 der einer Stromdichte.

Um zu verifizieren, ob diese Darstellung korrekt und sinnvoll ist, die Stromerhaltung
Jov IE df zu priifen. Dies ist gleichbedeutend der Quellenfreiheit:

V-j=0
e s 7 5
=V-I — 0N (7 — 7 (s))ds
S

J Stromschleife ds

(3.4-28)

Beachtet man, dafl sich die Divergenz auf den Ort 7 bezieht, kann man den Nabla-
Operator in den Integranden ziehen:

V=1 / dry VOO (7 — 7y (s))ds = 0 (3.4-29)
Stromschleife 1S

Da es sich um eine Leiterschleife handelt, sind Anfangs- und Endpunkt gleich und somit
wird das Integral Null.

4€y £ / I
L9 .
,,,,,,, — €,
(a) Situation (b) Vergroferung

Abbildung 3.7: Strom fliefit durch ein Volumen

Mit Hilfe der Vergroferung der Austrittsstelle des Stromes I in Abbildung 3.7(b) stellt
man nun eine lokale Uberlegung an. Zum einen muf} die Integration iiber das in Abbildung

3.7(b) gezeigte Flichenelement den Strom I liefern, zum anderen muf das Ergebnis von
dem Winkel ¢ sein.

Durch geschickte Wahl des Koordinatensystems fiir den Durchstopunkt wird nun der
Beweis angetreten. In diesem Fall wird das Problem in der z-Ebene (z=0) betrachtet.
Als Nullpunkt des Koordinatensystems wird der Durchstopunkt gewihlt. Damit ist die
Gleichung des Strompfades durch 7 (s) = st gegeben.

Als Ergebnis ist eine Integral der Form

/ j-df=1
Flichenelement
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zu erwarten. Aus den Uberlegungen vorher erhélt man mit d f = ¢, dxdy:

o0 ts
j(x,y,2) = / I(t,]do(x—1t:8)0(y—t,s)d(z—t,s)ds
o \y

= 1// Mtzé(x —1,8)0(y — t,8)0(2 — tzs)ds} dedy = 1 (3.4-30)

= I/tzé(z —t,8)ds = 1/6(z —-5ds=1

Integriert man iiber das gesamte Gebiet V' (siehe Abbildung 3.7(a)), so erhélt man:

/ J f:/ J-df+ / J-df
ov Eintrittsflache Austrittsfliche

=-I+1=0
Aus dem Feld einer Stromschleife (Biot-Savart)

pol / L % (7 —7i(s))

d
ir Fom(s)f

B() =
und der Stromdichte einer Stromschleife

i) =1 [ G- i)

ist unter Verwendung der Ausblendeigenschaft der folgende Zusammenhang gegeben:
- I d” X (F—7L(s
By = el [ B X011l
|7 — TL( )l

4
;m]/ / dTL x (7 —TL( ))d 5 (7 — )

|7 — 7 (s)]?

ds

Man erhélt damit das Magnetfeld fiir eine beliebige Stromdichte ;(F ) mit:

5 7@/ﬂmxw—mfﬂ

B(7) = 3.4-31
() A7 Jy |7 — 73 ( )

Man nennt dies auch die Verallgemeinerung des Biot-Savart-Gesetzes.

Als Probe wird die Stromdichte eines Stromfadens wieder in Gleichung 3.4-31 eingesetzt
und man erkennt, daBl man das Magnetfeld eines Stromfadens erhélt:

() / / d7L5(3) ) x (=) =) g3,
|7 — 73

dr —
) ] Lo ﬂd
L ds CF—7P
Betrachtet man ein Raumgebiet in welches ein Strom an einer beliebigen Stelle eintritt
und an einer beliebigen anderen Stelle wieder austritt (das kann auch fiir mehrere Strome
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formuliert werden), so ist gezeigt, daf die Darstellung des Stroms als Stromdichte konsi-
stent gewithlt wurde und dafl immer noch V - j = 0 erfiillt ist.

Fiir den Fall einer Oberflichenstromdichte Ef wird analog eine entsprechende Darstellung
der Stromdichte verwendet:

7 = / R0 (7 — ) &2 (3.4-32)
Oberfliche

3.5 Charakterisierung des magnetischen Feldes
3.5.1 Das Vektorpotential

Bei genauerer Betrachtung von Gleichung 3.4-31 erkennt man mit dem Zusammenhang

1
=-V

7_.‘
R =]

7 —
7 —

dafl das Magnetfeld auch anders formuliert werden kann:

| . -1 .
B() = %“r /V HGORS vmd%’ (3.5-33)

Der Nabla-Operator wirkt beziiglich 7 und nicht beziiglich der Integrationsvariable 7.
Aus der Vektor-Analysis ist auerdem bekannt, daf gilt:

V x (¢d) = —a x (Vo) (3.5-34)
Ubertriigt man dies auf die Magnetostatik und identifiziert @ = j und ¢ = |7 — 7|~
erhilt man fiir das Magnetfeld einer Stromdichteverteilung:

, SO

B(r) = Z;/ V x ('(r’)ﬁ) d’r’ (3.5-35)

Aus der Berechnung des magnetischen Feldes B in Gleichung 3.5-35 einer beliebigen
Stromdichteverteilung ], kann nun das Vektmpotentlal A abgeleitet werden. Dabei sei
auf die Einfithrung des Vektorpotentials mit B = V x A in Kapitel 3.2 hingewiesen. Man
bezeichnet den rechten Term des Kreuzproduktes mit A

B(r) =

v =7

Der Vektor A bezeichnet damit das Vektorpotential:

* -, No
A(T) / 7= r’| (3.5-37)

Das Vektorpotential A(7*) und das Magnetfeld B(7) hingen iiber die Rotation zusammen.
Die Anwendung der Divergenz V- auf das magnetische Feld B(7) wird dann durch den
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vektoranalytischen Zusammenhang klar
B(F) =V x A(F)
V-B=V-VxA (3.5-38)
=0
und ist immer erfiillt.
Dies ist bereits eine der Maxwell-Gleichungen, aber dazu mehr in den folgenden Kapiteln.
Vergleicht man dazu die Ahnlichkeiten zur Elektrostatik:

E=-V¢

1 Y
¢ = / f)(?") a3y
dreg Jy |7 — 7|

Als eine wichtige Eigenschaft des Vektorpotentials gilt
V-A=0 (3.5-39)

da die Stromdichte j im Unendlichen verschwindet und somit V - j = 0 weiterhin erfiillt
ist. Zum Beweis wird das entsprechende Integral berechnet:

T Ho E(F/) 37 Ho J(F/) 3
A="y. =2 . d 3.5-40
v e /V|7tff| " Vv " ( )

Der Integrand ist nichts anderes als die Divergenz des ortsabhéangigen Terms des Vektor-
potentials. Ist dieses Integral Null, so ist gezeigt, dafl auch V - A = 0 gelten muf. Man
wendet dazu auf Gleichung 3.5-40 den folgenden vektoranalytischen Zusammenhang an:

V-(6)=(V-7)o+i-Ve

-

Da die Stromdichte nur von gestrichenen Grofien abhéngt ( j= j(F ! )), ist der erste Term
auf der rechten Seite gleich Null. Daher erhélt man:

2y
N - 1
v. A=Ky / ) s, Ho / TV (3.5-41)
4 v =7 4 [y, |77 — 7]
Aus dem mathematischen Zusammenhang
1 7= 1
\V - _ S v/
|7 — 7| |7 — 7|3 |7 — 7|
erhélt man fiir Gleichung 3.5-41:
1 Ho AN v 1 3,
V-A=—-—— V'——=d
i )TV et
1 - 1 - 1 ;
= 7ﬁ v (](7'/) ‘F* ,’—,*1‘) - (V/ : J(y'/)) ‘7—:7 ,’7/‘ (137‘/
v RS (3.5-42)
Ho i 1 3./
=—— . ——d
ey AT
Ho 201 1 !
=—— ———d
i Jo T
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Wiihlt man fiir das Volumen V' die Fernkugel ( siche Abbildung 3.8 ), so verschwindet
der Integralbeitrag und es gilt :
V-A=0 (3.5-43)

Damit ist gezeigt, daf§ das Vektorpotential A quellenfrei ist. Dies bedeutet anschaulich,
dafl Strome raumlich begrenzt sind, also im unendlichen verschwinden.

-l

ov

Abbildung 3.8: Stromverteilung im Raum

3.5.2 Mathematische Uberlegungen zu den magnetostatischen Grundgleichungen

Zu Beginn des Kapitels iiber die Behandlung magnetostatischer Phénomene werden Grun-
dideen der Magnetostatik mit denen der Elektrostatik verglichen. Als die informations-
tragenden Variablen betrachtet man:

Stromdichte 1G] «— Vektor
/F‘

Ji
Magnetisches Feld B(F) «— Vektor

Aus dem Vektorcharakter der beiden Grofien ; und B kann man iiberlegen, welche Zu-
sammenhénge dieser Groflen bestehen.

Wie schon bei der Betrachtung des elektrischen Feldes macht es Sinn, {iber die Quellen
und Wirbel der magnetischen Felder nachzudenken. Aus dem Wissen, dafi magnetische
Quellen nicht existieren, kommt man zu dem Schluf}, daf fiir die Divergenz des Feldes
gilt:

V-B=0 (3.5-44)

Dies konnte aber bereits mathematisch itber das Vektorpotential in Kapitel 3.5.1 gezeigt
werden.

Ebenfalls ist es interessant iiber die Wirbel des Feldes nachzudenken. Aufgrund der Er-
fahrung, dafi Strome Magnetfelder verursachen, kann also nur der Zusammenhang

VxB=kj (3.5-45)

Magnetfelder mit Stromen verbinden. Auf die Normierungskonstante k; wird spéter einge-
gangen. Analog zur Definition der Kraftdichte in der Elektrostatik, wo eine Probeladung
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q im elektrischen Feld E betrachtet wird, miissen fiir die Kraftdichte im magnetischen
Feld kleine Teilstromdichten 7 im Magnetfeld B betrachtet werden. Analog zu 3.2-4 findet
sich:

-

f=hk(x B) (3.5-46)

Beriicksichtigt man jetzt die heute gingigen Konventionen, so erhilt man zusammenfas-
send die folgende Gleichung der Magnetostatik, in welche die Uberlegungen von vorher
wiedergefunden werden konnen. Die Konstanten k; und ks werden dem SI-System ent-
sprechend gewahlt:

1 L
—VxB=] (3.5-47)
Ho
V-B=0 5-48)
f=ixB (3.5-49)

3.5.3 Rotation und Divergenz des magnetischen Feldes

In Kapitel 3.5.2 wurde mit Hilfe rein mathematischer Uberlegungen die Struktur der ma-
gnetostatischen Gleichungen hergeleitet. Nun soll diese Gleichung aber mit physikalischen
Argumenten erarbeitet werden. Dazu werden wie in der Elektrostatik die Divergenz und
die Rotation des Magnetfeld B untersucht.

Bestimmung von V - B:
Da von den Magnetfeldern bekannt ist, da keine Quellen (Monopole) existieren kann
sofort festgehalten werden, daf gilt (siche Kapitel vorher):

V-B=0 (3.5-50)

Als niichstes wird auf die Wirbel V x B eingegangen.

Bestimmung von V x B:

Aus der Vektor-Analysis und dem Zusammenhang des B-Feldes zum Vektorpotential A
ist bekannt:

VxB=VxVxA

L B (3.5-51)
=-V'A4+VV.-A
Da das Vektorpotential divergenzfrei ist (siehe Kapitel 3.5.1) gilt:
V-A=0 (3.5-52)

Dementsprechend erhélt man fiir die Rotation des magnetischen Feldes B:
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V x B=-VA

- 1 1
=y [ )=V P 3.5-53
o [ 30) 4 Vi (3559
—_———
—4m6®) (771

— o [ 300
Vv

Wertet man dieses Integral aus, so erhélt man

als Gleichungen der Magnetostatik.

3.5.4 Zusammenhang der Feldgleichungen und deren Lésung

Aus der Magnetostatik (Kapitel 3.5.1) weil man, daf das magnetische Feld und das
Vektorpotential mit

B=VxA

zusammenhéngen. Da keine Quellen magnetischer Felder existieren, kann der vektorana-
lytische Ausdruck V- B = V-V x A = 0 das Feld beschreiben und somit das Vektor-
potential eingefiithrt werden. Die zur Berechnung zur Verfiigung stehenden Gleichungen
lauten damit:

V x B =) (3.5-56)

V-B=0 5-57)

B=VxA (3.5-58)
Z=

Fobo [ ) s (3.5-59)

Cdr fy |7 -
Gt [1E) X7
ar )y |7 — 7]

Die Integraldarstellungen fiir das magnetische Feld (Gleichung 3.5-60) und fiir das Vek-
torpotential (Gleichung 3.5-59) 1osen die magnetostatischen Gleichungen (3.5-56, 3.5-57
und 3.5-58) bei vorgegebener Stromdichte j(7) im sonst lecren Raum. Die Gleichung
3.5-60 wird als das verallgemeinerte Gesetz von Biot-Savart bezeichnet.
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3.6 Beispiel der Berechnung des Magnetfeldes eines geraden Stromfadens

Fiir eine beliebige Stromschleife gilt:

o _&1/% X (F—FL(S))dS

B(7) =
"=t = (s

Durch Parametrisierung der Linie kann das Magnetfeld des Stromfadens berechnet wer-
den. Eine alternative Berechnung fiihrt iiber die Ausnutzung von Symmetrien.

b
U

(a) Blick von der Seite: (b) Blick von vor-
Feldlinien um I ne: Magnetfeldlini-
en

Abbildung 3.9: Stromfaden entlang der z-Achse

Aus der in Abbildung 3.9 gezeigten Anordnung (Zylindersymmetrie und Zylinderkoordi-
naten) fiir einen geraden Stromfaden auf der z-Achse erkennt man:

B(F) = B(R, ¢, 2)

_ BB, (3.6-61)

Das heifit, das Magnetfeld zeigt in €,-Richtung (rechte-Hand-Regel) und ist nur vom
Radius R, also vom Abstand zur stromfithrenden Achse abhéngig.

Durch Integration iiber die Fliche einer beliebigen Feldlinie (z.B. bei R) erhilt man:

(3.6-62)

Das Integral jF; -d f sammelt dabei alle Strome auf, die durch die Testfliche F' gehen,
im gezeigten Fall nur 1. Mit dem Satz von Stokes gilt dann:

1 .
— B-dr=1 (3.6-63)
Ho Jor

Fiir das differentielle Linienelement d7 gilt dabei (siche Parametrisierung eines Kreises):

dr = €,ds (3.6-64)
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Somit erhélt man fiir das Integral 3.6-62

1
I=— | B,(R)é,-é,ds
Ko Jor
1 -
_ —B¢(R)/ ds (3.6-65)
Ho oF
——
2rR
Lost man dies nach B, auf, so erhélt man:
B,(r) = ol ! (3.6-66)
P = oty -
In vektorieller Schreibweise ergibt sich das Magnetfeld zu:
5 ol
B=—"¢ 3.6-67
2nr “ ( )

3.7 Der magnetische Elementardipol

Wie in der Elektrostatik wird auch in der Magnetostatik nach Grundbausteinen gesucht,
die die magnetischen Phénomene darstellen kénnen. Magnetische Monopole existieren
(wenn iiberhaupt) nur so wenige (einzelne pro Galaxie), da§ sie praktisch nicht beriick-
sichtigt werden miissen. Magnetische Dipole sind hingegen vorstellbar. Wie bei der Her-
leitung der elektrischen Elementardipole, wird auch hier von einer endlichen Anordnung
ausgegangen und durch eine Grenzwertbildung der Dipol hergeleitet.

Da es keinen (zumindest keinen statischen) Punktstrom gibt, ist der einfachster Baustein
der Magnetostatik die infinitesimale Stromschleife (Abb. 3.10), genannt der magnetische
Elementardipol.

Abbildung 3.10: magnetischer Elementardipol

3.7.1 Herleitung der Stromdichte und des Momentes des magnetischen Dipols

Zuerst wird das Magnetfeld einer Stromschleife des Stroms I betrachtet (Abb. 3.11).

Zur Bestimmung der Stromdichte j zicht man die Schleife zusammen (2712 — 0) und
erhoht gleichzeitig den Strom I — oo in der Weise, dafl Produkt F'-I = m konstant bleibt.
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+ Z
!
X
F=F 'r_i
(a) Anordnung (b) Magnetfeldlinien in der x-z-

Ebene

Abbildung 3.11: Magnetfeld einer endlichen Stromschleife 77,

Aufgrund der Tatsache, dafi das gesamte Gebilde an einem Punkt im Raum existieren
soll, wird die folgende Struktur des Arguments erwartet:

3O (7 — 7(s)) = 0O (F — 7p — B(s))

Abbildung 3.12: magnetischer Elementardipol
Die Stromschleife 7, in Abbildung 3.11(a) wird dabei parametrisiert mit:
7i(s) = 7p + R(s) (3.7-68)

Dabei soll aber nicht vergessen werden, daf8 die Fliche F' = 2772 sehr klein werden soll.
Die Stromdichte der Stromschleife ergibt sich damit zu:

. dry -,
7@ = lim 1L 56 (7 — 7,(s))ds (3.7-69)
Lo I schieife ds
I - F = const.

Zur Vorstellung ist das gesuchte Gebilde in Abbildung 3.12 dargestellt. Die Idee ist es nun,
die Parametrisierung der Stromschleife in eine Taylor-Reihe um R(s) = 0 zu entwickeln:

6O (7 — 7 (s)) = 6@ (7 — 7p) — R(s) - V& (F—7p) + ...
Setzt man dies ein, so erhiilt man fiir die Stromdichte J (7):

P chleife A5 Schleife 45

I . F = const.

Jj(@) = lim {1/ d—Ré(i’)(F—FD)ds—l/ d—RE(s)-v5<3)(F—fD)ds+...
S

(3.7-70)
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Der Term nullten Ordnung verschwindet, da der Schleifenendpunkt s; gleich dem Schlei-
fenanfangspunkt sq ist und somit kein Beitrag zum Integral liefert:

dR . o7 . .
/;Chleﬁe EI{;O)( . )dS — /SD Tjds = TL(Sl) - TL(SU) =0

Der Term ersten Ordnung lautet nach einer geringfiigigen Umstellung:

. _ f dR
J(F)=— lim 1/ R(s) - V6O (F — 7p) —ds
I = Schleife —_—ds
F —0 —
IF = const. 9

Terme hoherer Ordnung gehen aufgrund der Grenzwertbildung gegen Null (mit F' — 0 =
R — 0, denn F = nR?).

Die Struktur der Formel ist damit:

- . AR
j(F)y=— lim I/ R-§—ds (3.7-71)
Il,iag Schleife ds
I-F = const.

Mit Hilfe des Satzes von Stokes bedeutet dies fiir die z-Komponente:

I — oo

F0 Schleife ds

I - F = const.

=— lim I/ V' x (R'-ge,)-df'
IF:?; Schleifenfliche
I - F = const.

Aus der Vektor-Analysis kann folgender Zusammenhang verwendet werden:
V x (¢6) =Vo x & (3.7-72)

Daraus erhélt man fiir die x-Komponente der Stromdichte:

jo(F)=— lim 1/ V(R'-§) xé&, - df’ (3.7-73)
Schleifenfliche

I — oo
F—0
IF = const.

Betrachtet man nun den Ausdruck V' (}_?" - §) genauer, so erhilt man:

, 5 (@92 + /9, + 25:) 9
V(R §) = {Tg,(x’gz +y9,+79.) | =g | =7
57 (@90 +y'gy + 2'g2) 9=
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Damit ergibt sich fiir die z-Komponente der Stromdichte :

11.103 Schleifenfliche
IF = const.
=— lim I/ df x g-é,
Ip‘iog Schleifenfliche

IF = const.

=+ lim [ / gxdf-é,
[ =0 Schleifenfléic] he

F —0
IF = const.

= lim I§></ df e,
I Schleifenfliche
P

(3.7-74)

F—0
IF = const.

F

Analog ergeben sich die Ergebnisse fiir die y- und fiir die z-Komponenten. Fiir alle drei
Komponenten zusammen erhélt man damit:

j@) = lim IGx F (3.7-75)

F—0
IF = const.

Im Grenzfall von

I — o0

F—0
wird der magnetische Dipol 7 definiert:

. = IF = const.
Damit erhélt man fiir die Stromdichte f( ) eines Elementardipols:
) = gxm
= V6O (7 —7p) x
Diese la8t sich mit der vektoranalytischen Formel
Ve xa=V x(dp) (3.7-76)

weiter umformen. Damit ergibt sich fiir die Stromdichte eines Elementardipols unter
Einbeziehung von Gleichung 3.7-72:

J(7) = V6O (7 = 7p) x m
=V x md® (7 — 7p)

Zur Veranschaulichung sind in Abbildung 3.13 einige Details skizziert. Abbildung 3.13(e)
stellt die gefundene Stromdichte des Dipols dar.

(3.7-77)

Nun muf noch gezeigt werden, dafl die Stromdichte divergenzfrei ist. Fiir die Divergenz
der Stromdichte eines Dipols erhélt man:

V- (V x md® (7 — 7)) =0

Dies ergibt Null, da die Divergenz einer Rotation immer Null ergibt. Die Terme hoherer
Ordnungen aus Gleichung 3.7-70 werden nicht weiter betrachtet, da sie mit |R| — 0
verschwinden.
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)

L

7 5(3>(

(a) Anordnung (b) von oben (c) Hohenlinien der
6-Funktion

(d) Ableitung der (e) Wirbelfeld (Strom-
d-Funktion dichte) des Dipols

Abbildung 3.13: Veranschaulichung des magnetischen Elementardipols

3.7.2 Das magnetische Feld eines Elementardipols

Ausgehend von einer beliebigen Stromverteilung ]( ) kann das Magnetfeld B(F (7) berech-
net werden:

gm:@/ﬁlﬂ;Q@/ (3.7-78)

A7 |7 — 7|3

Beschreibt man nun den magnetischen Elementardipol mit einer Stromdichte j(7) oder

3
J(7) =V x (8B (F = 7)) = —imh x V6O (7 — 7p)

5 3.7-79
JF) = = x V6O (7 — i), ( !
so kann durch Einsetzen in Gleichung 3.7-78 das Magnetfeld des Elementardipols be-
rechnet werden. Eine andere Mdéglichkeit der Herleitung fiihrt {iber die Berechnung des
Magnetfeldes iiber B = V x A. In diesem Fall setzt man die Stromdichte 3.7-79 in die
Gleichung fiir das Vektorpotential ein und erhlt:

- (7
A7) = @/ |F(_T2/‘d37“'

3.7-80
/ AVAY m6 (i —FD)d3 , ( )
|77 — 7]
Mit der umgestellten Kettenregel
¢V x A= (Vo) x A—V x (pA) (3.7-81)
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erhélt man fiir den Integranden:

—

) no® (7 — 7,
- _mvl X OO — i) = V' x mé® (7 —7p) (V’

F— |

) x (7 — 7p)
(3.7-82)

=7

Setzt man dies in Gleichung 3.7-80 ein, so ergibt sich das Vektorpotential des Elementar-
dipols:

. HSG) (7 — 7,
A(F) = /LO/ v/ x MO = ) (" 7“D)dSr'Jr@ (V/
Vv

4w |7 — 7| ar [y

_ ) x md@ (7 — 7p)dPr

=7

_ Ho B x T?L(S(%i(?’; FD) +&/ (v/ S ) % 7‘725(3)(7?,*7?]_))(137’/
4 Joy |77 — 7| a7 [y |77 — 7]
=0
o [ OO o) x (P )
- E/V 7= o

—

_ prom x (7 —17p)
Cdm |[F—p
(3.7-83)

Der Integralsatz, der von Zeile 1 auf Zeile 2 verwendet wurde, ist die Formulierung des
Integralsatzes von Stokes beziiglich eines Volumenintegrals (A.6-54).

Nun mufl noch die Rotation des Vektorpotentials berechnet werden, um das Magnetfeld
des Elementardipols zu erhalten:

B=VxA
Mo m x (F—7p)
7471' ‘F_FDP
1 1
Syl x (17 % (7 — 7p)) + 2 (1 x (7 — 7p))

Der Faktor Vﬁ kann berechnet werden:

1 #_TD

(3.7-84)

|7 — 72
Durch Einsetzen erhélt man fiir das Magnetfeld:
5 Mo 1 e r—Tp o
B="—|—===-Vx x (7 — —3—=—= X x (7 —
0 (¥ 1 (7= ) = 35 G (= 7))

Mit Hilfe des Vektoranalytischen Zusammenhangs

— -,

ix (bxa)=(G-ab—(ab)

[

(3.7-85)

erhélt man:
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AuBerdem gilt der Zusammenhang:
V x (m x (FF—7p)) = 2m

Setzt man diese beiden Ergebnisse ein, so ergibt sich das Magnetfeld des Elementardipols

|

(3.7-86)

Abbildung 3.14: magnetischer Dipol im Raum

3.7.3 Das Magnetfeld eines magnetisierten Kérpers

Ein mit M magnetisierter Korper kann durch eine Stromdichte wie folgt beschrieben
werden:

JFE = V' x / Mo® (7 —7")dPr" (3.7-87)
J Korper
Setzt man dies in die Gleichung fiir das Vektorpotential ein, so erhilt man:
. V' % [ MOO (' — 7" dPr"
A7) = Ho fKorper ( ) P

i Jy =7

NI / MO® (" —#")d*r" ) d*r
4m 14 |7" -r /‘ Korper

=0 / VL) x MO — |
4 Korper \% |T - T’/|

Nach analoger Vorgehensweise zur Berechnung des magnetischen Feldes des Elementar-
dipols (Kapitel 3.7.2) beziiglich des Ausdrucks in den eckigen Klammern ergibt sich:

} VX (=)
Ay =1 / M=) g (3.7-88)
A Korper |T -r N|3

Durch Bildung der Rotation erhilt man das Magnetfeld mit:

. r]V[. =AY -] ]V[
B(r) = ﬂ/ <3 Gt Gl )df”r” (3.7-89)
Korper

o 7 — 7[5 =7
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3.7.4 Dipolniherung einer Stromdichteverteilung

Zur Bestimmung des Dipolmoments 7 einer Stromdichteverteilung ;'Wird wieder das
Vektorpotential verwendet. Dazu wird im folgenden eine lokalisierte, d.h. eine ganz im
Endlichen befindliche Stromverteilung ;(? ) im Vakuum betrachtet. Das zugehorige Vek-
torpotential ist gegeben durch:

1 Ho ;(F, ) 3,/
A(r) = — d 3.7-90
=t ) =" (3.7-90)
Diesmal wird der Faktor |7 — 7| " in eine Taylor-Reihe entwickelt:
1 IR B N G R
=z ) AULAPE A 3.7-91
|7 — 7] rT e JrZ{ o 3 ( )

Setzt man dies in Gleichung 3.7-90 ein, so ergibt sich das gesuchte Resultat:

- 1 /- : 1 - ]
A = Ho= / s + B / (7 7))
v v

dnr 43 |
1 -
yH 2 / [3 (7 7)? — r%’?} FEA £ (3.7-92)
47 2r5 Jy

Gleichung 3.7-92 ist eine Darstellung des Vektorpotentials nach Multipolanteilen wach-
sender Ordnung. Wie bei der Herleitung des Vektorpotentials ist lediglich der Term erster
Ordnung relevant. Der Term nullter Ordnung ist Null und die Terme hoherer Ordnungen
verschwinden mit |7] — oc.

Damit ergibt sich als Naherung fiir das Vektorpotential
e Ho 1 e N T 3
A= e V(r (P (3.7-93)
Durch die vektoranalytische Formel
(a X E) X &= —d (5. 5) +(@ b (3.7-94)
kann der Integrand umgeformt werden:

(777 = (7 x 3 x 7+ (756 7

Addiert man auf beiden Seiten dieser Gleichung (7~ 7') 7 (7 Jund dividiert anschlieBend
durch 2, so erhélt man:

2(F-7) ] (7)) = {(F-F’)I(F’) + [F~3(F’)] f} + [f XJ(F’)] X7
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Setzt man den so erhaltenen Ausdruck (7-7’)j (7') in Gleichung 3.7-93 ein, so erhilt
man:
Ay =5 [ e ienes
- g_:rri?’ v {(F' )5 )+ [F'f(F')] F'}d?’r’ (3.7-95)

Ist j(? ) eine lokalisierte stationiire Stromverteilung, so liefert das erste Integral in Glei-
chung 3.7-95 keinen Beitrag.

Mit dem Zusammenhang (siehe [blu])

/V\f/d3 /:/W (\f!ﬁ) df’—/vf” (v’.\f/) s’ (3.7-96)

erhalt man:
//(F FIE = /6V (G RGOR df’—/F’vh (77 3] @
:/avf’ [(f.f’)]‘(?’).ﬁ’] df’f/vf"(F.f")vf,f(F/)ds ,7/VF, [f‘-j(w)] i

(3.7-97)

Das erste Integral tiber die Fernkugelflache liefert keinen Beitrag, da eine lokalisierte
Stromverteilung betrachtet wird. Das zweite Integral verschwindet, da fiir stationére
Strome gilt:

V-i=0

Fiir den Fall einer lokalisierten stationdren Stromverteilung folgt also aus Gleichung 3.7-95
und 3.7-97:

1 -
— LS / [ 7 )]
e v

Das magnetisches Dipolmoment m wird nun wie folgt definiert

1 -
m = —/ 7 ox () A (3.7-98)
2 )y
da bereits durch Gleichung 3.7-83 das Vektorpotential mit
-, o m X 7T
AF) = "—— 3.7-99
(7) =K (3.7-99)

gegeben ist.

Liegt der Aufpunkt 7 gentigend weit entfernt von der Stromverteilung j(f’ ), so wird das
Magnetfeld hinreichend genau durch die Dipolndherung beschrieben (Fernfeldndherung).
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3.7.5 Das Dipolmoment einer ebenen Drahtschleife

Diese Aufgabe ist aus [blu] entnommen.

Aufgabe: Weisen Sie nach, dafi das magnetische Dipolmoment 7 einer vom Strom [
durchflossenen beliebigen ebenen Drahtschleife gegeben ist durch

i = IFii (3.7-100)

Hierbei ist F' die von der Drahtschleife eingeschlossene Flidche und 7 der dazu gehorige
Normalenvektor (siche Abb. 3.15).

Abbildung 3.15: Zum magnetischen Dipolmoment einer ebenen Stromschleife

Losung: Fiir eine lokalisierte Stromverteilung I erhélt man aus Gleichung 3.7-98:

1/ .
=L / G
2 ‘/'

I . -
=— 7' x ds’
2 Schleife

Nun ist 7" x ds” ein Vektor, dessen Betrag gleich der Fliche des von 7" und ds” aufge-
spannten Parallelogramms ist (siche Abb.3.16) und der in Richtung der Flichennormalen
7l zeigt.

(3.7-101)

Abbildung 3.16: Zusammenhang der Vektoren

Der Vektor %F "xds” ist also gleich dem gerichteten Flichenelement 7id f', das in Abbildung

3 Magnetostatik 104

3.16 durch Schraffur hervorgehoben ist:

1
57 X A = f

Das Umlaufintegral ergibt sich damit zu:

Damit erhélt man fiir das magnetische Dipolmoment einer ebenen Stromschleife:

i = IFii (3.7-102)

3.8 Kraft und Drehmoment
3.8.1 Kraft auf verschiedene Stromdichteverteilungen

Aus Kapitel 3.1 ist die Kraft auf eine Stromschleife bekannt:

. . W
F= 1/ 47 x B(7) = 1/ L o B(ry(s))ds (3.8-103)
Schleife

Schleife ds

Wie auch schon der Strom [/ in eine Stromdichte {iberfiihrt wurde, wird nun auch die
Kraft F' in eine Kraftdichte tiberfiihrt:

F= / Jair = / i x Bdr (3.8-104)
v %
Die so definierte Kraftdichte ftriigt die Einheit [f] =Nm?

3.8.2 Kraft und Drehmoment auf den magnetischen Dipol

B(r)

Abbildung 3.17: endliche Stromschleife im Feld
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Bei der Herleitung der Kraft und des Drehmomentes wird auf die endliche Stromschleife
zuriickgegriffen. Die Grenzwertbildung A — 0, I — oo mit A - [ = m endlich wird dann
an einer geeigneten Stelle ausgenutzt.

Ausgehend von der Kraft einer Stromschleife

. 47 (s .
Fol / AS) o By (s))ds (3.8-105)
Schleife S
ergibt sich fiir den Dipol:
F li 9 B('(s))d (3.8-106)
= 1m —_ T (s S O
b A—0 DA ds

I — oo
I A = mendlich

Wiéhlt man einen beliebigen Einheitsvektor € und multipliziert diesen mit der Kraft Fp,
so ergibt sich:

. 17
€ - Fp= lim I o B(#'(s))ds | - €
A—o0 o4 \ ds
I — o

I A = mendlich

Der Integrand ist als Spatprodukt zu erkennen, durch zyklisches Vertauschen erhilt man
unter Einbeziehung des Satzes von Stokes:

. (A a7
-~ . oL S
- Fp = Agl})m I/{M (B(r ) x e) —ds

@

ds

I — oo
I A = mendlich

o . B/ = =\ . 37
= Aglém I'/(M(B(T)Xe> dr

I — oo

I A = mendlich

= dm 1 [ V'x (BG)x @) adf
A—0
I — oo
I A = mendlich

Mit der analytischen Eigenschaft

Vx(@xb)=(b-V)a—bV-@a+aV-b—(a-V)b (3.8-107)

erhélt man fiir den Integranden:

A = mendlich

= dm T /A (v’é -ﬁd,f’)-g

I — oo
I A = mendlich

T 1 1B =1 -
7}‘13})mZ/A(VB~ndf)-e
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Durch Ausfiihren des Grenziibergangs erhiilt man:
Fp-é=mi-VB-&
Der Term mi ist dabei der Betrag des Dipols m multipliziert mit der Fliachennormalen
7. Dieses Produkt wird dann 7 = mn genannt. Daher erhdlt man, wenn man fiir alle
Einheitsvekoren einsetzt und anschliefend zusammenfafit:
Fp=(m-V)B (3.8-108)
Bei dem Ausdruck (1 - V) handelt es sich um einen Tensor. Unter der Voraussetzung,

daB der Nabla-Operator nur auf B wirkt und m konstant ist, kann die Gleichung umge-
schrieben werden:

Fp = V(- B) (3.8-109)

Damit lautet zum Beispiel die z-Komponente in kartesischen Koordinaten:

0
Fp, = %(szz +my,B, +m.B,) (3.8-110)

Das Drehmoment auf den Dipol lautet:

T=mxB (3.8-111)

Die Herleitung fiihrt iiber die folgende Gleichung

T = / I (dl x E) x 7ds (3.8-112)
Schleife ds

indem man wieder den Grenzwert tiber die endliche Stromschleife ausfiihrt. Dies soll
aber nicht das Thema dieses Kapitels sein. Zur Veranschaulichung sei Abbildung 3.19
betrachtet. Auf den Dipol im Feld wirken eine Kraft und ein Drehmoment.

Abbildung 3.18: Dipol im Feld
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Als ein Beispiel sei ein konstantes Magnetfeld betrachtet. Durch die mathematische Struk-
tur stellt man fest, dafi die Kraft auf den Dipol verschwinden muf:

F=vV(m-B)=0
Jedoch das Drehmoment verschwindet nicht:
T=mxB

Nach VVirkung des B-Feldes ist der Dipol entlang des Feldes ausgerichtet (siche Abbildung

i

a) Dipol im Feld, Dreh- b) ausgerichteter Dipol
momcnt wirkt

Abbildung 3.19: Drehmoment auf Dipol

Das konkrete Beispiel fiir diese physikalische Eigenschaft ist der Kompaf}, der sich im
Magnetfeld der Erde ausrichtet.

3.8.3 Prinzip eines Elektromagneten

Aus einem Draht wird eine Spule gewickelt und dann eine Stromquelle angelegt (Abbil-
dung 3.20(a)).

il

a) Luftspule b) Spule mit Kern

Abbildung 3.20: Elektromagneten

Das Magnetfeld dieser Anordnung kann dann mit dem Gesetz von Biot-Savart berechnet
werden. Zur Verstérkung wird meist ein Kern aus magnetisierbarem Material eingebracht
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(siche Abbildung 3.20(b)). Die Dipole richten sich aus und verstirken das Magnetfeld.
Zur Beschreibung dieser Situation miissen die Maxwell-Gleichungen um einen geeigne-
ten Term erweitert werden, welcher die magnetischen Eigenschaften von Materialien be-
schreibt. Die entsprechende Herleitung wird im néchsten Kapitel erfolgen.

Bei der Wahl des Kernmaterials muf} auf die Eigenschaft des Materials eingegangen wer-
den. Zum Beispiel wird héufig Eisen verwendet, da dieses eine sehr gute Magnetisierbar-
keit besitzt. Kupfer hingegen eignet sich nicht fiir eine Verstirkung des Magnetfeldes.

3.9 Dipole in Materie
3.9.1 Verteilung von Dipolen in Materie

Materie stellt eine Verteilung von Dipolen dar. Abb.3.21 zeigt einen entsprechend belie-
bigen Kérper mit einer Dipolverteilung.

Abbildung 3.21: beliebiger Korper mit magnetischen Elementardipolen

Fiir einen Elementardipol lautet die Stromdichte:

J (@) =V x (m6®(F = ip)) (3.9-113)

Analog zum elektrischen Fall kann eine Dipoldichte M definiert werden. Der Sonderfall
der Dipoldichte eines Punktdipols lautet dann:

M (7) = mé® (7 — 7p) (3.9-114)

Diese Dipoldichte kann analog zu den bisherigen Uberlegungen punktverteilte, linien-
verteilte, flachenhaft verteilte sowie raumlich verteilte Dipolmengen durch Superposition
verallgemeinert werden.

Dem Begriff Dipoldichte M ist damit die Stromdichte j = V x M zugeordnet. Aufgrund
der Superposition gilt dies dann fiir alle Dipoldichten M. Die Magnetisierung triagt eben-
falls zum Strom bei. Eine tiefere Einsicht dazu gibt die Quantenmechanik.

Fiir die Gleichungen der Magnetostatik ergibt sich unter Einbeziehung von Magnetisie-
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rung:
V-B=0 (3.9-115)
1 - L o -
—V X B =j=jgei + VxM 3.9-116
Ho ! N—— ( )

echte Stromdichte oder Magnetisierung

Eine alternative Schreibweise fithrt auf die Einfithrung des H-Feldes:

1 - - -
V x (—B — M) = Jtrei
Ho

v (3.9-117)
i
V x FI = jfrei
mit dem Zusammenhang:
L1 L
H=—B-M (3.9-118)
Ho

e

SEpOE e —

Metall mit Dipoldichte M

Abbildung 3.22: Spule und zugehoriges Magnetfeld

3.9.2 Lineare Materialgleichungen im Zusammenhang mit den magnetostatischen
Maxwell-Gleichungen

I
o 5 o é : b g
o 5 o)
©
o || o8
(Cad
B=0 B = grof}
(a) Stromdurchflossene Spule (b) Dipole unge- (c¢) Dipole ausge- (d) Zusammenhang
mit Kern ordnet, B=0 richtet B grofl B und M eines

Mediums

Abbildung 3.23: Magnetisierbares Material
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Fiir ein lineares magnetisierbares Material gilt (kleine Felder):
M x B (3.9-119)

Die Magnetisierung héngt also vom Magnetfeld ab.
Fiir ein lineares Material (siehe Abbildung 3.23(d)) wird daher angenommen

]\7[ = Xmagné (39—120)

wobei Ymag Magnetisierbarkeit genannt wird.

Setzt man dies in die Maxwell-Gleichung ein

1 S L -
—V xB=j;+VxM (3.9-121)
Ho
so erhalt man:
O
H=—B-M
Ho
- La ¥
T g o H0Xmas) (3.9-122)
I
1 =
= B
Holbr

Die Variable p, ist die relative Permeabilitdat. Aus historischen Griinden schreibt man

B = pop H = pf (3.9-123)

wobei p magnetische Permeabilitit genannt wird.

Bei einem Permanentmagneten ist M # 0, auch wenn B = 0 ist. Das heifit, es liegt
kein lineares Material vor (siche Abbildung 3.23). Als weiteres konkretes Beispiel der
Anwendung sei auf den Transformator in Abbildung 3.24 verwiesen.

Eisen mit 5 = ugurﬁ

A N VA v v

10000\

NVAVAVAV/

|

\
Luft mit B = ,u,oﬁ

Abbildung 3.24: Transformator



3 Magnetostatik 111

3.9.3 Die Ubergangsbedingungen zwischen verschiedenen magnetischen Medien

Das Verhalten der Tangentialkomponenten der magnetostatischen Feldgrofien an der
Grenzflache zweier Medien werden mit Hilfe der Maxwell-Gleichung

Vx H=7=jn (3.9-124)

berechnet. Dazu betrachtet man zunéichst diese Gleichung fiir eine kleine rechteckférmige

—

n

ds; = -1 ds
Medium 1 ® df = iipdf Ah
Medium 2

dsy, = nigds

As

Abbildung 3.25: Skizze zur Ubergangsbedingung der Tangentialkomponente

Flache Af. Die Fliche Af durchsetzt die Grenzfliche der Medien senkrecht (siehe Ab-
bildung 3.25). 7 ist der Normaleneinheitsvektor senkrecht zur Grenzfliche und weist vom
Medium 2 ins Medium 1.

LBt man Ah gegen Null gehen, und zwar so, dafl das Integrationsgebiet auf die Grenzlinie
zusammengezogen wird, so erhiilt man fiir die linke Seite von Gleichung 3.9-124

lim H-ds= | H-dsi+ | H-ds
Ah=0 Jo(Af) As As
- / (ﬁz - ﬁl) . d§
JAs
wobel d§' = —ds] = dsj gesetzt wurde. Dabei liegt d3 tangential zur Grenzfliche. Die

beiden gegen Null gehenden Rechteckseiten links und rechts liefern keinen Beitrag. Die
rechte Seite von Gleichung 3.9-124 geht aufgrund dieser Integration gegen Null, sofern j
endlich bleibt:

li ?rsi'd =
Aim Af]f, f=0

Man erhélt nur dann etwas von Null verschiedenes, wenn in der Grenzflache ein Ober-

flichenstrom, beschrieben durch die Oberflichenstromdichte Ef7 fliet. Beschreibt man
diesen Oberflichenstrom als Stromdichte, so lautet eine mogliche Darstellung:

HGE /Ob ", k0@ (7 — ) a3 (3.9-125)
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Setzt man dies ein, so gilt:

lim / Jiei - df = lim / / l;fé(s) (7 —7)d%’ af

Ah—=0 JAf ° Ah—=0 J A JOberfliche

lim / / / k6@ (7 — 7y A’ - ipdhds
Ah=0 JAs J AR . Oberfliche

/ Ef . ﬁpds
As

Man erhélt also:

0 im Normalfall

/AS <H2 B Hl) nds= / Ef -fipds falls Oberflachenstrome fliefen.
As

A_‘us dieser Beziehung kann man nur auf das Verhalten der Tangentialkomponenten von
Hs— Hy schliefen, da d§ hier nicht beliebig gewéhlt werden kann, sondern stets tangential
zur Grenzfliche liegt (siche Abbildung 3.25).

Fiir die Auswertung wird die letzte Gleichung in eine geeignete Form gebracht. Dazu fiihrt
man den Normaleneinheitsvektor 7ig in Richtung von d f_“ und den Tangenteneinheitsvek-
tor 77, in Richtung von ds ein (Abbildung 3.25). Offensichtlich sind die Einheitsvektoren
durch die Beziehungen

—flsy = Tip X 70
miteinander verkniipft. Mit Hilfe dieses Zusammenhangs erhélt man ein Spatprodukt:
(Ho— ) a5 = (f, — ) -7ids
- (ﬁl 7 ﬁz) (fip x 71) ds
= [ﬁ x (ﬁl —ﬁ2>] -iipds
Damit ergibt sich:

0 ohne Oberflachenstrom

/AS [n x <H1 B HZ)] “fipds = / Ef ~Tipds mit Oberflichenstrom (3.9-126)
As

Da die Wahl der Testfliche A f beliebig ist, muf} gelten:

- - 0 hne Oberfldchenst
2 (H1 3 H2> _ { ohne Oberflichenstrom (3.9-127)

/; 7 mit Oberflachenstrom

Aus der Maxwell-Gleichung V - B=0 folgt die Ubergangsbedingung der Normalenkom-
ponente zweier magnetischer Medien. Zur Herleitung wéahlt man ein geeignetes Volu-
men, welches infinitesimal in beide Medien ragt (siehe Abbildung 2.37). Wertet man die
Maxwell-Gleichung fiir dieses Volumen aus, so erhélt man:

lim / V. Bd* =0 (3.9-128)
\4

Ah—0
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Mit dem Satz von Gauf folgt:

lim/ B-df =0 (3.9-129)
oV

Ah—0

Fiihrt man gleichzeitig die Integration und die Grenzwertbildung aus, so erkennt man,
daf8 nur die vordere und die hintere Deckelfléche einen Beitrag liefern:

/ §2~df2+/ B -dfi =0 (3.9-130)
Af Af
Mit der Definition der Normalenrichtung 7i erhélt man:
/ (El - B}) didf =0 (3.9-131)
Af

Soll dies fiir beliebige Grenzflichen gelten, so mufl gefordert werden:

Bln - B2n =0 (39—132)
bzw.

i ([?1 - 1?2) -0 (3.9-133)

3.10 Energiebetrachtung

Analog zum elektrischen Feld ist bekannt, dafi die potentielle Energie eines magnetischen
Feldes tiber die Energiedichte

1 =
B (3.10-134)
240
berechnet werden kann.
Auf die Herleitung der Energiedichte des magnetischen Feldes wird in Kapitel 6.5 einge-
gangen.

Vergleicht man die Energiedichte des elektrischen Feldes mit der des magnetischen Feldes,
so ergibt sich fiir die Dimension:

1 = As VV  VAs J
1 gy s VYV _VAs 3.10-135
[260 ] Vmmm m? m? ( )
1 = Am Vs VAs J
A gy _Am Vs, VAS _J 3.10-136
[2,u0 ] Vs (mz) m? m3 ( )

Die Dimensionen sind also gleich und entsprechen in beiden Féllen einer Energie pro
Volumen.

3.11 Lernziele Kapitel 3

Wissen,
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.

. welche praktischen Versuche die Grundphénomene der Magnetostatik zeigen,
. wie die magnetische Kraft definiert ist und was sie bewirkt,

. wie das magnetische Feld definiert ist und wie dieses mit der elektrischen Kraft

zusammenhangt,

. wie Stromdichten definiert sind,

. was es fiir Stromdichten und Stromverteilungen gibt,

. wie die verschiedenen Stromverteilungen als Stromdichten beschrieben werden,
. wie das Biot-Savart Gesetz definiert ist,

. was die Integrale des Gesetzes von Biot-Savart 16st,

. wie die Maxwell-Gleichungen der Magnetostatik lauten,

was das Biot-Savart-Gesetz aussagt,

wanndas Gesetz von Biot-Savart anwenden werden kann,

wie die Grundgleichungen der Magnetostatik lauten,

was ein Vektorpotential ist und welche Eigenschaften es besitzt,
wie das Magnetfeld einfacher Stromverteilungen berechnet wird!
wie einfache magnetische Felder skizziert werden konnen,

wie der magnetische Elementardipol definiert ist,

wie sich die Stromdichte und das magnetische Feld eines Elementardipols berechnen

1483,

wie das magnetische Dipolmoment definiert ist,

was sich hinter dem Begriff Dipolndherung verbirgt,

wie Kraft und Drehmoment des magnetischen Dipols definiert sind,

wie Kraft und Drehmoment auf einen Dipol verursacht werden,

wie ein Dipol reagiert, wenn auf ihn Kréfte und/oder Drehmomente wirken,
wie magnetische Dipole in den Maxwell Gleichungen dargestellt werden,
wie das magnetische Feld eines Dipols skizziert werden kann,

wie die magnetische Feldstirke definiert ist,

was ein lineares Medium ist,

was eine Oberflachenstromdichte ist,
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28. wie allgemein die Ubergangsbedingungen an der Grenze verschiedener magnetischer
Medien lauten,
29. wie die Energie des magnetischen Feldes definiert ist,

30. wie man Felder von Stromdichteverteilungen ohne das Gesetz von Biot-Savart be-
rechnet.
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4 Zusammenfassung statischer Feldprobleme

Vor dem Einstieg in die Elektrodynamik werden zuerst noch einmal alle Ergebnisse der
Elektrostatik und Magnetostatik zusammen gefat und dann in Kapitel 5 einige Anwen-
dungsbeispiele vorgefiihrt. Anschliefend werden in Kapitel 6 mit der Zeitabhingigkeit
der elektrischen und magnetischen Felder diese Gleichung um die Dynamik erweitert.

4.1 Zusammenfassung Elektrostatisches Feld

Ladung:
Q [Q] =As=Cb (4.1-1)
Ladungsdichte:
L. dQ _As
p(r) = P ] = = (4.1-2)
Beispiel Punktladung:
p (i) = Q0¥ (7 — 7q) (4.1-3)
elektrischer Feldvektor:
- - \%
E (7 El=— 4.1-4
") Bl= (414)

Die Gleichungen der Elektrostatik:

VxE=0 (4.1-5)
aV-E=p (4.1-6)
E=-V¢ (4.1-7)
= (4.1-8)
o
1 p(r) s

o(r) = Tnes /v e F’\d 7 (4.1-9)

Gy L p() (F—7") 5,
E(r) = Tnes /v e d°r (4.1-10)

elektrischer Punktdipol (Abbildung 4.1), beschrieben durch Dipolmoment:
Iz [p] = Asm (4.1-11)
Raumladungsdichte p einer Dipoldichte P

pp(F) ==V - P (4.1-12)
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Dipoldichte P eines Punktdipols p, auch Polarisation genannt:
P = 56®) (7 — p)
Ladungsdichte allgemein:

p(F) = ps(F) = V- P(¥)

Einfiihrung der Hilfsgrofie 5, auch dielektrische Verschiebungsdichte genannt:

50V~Eﬂ:pf—V‘13
= V(€0E+ﬁ):pf
Hf_/
b

= V'ﬁ:pf

Kraftdichte f und Kraft F einer Ladungsverteilung p im Feld:

f=pE
F= pEdST
1%
Kraft auf Punktladung:
F=qE

Kraft auf einen Dipol:

Fp=(p-V)E

T=Fp

Drehmoment eines Dipols:

T=rpx (7-V)E| + P E(7p)
F=Fp N—_——
N~ Drehung um eigenen Mittelpunkt

Drehung um Ursprung

Energiedichte des elektrischen Feldes:
Wel = %50E2
Ubergangsbedingungen:
tangential:
i X (El — Ez> =0
normal:

P < b D > ~ Joy wenn eine Oberflichenladung existiert
! ’) 70 sonst
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(4.1-13)

(4.1-14)

(4.1-15)

(4.1-16)

(4.1-17)

(4.1-18)

(4.1-19)

(4.1-20)

(4.1-21)

(4.1-22)

(4.1-23)
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o7

Abbildung 4.1: elektrischer Dipol mit Dipolmoment p’

4.2 Zusammenfassung magnetostatisches Feld

Strom:
I Il=A

Beispiel Kirchhoff’sche Regel:

ZIK:()
K

Stromdichte:
-, //d]// o
I = A b= m2

magnetischer Feldvektor:

Vs
m?

B(7) [B] =

Die Gleichungen der Magnetostatik:

M%Vxézj
V-B=0
B=VxA
V-A=
V x B=-VA

R

g Ho .;(F,) 3./
Ay =2 <
) 471'/V|F—F’\dr
F(t P
):ggLJU)XU ™)

B
= ) e

!

magnetischer Punktdipol (siche Abbildung 4.2):
m [m] = Am?
Stromdichte einer magnetischen Dipoldichte M, auch Magnetisierung genannt:

jM:VXA7[
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(4.2-24)

(4.2-25)

(4.2-26)

(4.2-27)

(4.2-35)

(4.2-36)
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Dipoldichte M eines Punktdipols m:
M = mé® (7 — p)
Stromdichte allgemein:
J) =] (M) +V x M
Einfiihrung der Hilfsgrofie H:
1 Lo .
—VxB=j;+VxM
Ho
1~ o~ .
= Vx(—B-M)=j;

Ho
—_———

H
= VXﬁ:jf

Kraftdichte f und Kraft F auf einen Teststrom J im Feld:

Kraft auf einen Dipol m:

F:v(m.é)

F=Fp

Drehmoment auf einen Dipol i:

T=rpx ¥ (- 5)|

T=Tp

Drehung um den Ursprung
Energiedichte des magnetischen Feldes:

1 =
Wy = — B2
200

Ubergangsbedingungen:

tangential:

. _, im N Ifall
ﬁx(H17H2>:{O im Normalfa

k ¢ wenn Oberflichenstrome flielen

normal:

ﬁ(é]—gz) :0

Drehung um den eigenen Mittelpunkt
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(4.2-37)

(4.2-38)

(4.2-39)

(4.2-40)

(4.2-41)

(4.2-42)

(4.2-43)

(4.2-44)

(4.2-45)

(4.2-46)

(4.2-47)
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m
i I

Abbildung 4.2: magnetischer Dipol mit Dipolmoment 17

4.3 Die HilfsgréBen D und H

Die beiden Hilfsgrofien D und H unterscheiden sich in ihren Definitionen vor allem in
einer Eigenschaft sehr grundlegend. Die Polarisation P wird zur Bildung des D-Feldes
zum elektrischen Feld addiert, wohingegen die Magnetisierung M zur Bildung des H-
Feldes vom magnetischen Feld subtrahiert wird:

D=cyE+P

_, 1 = -

H=—B-M
Ho

Was das physikalisch bedeutet kann man besser an den beiden folgenden Maxwell-Gleichungen

erkennen:

60V~E:pf—V~15

1 L. .
—VXxB=j;+VxM
Ho

An diesen beiden Gleichungen erkennt man den gravierenden Unterschied: bei polarisier-
baren Materialen im elektrischen Feld = E wird dieses kleiner (negatives Vorzeichen), im
Gegensatz zu magnetisierbaren Materialen im magnetischen Feld = B wird dieses groBer
(positives Vorzeichen).

Das bedeutet also, wenn man ein magnetisierbares Material ins magnetische Feld ein-
bringt, dann verstarkt sich die Feldenergie, wenn man aber ein polarisierbares Material
ins elektrische Feld einbringt, dann schwicht es die Feldenergie ab.

In der Realitdt hat dies eine Auswirkung auf die Art der elektrischen Maschinen, die
man baut und verwendet. Aufgrund der oben genannten Griinde werden elektrische Ma-
schinen auf der Basis magnetischer Phanomene realisiert. Es ist einfach ein Material ins
Feld einzubringen, um dadurch die Energie des Systems zu erhthen. Eine entsprechende
Moglichkeit gibt es fiir eine Maschine elektrischer Natur nicht. Auch hat man bei Maschi-
nen auf der Basis magnetischer Phénomen die Moglichkeit, das Feld dadurch zu erhéhen,
indem man ein paar Stromwicklungen mehr verwendet. Im Falle einer elektrischen Ma-
schine miifite man es irgendwie schaffen, mehr Ladung hin- und herzuschaufeln. Das das
schwierig ist, soll folgende Skizze einer eventuell moglichen Maschine elektrischer Natur
darstellen.



4 Zusammenfassung statischer Feldprobleme

Abbildung 4.3: Maschine auf der Basis elektrischer Phianomene
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5 Losungsmethoden fiir die Feldgleichungen
5.1 Allgemeine Losungsmethoden

Aufgrund der Ahnlichkeit der Feldgleichungen der Elektrostatik und der Magnetostatik
wird hier vor allem auf Beispiele der Elektrostatik eingegangen. Die zu losenden Glei-
chungen der Elektrostatik lauten:

Aus der zweiten Gleichung findet man den Ansatz
E=-Vo
und damit die Poisson-Gleichung:
—£Vi¢=p

Die Poisson-Gleichung wird dann durch das Coulomb-Integral gelost:

1 7
o() = A7) gy
dreg Jy |7 — 7|

Viele elektrostatische Problemstellungen sind mit Hilfe dieser Gleichungen beschreibbar
und losbar. Es gibt jedoch auch viele andere mathematische Methoden, mit welchen
Problemstellungen angegangen werden koénnen. Einige davon werden in den néchsten
Kapiteln vorgestellt.

5.2 Das Potential einer geladenen Kugel

=

Abbildung 5.1: geladene Kugel mit Radius R
Gegeben sei eine Kugel mit der Ladungsdichte pso (Abbildung 5.1). Gesucht sei eine

Beschreibung durch ein Feld. Um das Problem zu vereinfachen, werden zunéchst folgende
Annahmen gemacht:

e Das Problem ist statisch = % — 0
e s treten keine Strome auf = j — 0

e Es gibt weder Polarisierung noch Magnetisierung = P=0und M =0
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Daraus folgen die vereinfachten Maxwell-Gleichungen fiir dieses Beispiel:

80V'E:/)f0
VxE=0
_ 5.2-1
iV><B:0 ( )
Ho
V-B=0

Aus der dritten und vierten Gleichung erkennt man, daf§ das magnetische Feld B das des
Vakuums ist, d.h. das elektrisches Feld E und das magnetische Feld B sind entkoppelt.
Aus der ersten und zweiten Gleichung kann man die Poisson-Gleichung herleiten (siehe
Kapitel 5.1):

—20V26 = ppo (5.2-2)

Setzt man die gegebene Raumladungsdichte ein, so erhélt man:

r<R
—eoVio = {péo r>R

Aufgrund der Kugelsymmetrie des Problems und der zu erwartenden radialen Abhéngig-
keit von ¢ = ¢(r) kann der Laplace-Operator wie folgt ausgewertet werden:

10 0
v? = (22
¢ TQBT(T or )
Daher erhilt man als Losung:
10 9 19} Lo r<R
‘ﬂﬁ5“5>*{o P> R
0,,0 . fppr? r<R
= _EOE(" agb) - { 0 r>R
. rzﬁ _ topri+a <R
o o Co r>R 593
L0, [toeres r<R :29)
9" 2 r>R
—eod = o1t — S+ ¢y r<R
0 -2+ r>R
b= —pprt A -2 <R
a = r>R

Da aufgrund von Stetigkeit bei r = 0 keine Polstelle auftauchen darf, mufl die Konstante
c; = 0 gewdhlt werden. Im Unendlichen muf} das Potential verschwinden, und daher:

87— 00) =0
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gelten. Aus dieser Bedingung lift sich die Konstante ¢; bestimmen:

o (r — o0) = lim (2—0—4) =0

r—oo \ €T £0
Cy
=——=0
€0

FaBt man die Ergebnisse zusammen, so erhilt man:

1 2 e
6= _prf”_ﬁ r<R
£ r>R

TEQ

Als eine weitere Randbedingung kann angenommen werden, daff am Rand der Kugel
keine freien Ladungen auftreten konnen, deshalb mufl gelten:

(20F () — 2o (BY)) -8 =0
= — 80%@ (R_) + 50%¢ (R+) =0

Setzt man dies in die 4. Zeile von 5.2-3 ein, so ergibt sich:

&)

R?
1 3

=Cy = g,OfoR

1
ZpmR =
3Pfo

Damit erhilt man:

1 2 c3
5= f@lpmrﬁ;ﬁ r<R
3o PIO r>R

Zur Bestimmung der verblicbenen Konstanten ¢ wird die Ubergangsbedingung am Rand
der geladenen Kugel betrachtet. Dort mufl gelten:

O(R™) = o(R")
Setzt man dies ein, so erhdlt man:
1 . C3 1
o RZ S R2
660 pso =N 35() Pro

1
=3 = *§Pf0R2

Damit erhélt man das Potentials der geladenen Kugel:

(5.2-4)

L —%pﬂﬂz + ﬁpfoRZ r<R
¢ = 1, R’ “R
35[)pf0 T r ’
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5.3 Methode der Spiegelladung

Zur Losung vieler elektrostatischer Probleme dient das Coulomb-Integral:

L 1 p") s
- d 5.3-5
) = ey | =71 U7 (5:55)

Trotzdem ist eine explizite Berechnung nicht immer méglich, da Ladungen von Feldern
verschoben werden konnen. Dies fithrt auf den Begriff des Leiters. Befindet sich zum Bei-
spiel eine Ladung p(7) vor einer metallischen Wand, so kennt man nur die vorhandene
Ladung p(7), aber nicht die Ladungsverteilung auf dem Metall. Aufgrund der Leitfihig-
keit von Metallen kénnen freie Ladungstriger verschoben werden und so eine unbekannte
Ladungsverteilung auf dem Leiter einstellen. Damit kann das Coulomb-Integral nicht
mehr so einfach verwendet werden. Man stellt sich nun die elektrostatische ”Welt“ aus
Ladungen und Metallen vor, dabei ist dann iiblicherweise die Ladungsdichte praqung be-
kannt, und pyjetan zunéchst unbekannt. Wichtig ist dabei, wie die Ladung pyetan wirklich
aussieht.

Zunéchst muB aber noch klar gestellt werden, daff das Modell des Metalls, das eines
idealen Leiters ist. Somit ist der Leiter im Inneren feldfrei. Daher ist das Potential ¢ im
Leiterinneren konstant und ebenso auf der Oberfliche. Deshalb spricht man bei Metal-
loberfliichen von Aquipotentialfliichen. Weiterhin steht das elektrische Feld E am Rand
senkrecht zur Oberfléche.

Zur Beschreibung verwendet man daher das folgende Modell:

—eoVp=p fiir alle Nichtmetallgebiete

5.3-6
®|Rana = const. = 0 auf allen Metallen (5.3-6)

Die nachfolgend vorgestellte Methode zur Berechnung des Potentials dient lediglich als
Hilfsmittel zur Berechnung und entspricht nicht der Realitdt im Leiter. Das Beispiel in

Metall fiir x < 0

Abbildung 5.2: Punktladung +@) vor einer geerdeten metallischen Wand

Abbildung 5.2 beschreibt eine Ladung, die am Punkt 7y = ¢, sitzt, die Randbedingung
ist mit ¢ = Pnetan gegeben, welches die Poisson-Gleichung erfiillt:

—eV=p=Q- -39 (F—7y) (5.3-7)
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Neben der komplizierten mathematischen Losung des Coulomb-Integrals gibt es nun noch
eine weitere komfortablere Moglichkeit, ndmlich die Methode der Spiegelladung oder das
Spiegelladungsprinzip.

Man wihlt den Ansatz:
gesuchtes Potential = Potential (gegebene Punktladung) + Potential (Spiegelladung)

Man setzt im Metall eine fiktive zweite Ladung an, welche die Randbedingung am Metall
beziiglich der Ladungsverteilung im freien Raum darstellt. Im Falle einer Punktladung
vor einer ebenen Wand dient dazu eine gleich grofie Punktladung im gleichen Abstand
auf der anderen Seite der Wand, jedoch mit umgedrehten Vorzeichen (siche Abbildung
5.3). Diese so genannte Spiegelladung liefert auf dem Rand genau den gleichen Betrag
des Potentials, nur mit dem umgekehrten Vorzeichen. Addiert man beide Anteile auf, so
ergibt sich das gesuchte Potential am Rand.

_ ‘Q +Q
—XQ gz +x Q €Z
Metall freier Raum

Abbildung 5.3: Prinzip der Spiegelladung

Fiir das Beispiel in Abbildung 5.2 lautet demnach die Losung nach dem Spiegelladungs-
prinzip:
1 Q o
m(m_m) fir z >0
= (5.3-8)
0 fiir £ < 0

Es wurde also wie zuvor beschrieben, symmetrisch zur Kante der metallischen Wand (bei
x = 0), eine zweite Ladung —@Q am Ort —z¢ angenommen (siche Abbildung 5.3). Durch
Supersosition der Potentiale beider Ladungen ergibt sich das Gesamtpotential fiir den
Raum z > 0 (siche Abbildung 5.4). Fiir x < 0 gilt aufgrund der Stetigkeit des Potentials
¢ = 0. Die Spiegelladung ist also wirklich nur eine fiktive Ladung im Metall, die nur in
nichtmetallischen Gebieten wirkt.

In kartesischen Koordinaten lautet das Ergebnis fiir > 0:

b @ 1 B 1 (
Do \ Ve —wqP P+ 2 el v+ ’

Nun kann man noch die tatséchlich induzierte Ladungsverteilung auf dem Rand des
Metalls berechnen. Diese Ladungsverteilung ist nicht automatisch vorgegeben, sondern

3-9)
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Metall fiir < 0

Abbildung 5.4: Potential und Feld einer Ladung @ vor einer metallischen Wand

kann nur durch eine Losung des Potentials oder des elektrischen Feldes im Nachhinein
angegeben werden:

- <50E1 — €0E2>

)
=€, - 5051 =0y
J
= — 80—O =
z=0 (5.3-10)

- Q (z —2g) B (x+zq)

Am x—xQ Tyt a2 \/(:c+:vQ)2+y2+223 o
=0f =

,/x +y? +z2

Aus diesem Ergebnis kann man nun noch die Gesamtladung auf der Metalloberflache
berechnen. Da es sich um eine Flichenladung handelt, die symmetrisch in der y — z-
Ebene liegt, werden spezielle Polarkoordinaten eingefiihrt:

y={¢cosp
z=¢siny
dydz = &dédy (5.3-11)
£:0...00
p:0...2m

-
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Mit diesen neuen Koordinaten ergibt sich die Gesamtladung auf der Metalloberflache:

Qr = dydz

N m
- " /% L cacap

x +£2 (5.3-12)
1
= —QIQZW _—
2 \ Ty +& 0
=-Q

Leider ist die Methode der Spiegelladung nicht universal anwendbar, sie unterliegt fol-
genden Einschrankungen:

e korrekt nur fiir exakt gerade Fliche
e oder andere hochsymmetrische Anordnungen (Ecke, Kugel, Zylindermantel)

e trotzdem anwendbar, wenn der Abstand der Punktladung klein gegen die Kriimmung
der Fliiche ist

Auch komplexere Ladungsverteilungen sind zur Berechnung mit dieser Methode geeignet,
sofern die Bedingungen vorher eingehalten werden. Vorstellbar sind daher auch Linienla-
dungen oder Dipole vor einer metallischen Wand.

Ein weiteres Beispiel wére ein geladenes Teilchen, welches sich in einer metallischen Rohre
(siehe Abbildung 5.5) bewegt. Die Uberwindung der Spiegelladungsanziehung wiirde zur
korrekten Berechnung der Austrittsarbeit fiihren.

Metallrohre

Abbildung 5.5: Elektron in metallischer Rohre

Allgemein kann man fiir eine beliebige Ladungsverteilung p (77) vor einer Metallwand in
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der y — z-Ebene formuliert werden:

¢ (79,2 47r50/ / / \/ AR 2 4/ dy’ do’

TP+ (g -y + (- )

47T50/ / / \/ /)(T v,7) ; dz' dy’ da’

(z+a) +y—y) +(z—2)

(5.3-13)

Wenn man will, kann man dieses Integral auch mit Hilfe einer Greenschen Funktion
ausdriicken:

S NN e

)+ y—y) + (2= 2)

1
- p(ay, ) d2 dy da

Vo) + -y + (-2

:/ / / G(z,y,22",y,2) p 2,y ) 4 dy da

Die Greensche Funktion G (z,vy, z,2/, 1/, 2') beschreibt dabei die Antwort des Halbraumes
auf die Ladungsverteilung p (2/,y/, 2').

(5.3-14)

Ein anderes, einfach zu berechnendes Beispiel ist die Spiegelung an der metallischen
Kugel. In diesem Fall bringt man im Kugelinneren eine geeignete Spiegelladung an, so wie

AR

Abbildung 5.6: Spiegelung an der Kugel

dies in Abbildung 5.6 dargestellt ist. Addiert man die Potentiale der gegebenen Ladung
@ und der Spiegelladung @’ auf, so ergibt sich das Potential:

1 Q1 Q

" dneg|T— gl  Ameq|T— 7]

(5.3-15)

Am Rand der Kugel gilt dann:

1 1 '
0= 9@ @ (5.3-16)
dmeo |[R — 7| 4AmE0|R — 1|
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Der Vektor R beschreibt dabei Punkte auf der Kugeloberflache. Durch Auswerten der
Gleichung an zwei ausgewihlten Punkten, erhilt man die Losung fiir 7, und Q.

Nimmt man an, dafl die beiden Ladungen auf der z-Achse liegen, so ergibt sich fiir die
beiden Gleichungen folgende Darstellung:

1 1 !
6= e 1@ (5.3-17)
dmeg |7 = 1qe;|  4meo |17 — 1)
10 1 q

= — — 5.3-18
Ameo |R —rqé,| 470 |R — 1) é,] ( )

Wihlt man fiir die beiden speziellen Punkte zur Bestimmung der gestrichenen Variablen
Ry = Ré,

und
R, = —Ré,

so erhilt man zwei Gleichungen zur Bestimmung von 74 und Q”:

1 Q 1 Q'
" Adreg |RE, — TOE, T dre RéE, — 1r}€,
0 16 = rgfal ol ot (5.3-19)
1 Q 1 Q

dmeg | — R, — roé,| " dre, | — Re, — 7”(’351|

Diese ergeben sich nach einer kurzen Umformung zu:

0 Q
\/(R —r0)° \/(R - rc’g)Q
Q _ Q'

V@R r? (R r)

Lost man beide Gleichungen nach @ auf und setzt sie gleich, so erhélt man:

B (B

V(R N VR +r)
R_T,Q, R-‘FTQ
TRy, T TRt

Fiir den Fall des positiven Vorzeichens erhélt man:

TH="q
Setzt man dies in eine der Gleichungen 5.3-19 ein, so erhédlt man

Q'=-Q
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Da diese Losung fiir die Spiegelladung nicht innerhalb der Kugel liegt und auferdem
die gegebene Ladung neutralisieren wiirde, kann es sich nicht um die gesuchte Losung
handeln. Deshalb muf}

R*’I'Q _7R+7’Q

R—r4 R+ T

zum Ergebnis fiihren.

Multipliziert man diese Gleichung aus, so erhélt man:
R2

g

<
O~

Setzt man dies in die erste der Gleichungen in 5.3-19 ein, so erhélt man:

()

Q= 0
(R—rg)’
0 %(TQ_R)Z

R—rq)’

—

Il
Q

I
H_
)

| =

<

Q

Durch erneutes Einsetzen erkennt man, dafi nur
Q' =Xt
rQ

die Losung sein kann, damit das Potential auf der Kugeloberfldche gleich Null ist. Damit
erhdlt man das Potential einer Punktladung vor einer metallischen Kugel mit:

0 fir »<R

P | | e R
T=TQ ‘FQ‘F*V}Q ‘Q|
Q| |"@

5.4 Poisson-Gleichung auf berandeten Gebieten

Gegeben ist im Allgemeinen ein Gebiet V' mit dem Rand 0V (siehe Abbildung 5.7). Von
diesem sei die Ladungsverteilung p im Inneren bekannt. Weiterhin gilt eine Randbedin-
gung. Mogliche Randbedingungen wéren z.B. eine

e Dirichlet Bedingung:

d) = (/)‘Rand (54—20)

(&
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ov

Abbildung 5.7: Volumen mit Oberfléiche

e oder eine Neumann Bedingung:

1o}
= 421
0n¢|Ra a=70 (5 )

Ebenfalls soll das Potential ¢ im Unendlichen verschwinden:
O(F— o0) =0 (5.4-22)

Bei der Uberlegung der Randbedingung darf nicht vergessen werden, daf das ” Unendli-
che® zum Rand gehort.

Abbildung 5.4 in Kapitel 6.2 zeigt eine mogliche Situation, den Spezialfall einer Punkt-
ladung vor einer metallischen Wand.

Zu dieser allgemeinen Formulierung der Aufgabenstellung wird im Folgenden gezeigt,

1. es gibt eine Losung und

2. es gibt keine weitere Losung.

Das heift, im Folgenden werden Existenz und Eindeutigkeit gezeigt (siche Kapitel 5.5).

Problem: Losung im konkreten Fall ausrechnen = verschiedene Losungsverfahren

Wendet man sich nun dem Beispiel aus Abbildung 5.9 zu, ist die zweidimensionale
Laplace-Gleichung zu l6sen:

V=0
9?2 9?2 (5.4-23)
(@Cﬁ + 87‘1;2(?) =0

Hierzu bieten sich verschiedene Moglichkeiten zur Erarbeitung der Losung an. Zum einen
kann man das Problem zeichnerisch l6sen. Ebenfalls ist es moglich, die Losung fiir einen
bestimmten Bereich zu bestimmen. Prinzipiell kann man versuchen, das Problem exakt
zu losen, allerdings ist es in der Praxis meifit kompliziert und fiithrt auf unbekannte
Funktionen. Daher entwickelt man in letztem Fall die Funktionen in unendliche Reihen.
Eine andere Methode zur exakten Losung ist mit Hilfe der konformen Abbildung (z+iy =
z) gegeben. Als letztgenannte Methode sei die Numerik erwihnt, die auf Programme wie
Mathematica, Mathlab oder MAFIA zuriickgreift.

Aufgrund dieser vielen verschiedenen Losungsmoglichkeiten wird nun die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung gezeigt.



5 Ldosungsmethoden fiir die Feldgleichungen 133

5.5 Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Dirichlet-Probleme

Gegeben ist das Gebiet V' mit dem Rand 0V'. In V' ist eine Ladungsdichte p gegeben, und
auf OV ein Randwert ¢g. Dieses Problem kann mit der Poisson-Gleichung gelost werden.

*50V2¢ =p
¢‘R,and = ¢R

Zuerst soll die Eindeutigkeit gezeigt werden. Nimmt man an, dafl das Poisson-Problem
zwel Losungen ¢ und ¢9 hat, miiiten diese die Poisson-Gleichung wie folgt 16sen

(5.5-24)

—oV2h1 =p
oV =4 (5.5-25)
—eViga=p
Aufgrund der Linearitit der Poisson-Gleichung ergibt sich durch Subtraktion:
= 0V (2 — ¢1) =0
coV*™ (g2 — 1) (5.5-26)
o
Fiir die Randbedingungen muf3 daher gelten:
b1lRand = PR
b2lrand = PR
= ¢2|Rand — @1|Rana = 0 (5.5-27)
N————
0¢|Rana
5¢‘Rand =0

Man erhélt somit das Gleichungssystem:
~V*%9=0
6¢|Rand =0

Zunéchst multipliziert man diese Differentialgleichung mit d¢ und integriert iiber den
gesamten Raum:

0=— / SpV25¢ dr (5.5-28)
v
Mit dem vektoranalytischen Zusammenhang
V- (6¢V6¢) = Vép - Vd — 6¢V25¢ (5.5-29)

kann das Integral umformuliert werden. Mit Hilfe des Green’schen Theorems erhélt man
dann:

- _ . 3 . 3
0= /Vv (5¢v5¢)dr+/vv5¢ Ve dPr

—— [ soveg d¥+ / (V50)2 &% (5.5-30)
oV VS~~~
>0
=0, wegen RB
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Der Oberflichenterm verschwindet, weil d¢ am Rand vorgegeben ist. Da der Term (V&b)z
immer grofler gleich null ist, muf} gelten:

Vép =0 (5.5-31)
Daraus ergibt sich wegen der Randbedingungen
0¢ = const. =0
und damit fiir die beiden Losungen ¢ und ¢s:
1= ¢ (5.5-32)

Die Poisson-Gleichung liefert demnach, wenn iiberhaupt, eine eindeutige Losung. Es exi-
stiert also maximal eine Losung.

Nun gilt es noch, die Existenz der Losung zu zeigen, d. h. das Problem
—50V2¢ =p
¢‘Rand = ¢R

hat (mindestens) eine Losung. ¢ ist eine solche Losung.

(5.5-33)

Zum Beweis, dafl dieses Problem mindestens eine Losung besitzt, wird eine Extremwert-
aufgabe formuliert. Methoden zur Charakterisierung von Feldern durch Extremalprin-
zipien basieren auf der Variationsrechnung. Bekannt ist, dafl jedem Feld eine Energie
zugeordnet ist:

W= / (1501527/@) d*r = / (lso(wb)tp@) d*r (5.5-34)
v 2 v\2

Dieses Energiefunktional setzt sich aus der Feldenergie %8052 und der potentiellen Ener-
gie p¢ zusammen. Man kann zeigen, daf der Potentialverlauf, bei dem sich das Minimum
der im Feld gespeicherten Energie einstellt, der Losung des Potentialproblems entspricht.

Angenommen ¢ sei die Losung, dann werden nun benachbarte Funktionen der Form
® + \® betrachtet. ® ist dabei eine Storung beziiglich der Losung ¢. Fiir A = 0 erhélt
man wieder die ungestoérte Funktion. Aus der Dirichlet Randbedingung ®|sy = Prand
ergibt sich fiir die Storung ® die Randbedingung:

@\3‘/:0

Setzt man dies in die allgemeine Gleichung fiir die Energie W ein, so ergibt sich:
1 L N\2 -
W= / [—eg (V(<1> + /\<I>)> —p <<1> + A@)} &= f(N) (5.5-35)
v 12

Dabei wurde beriicksichtigt, dafl mit E=-Vd gilt:
E? = (V)®

Wertet man diese Gleichung weiter aus, so erhilt man die Energie als Funktion von f(\).
Es muf nun gezeigt werden, daf f(\) ein Minimum hat, wenn die Poisson-Gleichung gilt
(sieche Abbildung 5.8). Fiir f(\) gilt:
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Abbildung 5.8: Minimum der Feldenergie

fN) = / [EEOVQ-W—,@] &r+ / [EO)\V@Vi)—p)\(i)] d*r
14 2 v
+/ lgov(vé)zd%
v 2

= a4+ b\ + c\?

b2 b\?
:af&ch(/\Jr%)

Dabei handelt es sich um eine Parabelgleichung. Der Scheitelpunkt dieser Parabel liegt
bei % Wie zu Anfang erwdhnt, muf nun das lokale Minimum fiir A = 0 auftauchen,
damit ¢ die Losung des Problems darstellt. Durch eine separate Betrachtung von a, b

und ¢ kann dieses geforderte Ergebnis tiberpriift werden.

Der konstante Ausdruck a — % ist fiir ein lokales Minimum unerheblich. Die Variable ¢
muf positiv sein, dies gilt, da (Vi)z immer grofler gleich Null ist. Und fiir die Variable b
muf} b = 0 gefordert werden, damit keine Verschiebung der Parabel auftaucht und A =0
das lokale Minimum darstellt. Dies ist erfiillt, da gilt:

b:/ [EOV@VCB —pé] d&*r
v

_ / [eov?ad + V(e vad) — pd]
JV

oV

= / D (50V2D — p) dPr +/ oVOP d?7F =0
\% —/_/
—————/ ™
=0, wegen RB

Damit ist gezeigt, dafl die Energie W genau ein Minimum bei A = 0 besitzt. Die Losung
dieses Minimums ist ® mit:

—£oV20 =p (5.5-37)

Damit ist gezeigt, daf eine Losung existiert. Mit dem Beweis, dafl nur eine Losung existiert
sind damit Existenz und Eindeutigkeit gezeigt.
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5.6 Das Neumann Problem

Dieser Aufgabentyp ist durch die Poisson-Gleichung und einer Ableitungsbedingung am
Rand gegeben:

—eoVip=0p inV (5.6-38)
0
- V¢|av = 8—¢‘5)V = V/ auf OV (56—39)
n
Dieser Aufgabentyp hat Losungen, die sich nur um Konstanten zur Losung des entspre-
chenden _‘Dirichlet-Problems unterscheiden. Er fiihrt also auch auf ein eindeutiges Feld,
da gilt £ = —V¢. Eine spezielle Losungsmethode fiir Probleme dieser Art kann nicht
angegeben werden. Die Methoden die bei der Berechnung von Dirichlet-Problemen zu
einem Ergebnis fithren, funktionieren auch hier. Die Randbedingung kann iiber die Uber-
gangsbedingung
ﬁ‘ <E1 7Eﬁ2> |3v = O'f
=i (Vo1 = Va) oy = oy
ausgewertet werden.

Existenz und Eindeutigkeit kénnen auf analoge Weise zum Beweis beziiglich des Dirich-
let Problems gezeigt werden. Der Unterschied ist lediglich, dafl die Oberflichenintegrale
wegen a%(;(I’\Rand = ... verschwindet.

5.7 Aquipotentialflichen und Feldlinien einer Ladungsverteilung

Aquipotentialflichen sind Flichen konstanten Potentials im betrachteten Raumgebiet.
Mit der Bedingung

o(F)=c (5.7-40)
hilt man das Potential fiir verschiedene Werte ¢ fest und erhélt dann eine Bedingung zur
Berechnung der zugehérigen Fliche.

Zur Berechnung der Feldlinien des Vektorfeldes A verwendet man die Bedingung:
di x A=0 (5.7-41)

Diese Gleichung beschreibt ein Stiickchen Weg dr entlang der Feldlinie und setzt durch
die Kreuzmultiplikation mit dem Feld A alle Richtungsanteile senkrecht zur Feldlinie zu
Null. Damit lauft der Ausdruck dr’ entlang der Feldlinien und man erhélt eine Bedingung
zur Berechnung der Feldlinien.

Eine etwas giinstigere Bedingungsgleichung zur Berechnung der Feldlinien lautet:

dr(s) =
A= 5.7-42
EP 0 (5.7-42)

Diese Bedingung zeigt sofort die Eigenschaft einer Linie, daff sie ndmlich nur von einem
Parameter abhiingt. Beide Gleichungen bedeuten aber das gleiche.
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Durch Auswerten dieser Ansétze erhélt man dann Bestimmungsgleichungen, mit denen
man dann die Aquipotentialflichen und die Feldlinien konstruieren kann.

Beispiel: Gegeben sei eine Punktladung @ im Koordinaten-Ursprung.

Nach der Berechnung in Kapitel 2.4.1 erhélt man fiir diese Anordnung das elektrostatische
Potential

1
) = —= 5.7-43
6() = (57-43)
und das elektrische Feld
= Q 1,
E = 5.7-44
r 4meg r? ( )

Zur Berechnung der Aquipotentialflichen setzt man nun das Potential gleich einer Kon-
stanten c:

L1Q )
= A 745
6(7) = = (5.7-45)
Durch Auflésen nach 7:
1 Q
r= —
dmeg ¢ (5.7-46)
= const.

erhiilt man die Aquipotentialflichen mit konstantem Radius 7 und beliebigen Winkeln 1
und ¢, also Kugeloberflachen.

Zur Berechnung der Feldlinien verwendet man nun den Ansatz
dF x E =0 (5.7-47)
Das Differential d7” lautet in Kugelkoordinaten
dif =€, dr + éyr dV + é,rsind dey (5.7-48)

Durch Einsetzen in Gleichung 5.7-47 erhilt man:

. 1
A7 x E = (&, dr + &yr dv + &,rsind dp) x (%ﬁg)

L oQ 1 L..Q 1 (5.7-49)
—evrmr—z dv + eyrsin ﬂmr_? d

=0

Aufgrund der Orthogonalitéitseigenschaften des Kugelkoordinatensystems erhélt man dar-
aus zwei separate Differentialgleichungen

1
7»4&7 d9=0
Meo T (5.7-50)
o, Q1
rsind——— dp =0
4dmeg T2
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die nun noch gelost werden miissen. Fiir beliebige  und ¢ erhélt man damit die beiden
Differentialgleichungen

dv =0

5.7-51
de =0 ( )

zur Berechnung der Feldlinien. Durch Integration erhélt man die Feldlinien mit Hilfe der
Bestimmungsgleichungen

1 = const. .
¢ = const (5.7-52)

Da der Radius r beliebig ist, handelt es sich nun um Linien, die konstant in 9 und ¢
sind, also Geraden, die senkrecht auf den Kugeloberflichen (Aquipotentialflichen, siche
vorher) stehen.

5.8 Losung des 2D-Potentialkastens

y
p=1V 1V

x

oI g=0v

Abbildung 5.9: Potentialproblem im Vakuum, raumladungsfrei

Das Problem des Potentialkastens, das 2-dimensionale Problem eines rechteckigen Ka-
stens ist in Abbildung 5.9 gezeigt, soll hier gelost werden. Es handelt sich dabei um eines
der haufigsten Probleme in der Elektrotechnik. Dazu ist zu losen:

Vi =0 (5.8-53)
@|Rana  vOrgegeben (5.8-54)

In kartesischen Koordinaten lautet Gleichung 5.8-53 fiir das 2-dimensionale Problem in
Abbildung 5.9 (Laplace-Gleichung):

0* 0

20T 8_3;20 =0 (5.8-55)
Spezielle Aufmerksamkeit bediirfen dabei die beiden Ecken oben, links und rechts. In
diesen Ecken stoflen zwei verschiedene Potentiale unmittelbar aneinander. Abbildung 5.10
zeigt dieses Problem auf den Ursprung projiziert.

Im folgenden Unterkapitel wird auf diese Losung eingegangen.
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5.8.1 Losung in den Ecken

¢ =1V~

=0 =

Abbildung 5.10: Potentialproblem im Vakuum, raumladungsfrei

Auch in den Ecken muf3 die Laplace-Gleichung gelost werden:
Vi =0 (5.8-56)

Zwei Aussagen beziiglich dieses Problems konnen festgehalten werden. Das Problem ist
selbst-dhnlich oder Skalen-invariant und das Potential darf nur vom Winkel abhéngen.
Zur Losung fiihrt man Zylinderkoordinaten ein.

10,0, 1P 7
Vo= (T67'¢) + r2 0p? 822

o = (5.8-57)

Fiir diesen Fall ist die z-Koordinate irrelevant (2D), deshalb lautet das zu losende Pro-
blem:

10 0 1 0
ror o or o)+ Tﬁ(b 0 (5.8-58)

Es sollen die folgenden Dirichlet-Randbedingungen gelten:

¢lp=0 =0V (5.8-59)
Plo=z =1V (5.8-60)

Der Ansatz lautet nun
o(r,) = ¢(¢) (nicht abhingig vonr) (5.8-61)

Die Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten vereinfacht sich somit zu:
—=¢=0 (5.8-62)

mit den angegebenen Randbedinungen. Die Losung dieser Gleichung lautet:

¢=ap+b
b= 02 (5.8-63)

a=-V
Vs
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Die Losung in Zylinderkoordinaten lautet somit:

2V

Diesen Ausdruck kann man auch in kartesische Koordinaten transformieren. Es gilt unter
der Anwendung von

r=+/z?+y? (5.8-65)

Y

= arctan = (5.8-66)
x
fiir die Losung ¢(z, y):
2V 1
¢(x,y) = — arctan J (5.8-67)
™ x
Unter Anwendung von E = —V¢ lassen sich aus der Losung 5.8-67 die Komponenten des
elektrischen Feldes bestimmen:
E, = ,ggzs — A
oz T 2?4+ y? (5.5-68)
0 2V oz 2

Der Betrag des E-Feldes ist damit:

2
\E| = ./E2+E5 T“’
(22 +42)?

2\/1

7 \/x? + y 7 ;

In Abbildung 5.11 sind die Aquipotentiallinien, sowie die Feldlinien des E-Feldes einge-
zeichnet. Es ist zu beachten, dafl das elektrische Feld im Ursprung gegen Unendlich geht
(siche auch Gleichung 5.8-69). Die Losung dieses Problems ist somit auch die Losung des

Potentialkastens in den Ecken, in denen die unterschiedlichen Potentiale aneinandersto-
Ben.

(5.8-69)

Aquipotentidilinien

Abbildung 5.11: Das elektrische Feld in einer Ecke des Potentialkastens
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5.8.2 Exakte Losung

Fiir den rechteckigen Potentialkasten kann eine exakte Losung gefunden werden. Diese soll
nun analytisch hergeleitet werden. Die mathematische Formulierung der Problemstellung
lautet:

82 82
50t E)—gﬂgb =0 (5.8-70)
OV fir I, II, III
A|Rana = {1\/ fir TV (5.8-71)
Als Losungsfunktion wird
1 1—1 141
U(u, v) = —(arctan(—2) + arctan(——%)) (5.8-72)
™

angenommen. Von dieser Funktion ¥ ist bekannt, dafl sie die Losung der DGL

0% 02
EEA

s0=0

ov?’

fiir —oo < u < oo und 0 < v < oo ist. ¥ ist demnach eine Losung der Poisson-Gleichung
in einem einfachen Gebiet.

Aus diesem Grund wird eine geeignete Koordinatentransformation definiert (siehe Abbil-
dung 5.12). Eine geeignete Transformation fiir die Losung dieses Problems fiihrt iiber die

(z,y)
> (u,v)
0-Punkt
(a) transformiertes (b) einfaches Gebiet

Gebiet

Abbildung 5.12: Koordinatentransformation
Jacobi Sn-Funktion. Dazu werden z und y zuerst in den Variablen u und v formuliert.

x = z(u,v)
y= vl o

Anschlieffend formuliert man den Zusammenhang der Variablen z,y und w,v iiber die
noch allgemeine Transformationsfunktion w(...) beziiglich einer konformen Abbildung:

u+ i =w(xr+iy) (5.8-74)
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Dementsprechend konnen u und v iiber den Realteil und den Imaginérteil der Funktion

w(x + 1y) berechnet werden:
u(w.9) = Relu( +iy) -
v(w,y) = Im [w(z + iy)] 4

Wie bereits vorher erwihnt stellt die Jacobi Sn-Funktion eine geeignete Transformation
fiir das gestellte Problem dar. Auf die Herleitung dieser Funktion sei hier nicht néher
eingegangen. Hier soll gelten:

w(z) = Sn(kz,m) (5.8-76)
mit den speziellen Konstanten:
k= 3,1651
(5.8-77)
m = 0,0294

Wenn W (u,v) eine Losung der Laplace-Gleichung ist, dann ist auch
(b(/l’,y) = \P(’Ib(w,y)w(x,y)) (58-78)
eine Losung der Gleichung:

o 0?

720 T ot ="

Bildet man die zweite Ableitung von ¢ nach z, so erhilt man:

8_2 782_\1/(@)2 v %@+B_\IJ@

Ox? ou? *ox Oudv dx dx ~ Ju Jx?

827@(@)2 v 8v07u+07\1182v

ov? Oz Oudv Ox dxr ~ v Jz?

Analog wird zweite Ableitung von ¢ nach y behandelt. Durch Addition der Ableitungen
nach z und y erhélt man:

0* 0*
Z U4+ U=0 5.8-79
ou? * ov? ( )
Daher erhélt man die Cauchy-Riemann-Differentialgleichung:
u+iv =w(z +1iy)

0 ou n Ov 0

—: —ti—=-w

oz dr  Ox 0Oz (5.8-80)

b (0
dy Oy Zay_l 9"

Dabei ist fiir z = x + iy gesetzt. Die Losung dieser Differentialgleichung fiihrt dann auf
die exakte Losung des Potentialproblems (siche auch Abbildung 5.13):

U(u,v) = %(arctan(l — )+ arctan(l ) (5.8-81)
u(z,y) = Re [w(z + iy)] (5.8-82)

v(z,y) = Im [w(z + iy)] (5.8-83)

x ( )
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\\\}

Abbildung 5.13: Elektrostatische Losung des 2-D Potentialkastens

5.8.3 Methode des Separationsansatzes

Eine andere Moglichkeit, das Problem aus Abbildung 5.9 analytisch zu lésen, bietet der
Separationsansatz. Zur Losung dieses Problems wird die Kantenléinge des Potentialka-
stens ohne Beschrinkung der Allgemeinheit der Losung auf Linge 1 normiert. Fiir

0? 0?
@Qﬁ + aTJQ¢ =0 (5.8-85)
wird dabei der Ansatz gewéahlt
p(z,y) = X(2)Y(y) (5.8-86)

wobei also die Funktion X nur von der Variablen z abhéngt, und die Funktion ¥ nur von
der Variablen y. Der Ansatz 5.8-86 wird in Gleichung 5.8-85 eingesetzt:

92 92

350+ 530 = XY () + X@)Y ) = 0
Eine Division durch XY liefert:

X// Y//
el
X Y

Fiir diese Differentialgleichung existiert nur, wenn beide Summanden konstant sind:

X// Y//

= —— = const. = —&? 5.8-87

e v ( )
Dadurch erhélt man zwei gewohnliche Differentialgleichungen mit den zugehorigen Losun-
gen

X" = —k*X (5.8-88)
X(z) = Asin(kz) (5.8-89)
und
Y = kY (5.8-90)
Y (y) = Bsinh(ky) (5.8-91)
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Dabei wurden die Randbedingungen bei = 0 und y = 0 bereits eingesetzt. Durch die
Berticksichtigung der Randbedingung ¢(x = 1) = 0 folgt:

X(1) = Asin(k) =0 (5.8-92)
Da der Sinus Nullstellen bei nz besitzt, wird die Gleichung durch
k=nr neN=123 .. (5.8-93)

erfiillt. Die Losungen fiir n < 0 kénnen vernachléssigt werden, da die sin-Funktion unge-
rade ist.

Wihlt man B = 1, was wegen ¢ = XY keine Beschrinkung der Losungsmenge zur Folge
hat, erhélt man
X(z) = Asin(nnz)

Y (y) = sinh(nmy) (5.8-94)

Da nun fiir jedes n € N eine Losung gefunden wurde, wird A in A,, umbenannt und es
ergibt sich aus den Gleichungen 5.8-94 fiir n die Losung ¢,

¢On = Apsin(nmz) sinh(nmry)

Jedes ¢, stellt somit eine Losung dar. Da alle moglichen Losungen gleichzeitig auftreten
konnen, ergibt sich fiir den Ansatz 5.8-86 fiir alle n:

o(z,y) = Z A, sin(nmz) sinh(nmy) (5.8-95)

n=1

Nun wird die letzte Randbedingung ¢(z,y = 1) = 1 ausgenutzt, um A, zu berechnen:

1= Z A, sin(nmz) sinh(n) (5.8-96)
n=1

Die Konstanten A,, werden nun so bestimmt, dafl die Randbedingung 5.8-96 gilt. Betrach-
tet man Gleichung 5.8-96 genauer, so stellt man fest, dafl es sich hier um eine Fourier-
Reihe handelt, fir die die Koeffizienten A, bestimmt werden miissen. Die Koeffizienten
A, sollen also so gewiihlt werden, dafl die Losung an der Stelle y = 1 erfiillt wird. Durch
Multiplikation der Gleichung 5.8-96 mit sin(n7z) und anschlieender Integration nach z
iiber das Losungs-Intervall [0; 1], erhilt man durch Ausnutzen des Aquivalenztheorems

0 firn#n

3 fir n=n

/01 sin(nmz) sin(nre)de = { (5.8-97)

die Losung fiir die Koeffizienten A,,. Die unendliche Summe iiber n reduziert sich dadurch
auf die Terme, fir die n = n gilt:

1 o 1
/ sin(nrz)de = Z/ A, sinh(nm) sin(nrz) sin(nra)de
0 o

1 . P . 0 fir n#n

{_E cos(mm:)} - ; Aj sinh(n) {f01 sin’(firz)dz =1 fir n=f
1 _ .

P (1 — cos(nm)) = 514;1 sinh(nm)
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Durch Auflésen nach Aj; erhilt man:

_ 2 2 fiir ungerade n
" 7hsinh(ar) |0 fiir geraden
_ 7msindh(m) fiir ungerade 7 (5.8-98)
0 fiir geraden
m=1,23,...

Die Gesamtlosung des Problems ergibt sich damit zu

oo 4 ) ]
B(z,y) = B Z , msm (nmz) sinh (n7y)
n=1l,nungerade (5.8_99)

> 4 . .
> BT s (@11 7) sin ((20 4+ 1) wz) sinh (20 + 1) 7y)

1

wobei jede einzelne der Funktionen V2¢ = 0 erfiillt. Ebenfalls erfllt die Gesamtlosung
auch die Randbedingung.

Als Besonderheit sei in Abbildung 5.14 das Gibbs’sche Phinomen an der Stelle ¢(z,y = 1)
angefithrt. Bricht man die unendliche Summe an einer beliebigen Stelle ab, so ergibt sich
eine Losung dhnlich der in Abbildung 5.14.

¢

Abbildung 5.14: Gibbs’sches Phénomen

5.8.4 Numerische Losung des Potentialkastens

Wie in der Vorlesung diskutiert, treffen analytische, das heifit formelméBig geschlosse-
ne Verfahren zur Feldberechnung bei komplexen Problemen schnell an ihre Grenzen.
Die Alternative sind numerische Verfahren, also die Abbildung des “eigentlichen Pro-
blems in ein “dhnliches®, das in endlich vielen Schritten eine “ausreichend genaue* Nihe-
rungslosung liefert.

Die bewufit vage Beschreibung muf§ natiirlich fiir ein konkretes numerisches Verfahren
prézisiert werden. Allgemein mu8 fiir ein numerisches Verfahren gefordert werden:

e Konvergenz
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o Konsistenz

o Effizienz
Das numerische Verfahren mufl eine Losung haben, die mit dem urspriinglichen Problem
etwas zu tun hat, und die moglichst zu berechnen ist.

Auch in diesem Unterkapitel wird die Potentialverteilung auf einem zweidimensionalen
Gebiet V, mit Vorgabe der Randwerte berechnet. Diese Berechnung ist auf den folgenden
Seiten in logische Schritte unterteilt.

oV

/

Abbildung 5.15: Potentialkasten im 2-Dimensionalen

Schritt 1: Mathematische Analyse

V=0 in V

5.8-100
Blav = vorgegeben ( )

Diese Gleichung mit der Vorgabe des Potentials am Rand ist immer l6sbar, aufgrund des
Existenz- und Eindeutigkeitssatzes (siehe Kapitel 5.5).

Schritt 2: Diskretisierung

Als erstes wird das Gebiet in einzelne Zellen eingeteilt, bzw. es wird ein Gitternetz iiber
das Losungsgebiet gelegt.

In diesem Fall wird das einfachste Gitter gewahlt, und zwar ein dquidistantes Gitter ent-
lang der kartesischen Koordinaten. Darauf mufl der Verlauf des Potentials durch die Werte
auf den Gitterpunkten und durch eine geeignete “Interpolationsvorschrift* représentiert
werden. Als numerische Verfahren, d.h. als Methode zur Berechnung der Potentialwerte
auf den Gitterpunkten soll das GauB-Seidel-Verfahren dienen. Dazu sind folgende Schritte
notwendig:

Belege die d&ufleren Punkte mit den vorgeschriebenen Randwerten

e Belege die inneren Punkte mit beliebigen Startwerten

Ersetze die Werte an den inneren Punkte Sukzessive jeweils durch die Mittelwerte
der vier Nachbarn

e Brich das Verfahren ab, sobald die Anderungen “klein genug* werden.



-
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fy

AuBere Punkte

Innere Punkte

y —
) — Kante

Abbildung 5.16: Diskretisierung eines rechteckférmigen Gebietes

An dieser Stelle sollte das numerische Verfahren konvergiert sein. In Kapitel 5.9.4 wird
gezeigt, dal das Verfahren gegen die analytische Losung konvergiert. Deshalb wird im
Folgenden mit Hilfe von Mathematica eine Losung numerisch berechnet.

Zunéchst erzeugt man ein Gitter mit 10 x 10 Gitterzellen, d.h. 11 x 11 Gitterpunkten:

MM = 10;

NN = 10;

A = Table[0, {i, 1, NN + 1}, {j, 1, MM + 1}];
MatrixForm[A]

Das Ergebnis ist eine entsprechende Matrix, die hier noch mit Nullen belegt ist (siehe
Abbildung 5.17).

000O0OO0OOOOOODGO
000O0OO0OOOOODODPO
000O0OO0OOOOOODPO
000O0OO0OO0OOOODODPO
0 000O0OOOOODODP
000O0OO0OOOOOODPQ
000O0OO0OOOOODODPO
0 00O0OO0OOOOOODPO
000O0OO0OOOOOODODPO
0 00O0O0OOOOOODODP
000O0OO0OOOOOOODPO

Abbildung 5.17: Matrix der Gitterpunkte

Ein Gitter zeichnet man mit Mathematica wie folgt:

NumericalGrid = Plot[0, {x, 0, 1},

-
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>

GridLines -> {{0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0},
{0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0}},
PlotRange -> {{0, 1}, {0, 1}}, AspectRatio -> 1, Ticks -> Falsel;
Die zugehorige Ausgabe ist in Abbildung 5.18 zu sehen. Das gewéhlte numerische Gitter,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101

2 AuBerer Gitterpunkt:
Randbedingung

| | — Innerer Gitterpunkt:
Variablenorte

4 Der Punkt ( 2=0.32 / y=0.65)
r und die zugeordneten Gitterpunkte

10

11

Abbildung 5.18: Numerisches Gitter

ist also die Zuordnung des Losungsgebietes zur Struktur einer endlichen Matrix.

Die Funktionen, die jedem Punkt des Losungsgebietes seine zugeordneten Gitterpunkte
zuweisen miissen definiert werden:

LowerIndex[z_, KK_] := Which[z <= 0.0, 1, z >= 1, KK + 1,
True, IntegerPart[z*KK] + 1]
UpperIndex[z_, KK_] := Which[z <= 0.0, 1, z >= 1, KK + 1,
True, IntegerPart[z*KK] + 2]
Mit dem Befehl
Plot [LowerIndex[z, 10], {z, 0, 1}, PlotRange -> {0, 11}, PlotPoints -> 1000]
oder mit

Plot [UpperIndex[z, 10], {z, 0, 1}, PlotRange -> {0, 11}, PlotPoints -> 1000]

kann dies veranschaulicht werden(siehe Abbildung 5.19).

Durch eine bi-lineare Interpolation wird das Potential innerhalb der einzelnen Gitterzellen
feiner dargestellt:
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Hi/Le Hi/Ri
10
8 Zys und y,s sind die auf
Yus die Gitterzelle bezogen
6 Koordinaten des Punktes
4
:EUS

2

Lo/Le Lo/Ri

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 5.20: Interpolation innerhalb einer diskreten Zelle
Abbildung 5.19: Zuordnung der Gitterpunkte

For[j =1, j <= MM + 1, A[[NN + 1, jI1] = 0.0; j++];
UnitSquareInterpolation[xR_, yR_, VLeHi_, VLeLo_, VRiHi_, VRiLo_] := For[i =1, i <= NN + 1, A[[i, 1]] = 0.0; i++];
(1 - xR)x(1 - yR)*VLeHi + xR*(1 - yR)*VRiHi + For[i =1, i <= NN + 1, A[[i, MM + 1]] = 0.0; i++];
(1 - xR)*yR+VLeLo + xRxyR*VRiLo; A[[1, 111 = 0.5;
Philx_, y_] := Af[1, MM + 1]] = 0.5;]
Module[{Le, Ri, Hi, Lo, xUS, yUS}, 1010101 101 1 1 1
Le = LowerIndex[x, MM]; 05 0.5+ Mittelwert des links- und
Ri = UpperIndex[x, MM]; R R R B R R R R R lg rechtsseitigen Grenzwertes
Hi = LowerIndex[y, NNJ;
Lo = UpperIndex[y, NNJ]; o R R R R R R I—R—0
xUS = x*MM - (Le - 1);
yUS = y#NN - (Hi - 1); 0 R=Random=Zufallswert
UnitSquareInterpolation[ 0 RR R R B ® R R B
xUS, yUS, A[[Hi, Lell, A[[Lo, Lell, A[[Hi, Rill, A[[Lo, Rilll] S O S G A A N
w™
Dabei handelt es sich um die explizite Form der Interpolationsvorschrift, wie aus den O—R—R—R—R—R—R— R—F
Werten der Matrix A die Werte der Funktion zu berechnen sind: 0
e Bestimme fiir jeden Punkt die Koordinaten der zugeordneten Zelle O R—R—R—R—R—R—R—R—F 0
e Bilde diese Zelle auf das Einheitsquadrat ab 0 R R—R—R !
e Verwende die bi-lineare Interpolation: O 0o 0 0o o 0o o 0o 0 O 0

Nun werden die Randwerte und zufillige Startwerte fiir das diskretisierte Gitter festgelegt.

In Abbildung 5.21 ist dieses dargestellt: Abbildung 5.21: Randwerte und Startwerte

Diese Funktion muf3 natiirlich noch ausgefiithrt werden, mit dem zweiten Befehl erhélt

InitializeWithStartValues := man eine Ausgabe wie in Abbildung 5.22:
Module[{i, j},
SeedRandom[4] ; InitializeWithStartValues;
For[i =1, i <= NN + 1, MatrixForm[A]
For[j =1, j <= MM + 1,
A[[i, jl] = 0.1*Random[Integer, {0, 10}]; j++]; i++]; Will man die Ausgabe zum Beispiel grau-codiert darstellen, so kann dies wie folgt gesche-

For[j =1, j <= MM + 1, A[[1, j1]1 = 1.0; j++]; hen:



5 Ldosungsmethoden fiir die Feldgleichungen 151 5 Ldésungsmethoden fiir die Feldgleichungen 152

05 1. 1 1 1 1. 1. 1 1. 1. 05 g9l . : ' -
I . X
o 03 1 08 04 08 03 07 04 0 o Schritt 3: Programmierung des Algorithmus
0. 04 09 02 05 02 01 08 04 03 O. . . —_ .
0 01 06 1 02 04 08 01 04 01 0 Zur Be.rechnung (#er PotentlaIerrte im Innerenld.es rechteckformlgen I.(astenslvnrd nun.der
0. 1. 08 09 07 04 06 03 09 1. O eigentliche Algorithmus formuliert. Zuerst definiert man die Vorschrift fiir eine Iteration,
0. 02 03 0 07 05 02 05 01 07 O. : ; ‘o ausoefi for k — 7
o 05 05 1 04 05 O o7 08 06 o0 anschlieBend wird diese k mal ausgefiihrt (hier k = 7):
0. 1. 0 03 01 09 07 04 02 08 O.
0. 03 05 08 07 09 02 01 05 09 O .
0. 0.7 02 01 04 0.7 03 0 08 02 O PerformRelaxationStep :=
00 00 0. 0. 0. 0. 0 0 0 0 O

Module[{i, j},
For[i = 2, i <= NN,

For[j = 2, j <= MM,
Abbildung 5.22: Matrix der Startwerte

Alli, 311 =
(ACML, j - 111 + ACL4, j + 111 + A[[L - 1, 311 + A[[L + 1, 311D/ 4.0;
B = Table[0.0, {i, 1, NN + 1}, {j, 1, MM + 1}] j++]1;
DisplayMatrix := i++;
Module[{i, j}, 1]

For[i =1, i <= NN + 1,
For[j =1, j <= MM + 1,B[[i, j11 =1 - ALINN + 2 - i, j11; j++1;
i++];

ListDensityPlot [B, Ticks -> False, Frame -> False]]

For[k = 1, k <= 7, k++; PerformRelaxationStep; DisplayMatrix];

Das Ergebnis kann in den Abbildungen 5.24 bis 5.27 betrachtet werden.

Durch den Befehl

DisplayMatrix

erhdlt man dann eine Ausgabe, wie in Abbildung 5.23. ]

(a) nach 1 Schritt (b) nach 2 Schritten

Abbildung 5.24: Numerische Losung

Die Losung wird sehr schnell glatt, und damit ”glaubwiirdig”, aber sie ist noch weit von
der richtigen Losung entfernt! = Immer Konvergenz iiberpriifen!

Praktisch gesehen miifite man unendlich viele Schritte durchfiihren, allerdings sollten eini-
ge tausend Iterationen ausreichen, um eine angemessen konvergierte Losung zu erhalten:

For[k = 1, k <= 2000, k++; PerformRelaxationStep];

Bevorzugt man eine Darstellung mit Hohenlinien, so kann dies natiirlich auch realisiert
werden:

FieldPlot =

ContourPlot[Phi[x, 1 - y], {x, -0.001, 1.001}, {y, -0.001, 1.001},

Abbildung 5.23: Matrix der Startwerte, grau-codiert PlotPoints —> 300,
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(a) nach 3 Schritten (b) nach 4 Schritten

Abbildung 5.25: Numerische Losung

(a) nach 5 Schritten (b) nach 6 Schritten

Abbildung 5.26: Numerische Losung
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Contours -> {0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0},
ContourShading -> False]

In Abbildung 5.27(b) kann die Zeichnung der Hohenlinien der interpolierten Losung be-
trachtet werden.

1 T

0
°$: ===
07t
£
)5}

(a) nach 7 Schritten (b) Hohenlinien

Abbildung 5.27: Numerische Losung
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5.9 Numerische Lésungsverfahren
5.9.1 Allgemeines zu numerischen Lsungsverfahren

Die Grundidee beim numerischen Losen partieller Differentialgleichungen ist die Darstel-
lung der unendlichen Informationen durch eine endliche Information. Diese Verminderung
des Informationsgehaltes zieht eine numerische Approximation nach sich. Als grundlegen-
de Schritte fiir numerische Losungsverfahren ergeben sich:

e Festlegung eines numerischen Gitters, sieche Abbildung 5.28 (Diskretisierung des
Losungsgebietes)

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

Abbildung 5.28: Numerisches Gitter mit vorgegebenen Randwerten

e Verteilung von Randbedingungen, stoffen zwei unterschiedliche Randwerte in einer
Ecke aneinander, so wird der Mittelwert der beiden Randbedingungen verwendet

e Schema zur Berechnung der inneren Werte

e Interpolation auf alle Punkte.

Als spezielles Beispiel wird hier auf das Jacobi-Verfahren eingegangen. Andere Verfahren,
wie etwa die Momentenmethode, finite Differenzenverfahren etc., fithren natiirlich auch
zu numerischen Losungen. Auf diese Verfahren soll aber hier nicht eingegangen werden.

5.9.2 Grundidee einiger numerischer Verfahren

Die Idee vieler numerischer Verfahren beruht auf der Approximation von Ableitungen. Die
erste Ableitung kann mathematisch wie folgt geschrieben werden (Differenzenquotient):

0 — lim f(x+Az) — f(z — Az)

% Az—0 2Ax

(5.9-101)
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Die zweite Ableitung lautet demnach durch erneutes Einsetzen:

o* lim [ (z+ Az) — f'(z — Ax)

=
Ox? Az—0 2A
’ . flz+2Ax) 7I2f (x) + f (x — 2Ax) (5.9-102)
= lim 5
Az—0 4 (Az)

Bezieht man dies auf die Laplace-Gleichung im 2-Dimensionalen, so erhdlt man mit h =
2Az = 2Ay eine Niherung durch die Verwendung von Differenzenquotienten:

P Lt h) =2 @)+ h)

% h2
P AN 2 W b (5.9-103)
oy? - 72

Setzt man dies zum Beispiel in die Laplace-Gleichung ein, so ergibt sich im Diskreten:
_ Okt1, + P10+ Pregp1 + Ori—1 — 4diy

V20r " =0 (5.9-104)
Als numerisches Modell wird daher die Gleichung
Orr1g + Or—11 + Orgrr + Org1 — 4dp =0 (5.9-105)

fiir alle inneren Gitterpunkte gelost. Formuliert man dies in Matrix-Schreibweise, so lautet
ein mogliches Gleichungssystem

o) b
T
M- f"’ - :2 (5.9-106)
d)nfl Tn—1

welches dann gelost werden mufl.

5.9.3 Anwendung des Jacobi-Verfahrens

Um die Differenzengleichung aus Kapitel 5.9.2 als Jacobi-Iterationsverfahren anzuwenden,
mufl man folgende Schritte befolgen:

e wihle beliebige Startwerte fiir die Gitterpunkte im Inneren des Gitters, die Rand-
werte sind bekannt (siche Abbildung 5.28)

e laufe iiber alle inneren Punkte und ersetze den Wert durch den Mittelwert der
Nachbarn ¢y = §(dri-1 + Grps1 + Gre11 + Grr1a)

e wiederhole den vorherigen Schritt, bis die Anderungen nicht mehr wesentlich sind

In Abbildung 3.14 ist eine Folge von Iterationsschritten abgebildet, welche mit dem
Jacobi-Verfahren berechnet wurden.

Wenn das Verfahren konvergiert ist, gilt fiir alle Punkte:

1
Org = Z(@k,l—l + O + Or—1g + Prr1y)
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0.500 1000 1-000 1000 0-500

0.000— 0000 0-000— 0000~ 0-000

0.000— 0000 0-000— 0000 0-000

0.000— 0000 0.000—0.000— 0000

0.006—0:600—0.000— 00000000
(a) Start

0.500— 1000 1-000— 1.000— 0-500

0.000 03440441 0387 0.000

0.000 011301 0-148—0:000

0.000— 07035 0-060—0:052—0-000

0.000—0:600—0.000 00000000

(c) nach 2 Iterationen

0.500— 100017000 1000 0-500

0.000— 0250 0-313 0-328 0000

0.000— 0063 0.0940-106 0000

0.000—0:0160:027 0:033—0:000

0.006—0:000—0:000—0-000— 0000

(b) nach 1 Iteration

0.500— 1000 17000 1000 0-500

0.000— 0419 0517 0424 0000

0.000— 01780240 0-183—0:000

0.006— 0067 0:093—0.069 0000

0.006— 0000 0-000—0-000— 0000

(d) nach 5 Iterationen

Abbildung 5.29: Das Jacobi-Verfahren in der Anwendung
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5.9.4 Konvergenzbeweis

Bei der Verwendung numerischer Verfahren, welche Potentialverldufe mit Hilfe der dis-
kreten Gleichung

1
by = 1 (Ghs1 + Pr—rg + Prigr + dri1) (5.9-107)

berechnen, stellen sich grundsétzlich die Fragen:

e konvergiert das Verfahren?

e wenn ja, wogegen?
Bei der Beantwortung dieser Fragen sind neben der Frage nach der Konvergenz auflerdem
die folgenden Begriffe zu erdrtern:

o Konsistenz

e Effizienz

In Worten ausgedriickt wird fiir das angestrebte Losungsverfahren folgendes erwartet:

Das numerische Verfahren néhert sich einer Losung, die fiir beliebig genaue Diskretisie-
rung beliebig genau ist, und das schnell. Der Jacobi-Schritt oder ein Schritt des Gaufl-
Seidel-Verfahrens betrachtet fiir einen diskreten Wert des Potentials jeweils nur 4 un-
mittelbare Nachbarn (siche Abbildung 5.30). Das Ziel ist es nun zu zeigen, daf8 diese

ki1

Q?k—l,l P ‘¢k+1,l
\

(bk,l—l

Abbildung 5.30: Jacobi-Schritt
Verfahren eine gute Naherung der Laplace-Gleichung
Vip=0 (5.9-108)
darstellen.

Motivation: Betrachte fiir eine differenzierbare Funktion ¢ den Operator

Lo =o(x,y+h)+¢(z,y —h)+ o(x +h,y) + o(z — h,y) —4o(z,y)  (5.9-109)
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Entwicklung in eine Taylor-Reihe um den Punkt h=0 liefert
¢ ¢
L= +>0+ - | B = V2ph? 9-11
® <8x2+8y2)h VZoh (5.9-110)

Offensichtlich ist dies (bis auf den Faktor h? ) die diskrete Version des Operators A = V2.
Und es gilt:

Lo =0 — ¢(z,y) = Mittelwert iiber Nachbarn

1 (5.9-111)

Wenn jeder Wert dem Mittelwert seiner Nachbarn gleich ist, entspricht dies offensichtlich
einer diskreten Losung der Laplace-Gleichung.

Frage: Fiithrt das Verfahren dort hin?
Betrachte dazu folgenden Ausdruck, gebildet aus allen Werten auf dem Gitter:

1
W = Z 5 (¢Kantcnanfang - ¢Kamcncndc ) 2 (5 9-11 2)

Kanten

Offensichtlich ist dies die diskrete Form der Feldenergie. Fiir eine beliebige Kante parallel
zur x-Achse gilt:

(br.a — bx.p)* = (d(zn + %h) — ¢(x, — %h))2
(5.9-113)

~(=-| h)*=E?
(5z] M p

Dies gilt analog fiir die Kanten parallel zur y-Achse.
Offensichtlich ist die Funktion W positiv und hat (anschaulich) ein Minimum.

Behauptung:

e Das Mittelwertschema niihert sich dieser Losung (diesem Minimum)

e Wenn es sie erreicht hat, gilt die diskrete Form der Laplace-Gleichung V2¢p = 0
Bemerkungen:

e Im Allgemeinen wird die Losung nie streng erreicht, sondern nur “ausreichend gut “

e Bemerke die Analogie zur Argumentation des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes!

Beweis: Verédnderung der Funktion bei jedem Schritt betrachten!

Wie verdndert sich das Funktional W, wenn der Iterationsschritt “Ersetze inneren Wert
durch den Mittelwert der Nachbarn* durchgefiihrt wird?

Offensichtlich sind nur solche Beitrdge betroffen, die von einer auf P endenden Kante
stammen (siehe Abbildung 5.31). Daher erhélt man nach einem Iterationsschritt:

5 Ldésungsmethoden fiir die Feldgleichungen 160

Abbildung 5.31: P und die betroffenen Nachbarpunkte
1 1
Wt =Wt =2 3T (Onaawar — 7 =5 D (Onaawar —05M) (5:9:114)
Kante an P Kante an P

Dabei ist der “Nachbar® natiirlich jeweils auf die zugehorige Kante bezogen. Numeriert
man die Kanten und die Nachbarn von 1 bis 4, gilt:

4
1
W(ncu) _ W(alt) _ 5 Z((bk _ ¢;ncu))2 _ (¢k _ (bz()alt))2
k=1
L4 (5.9-115)
L neu neu 2 al al 2
=5 D (@ = 20000 + 00 — 6 + 20000 — o)
k=1
Nun war definiert:
(new) 1 <
P =10 (5.9-116)
k=1
Deshalb erhélt man:
2
H/(neu) _ W(alt) —_9 (qb;neu) _ (b;alt)) (59_117)

Das Funktional W wird bei jedem Schnitt also verringert, auler ¢, bleibt unveréindert,
dann war aber @E,alt) bereits der Mittelwert.

Wir Koénnen also feststellen:

e Das Verfahren ist konvergent, d.h. es liefert fortlaufend bessere Annidherungen an
eine “diskrete Losung*.

e Das Verfahren ist konsistent, denn die diskrete Losung reprisentiert eine Approxi-
mation der gesuchten Losung der Laplace-Gleichung.

Ist das Verfahren auch effizient?

e Nein, bei “grofien® Problemen (d.h. bei einer hohen Auflésung) konvergiert es sehr
langsam

e Ja, denn der Programmieraufwand ist sehr gering, man kann es sogar per Taschen-
rechner “implementieren ‘.
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5.9.5 Zusammenhang des Differenzenquotienten mit der Laplace-Gleichung

In diesem Kapitel wird eine alternative Moglichkeit vorgestellt, den Differenzenquotienten
beziiglich der Laplace-Gleichung herzuleiten.

Die Laplace-Gleichung lautet in kartesischen Koordinaten im 2-Dimensionalen:

o? 02
WO'F ay 2¢ 0 (5.9-118)

Um den Zusammenhang des Differenzenquotienten mit der Laplace-Gleichung darzu-
stellen, wird zunéchst eine Beziehung zwischen den kontinuierlichen und den diskreten
Koordinaten benétigt:

b — Sk, y1)
Or1 — O(2a, yio1) = Glag, v — h)
Grisr — O(@n, Yrg1) = O(ap, i + h) (5.9-119)
i1 — d(xh-1,y) = ¢(ar — h,yr)
( (

Gey1 — O(Tri1,y) = O(ap + h,y)

Die Idee ist es nun, die Funktion ¢ an den Nachbarstellen zu ¢(zy, y;) (Gleichung 5.9-119)
in Taylor-Reihen zu entwickeln:

‘ 19} 19%
b1 = ¢z, yp — h) = d(r, y1) — ;bh + 58_?3} T
0¢ 10%
Ontar = Ol +h) = O, ) + 5o+ 5 S+
9 | 82(/) (5.9-120)
br—11 = Oz — hyyi) = ¢(zw, y1) — Eh 2012 h? —
0 10%¢
Org10 = O(@p + hyy) = o, yi) + (;bh + EﬁhQ +
Addiert man die Gleichungen 5.9-120, ergibt sich fiir die rechte Seite
) R
4y, 1) + o S h?+ o ——h*+ O(h?®) (5.9-121)

Durch die zuvor genannte Addition erhélt man demnach im Diskreten:
P, P
o2 dy?

In dieser Weise ergibt sich fiir das zweidimensionale Problem eine diskrete Approximation
des Differentialoperators V2¢. Klammert man vom zweiten und dritten Term auf der
rechten Seite h? aus, vernachlissigt O(h%) und stellt die Gleichung um, so erhiilt man:

) 02¢ Ori-1 + Ori1 + o1+ Py — 4ok, 1)

Okd—1+ Ok + Ok—10 + rir1 = Adr + ——h? +0(h?) (5.9-122)

5.9-12
0z 0y h? (5.9-123)
Die diskrete Repriisentation von V2¢ = 0 durch den Jacobi-Schritt mit
1
Ory = Z(qbk,l—l + Okt + r—1 + Drr1y) (5.9-124)
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ist demnach eine sinnvolle numerische Néherung. Fiir alle Indizes betrachtet hat man ein
lineares System zu losen. Es gibt also genauso viele Unbekannte, wie Gleichungen. Das
System ist daher losbar.

Mathematica, Maple, Mathcad und Quickfield sind komfortable kommerzielle Programme,
mit welchen man auf schnelle Weise Losungen dieser Art berechnen lassen kann.

5.9.6 Numerische Probleme

Auch im Numerischen werden Ecken betrachtet, in welchen zwei verschiedene Potentiale

o
¢

o=

o

(a) Num. Losung (b) Anal. Losung

Abbildung 5.32: Vergleich der Losung in den Ecken

aneinanderstoflen. In Kapitel 5.8.1 wurde dazu bereits eine analytische Berechnung des
Potentials in diesen Ecken vorgestellt. Abbildung 5.32 zeigt sowohl die analytische, als
auch eine sinnvolle numerische Losung. Die Stoflecke stellt immer ein Problem dar, die
gezeigte numerische Losung ordnet dieser Ecke den Mittelwert der beiden angrenzenden
Potentiale %(gzﬁnnks + Goben) zu. AnschlieBend funktioniert das hier verwendete Jacobi-
Verfahren. Jedoch ergibt sich damit fiir die Aquipotentiallinien der entsprechenden Git-
terzelle im Numerischen eine etwas andere Losung als im Analytischen siche Abbildung
5.32.

5.9.7 Komplizierte Gebiete

Fiir numerische Berechnungen, zum Beispiel fiir den Fall des Jacobi-Verfahrens, sei zusétz-
lich ein komplexes Losungsgebiet betrachtet (siehe Abbildung 5.33(a)). Eine Losung fiir
spezielle Randwerte ist in Abbildung 5.33(b) gezeigt. Auch fiir ein solches Gebiet funk-
tionieren numerische Verfahren. Oftmals ist einer der Griinde der Diskretisierung, die
Komplexitét des betrachteten Gebietes. Numerische Verfahren kénnen dann bei entspre-
chender Anwendung konvergieren und eine Losung liefern. Analytische Verfahren versagen
meist bei komplexen Losungsgebieten, bis auf in wenigen Ausnahmeféllen.
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\V/

(a) Numerisches Gitter (b) Erwartete Losung

Abbildung 5.33: Gittergleichung und Losung
5.10 Magnetisierbare Kugel im Magnetfeld

Die zugehorigen Gleichungen der Magnetostatik lauten:
1 L .
—VxB=j;+VxM (5.10-125)
Ho
V-B=0 (5.10-126)

Mit diesen Gleichungen soll nun der Fall einer magnetisierten Kugel in einem magneti-
schen Feld betrachtet werden. Zu erwarten ist, dafl die Kugel das Magnetfeld beeinflufit.
Dies soll in diesem Kapitel untersucht werden. In Abbildung 5.34 ist eine Losung skizziert,
die in einem solchen Fall erwartet werden kann.

Abbildung 5.34: Magnetisierte Kugel im Feld

Da in diesem Fall keine Strome ff flieBen, gilt fiir Gleichung 5.10-125:

1 . .
—VxB=VxM (5.10-127)
Ho

Ist es moglich, zwischen B und M einen Zusammenhang der Form

M = kB (5.10-128)
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zu formulieren, so erhélt man damit:

1 - - -
—B-M=40
Ho
7L 5 (5.10-129)
Hofbr
VxH=0
Im Inneren der Kugel gilt damit:
B = ﬂ(),“’rﬁ
VxH=0 (5.10-130)
V-B=0
AuBerhalb der Kugel gilt:
E = NOE
VxH=0 (5.10-131)
V-B=0

An den Gleichungen 5.10-130 und 5.10-131 erkennt man, dafl im ganzen Gebiet gleichférmig
gilt (auch tiber die Zonengrenzen):

VxH=0 (5.10-132)
V-B=0 (5.10-133)
An Gleichung 5.10-132 erkennt man, dafl die Tangentialkomponente ﬁtan des Feldes H

stetig isE. An Gleichung 5.10-133 erkennt man, daf} die Normalenkomponente énom des
Feldes B stetig ist.

Zur Losung dieses Problems wird nun nach Orthogonalfunktion entwickelt:
e Finfithrung eines Kugelkoordinatensystems: z,y,z — 79,9

e Schreiben der Gleichung in Kugelkoordinaten

e Entwicklung der FeldgroBien dieses Systems nach sphiirischen Harmonischen f (9, ¢)
also in das sphérische Analogon von sin und cos

o Koeffizientenvergleich ~—  Losung

Da diese Vorgehensweise etwas langwierig ist, soll nun mit einer etwas anschaulicheren
Methode eine Losung erarbeitet werden.

Aus grofier Entfernung kann die magnetisierbare Kugel durch eine Dipol genéhert werden.
Deshalb stellt man sich das Gesamtfeld als das von auien herrschende B-Feld plus dem
Dipolfeld vor.
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Das Feld des Dipols m lautet nach Gleichung 3.7-86:

= po (3m-TT oM
B = in <m75 — W) (5.10-134)

Bezeichnet man das dufiere Feld mit §07 so nimmt man das Gesamtfeld im Auflenraum
durch Addition mit dem Dipolfeld an:

L 37 - 7 — 2
B = By + M_Ow (5.10-135)
=
Im Inneren wird das Feld konstant angenommen:
B = Binen = const. (5.10-136)
Beide Ansitze erfiillen die Feldgleichungen. Im Auflenbereich erhélt man:
1 .
—VxB=0 (5.10-137)
Ho
V-B=0 (5.10-138)
Im Innenbereich gilt:
1~ - .
V x (—B — M) =VxH=0 (5.10-139)
Ho
V-B=0 (5.10-140)
~ 1 -
H= B (5.10-141)
Hoflr

Durch eine Betrachtung der FeldgroBen auf der Kugeloberfliche erhilt man fiir die Feld-
groflen:

Aufen:
S o g 3m T —rm
B=5+ A (5.10-142)
~ 1 3m -7 — r?m
H= /1—;’ + e E I (5.10-143)
Innen:
B = Binnen (5.10-144)
_ 1 -
H = Binncn (510—145)
Hoflr

Aus Symmetriegriinden erhilt man fiir das B-Feld im Inneren, daf} ginne,, und m die
gleiche Richtung haben wie By.

Als Ubergangsbedingung werden nur die Gleichungen
(Einncn - Eallﬁcn) =0 (510—146)
(Hinnen - ﬂauﬂen) x il =0 (510—147)
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betrachtet, wobei 7i der Normalenvektor der Oberfliche ist. Auf der Oberfliche der Kugel
giltmit =5 ="=¢

fo , 3m-An—m =

ﬁ " (Eix)tlcn - Bauﬁcn) = ﬁ : EU + En T n- Binncn
27 - 71 - i
ICELNUEN (5.10-148)
4m 1

= 02 =
By4 He™ B —0 (5.10-149)
™

wenn der Radius der Kugel mit R bezeichnet wird.

Fiir die Tangentialkomponente erhélt man auf der Oberfliche der Kugel:

L = By 13(m-@yi-m 1 -
n X (Hauﬁcn - Hinncn) =nX (HO + E% - MBinncn>
\ oftr (5.10-150)
nx B 17 xm 1 =
= u - 7M - 7 X Binnen
Hoftr

Bezeichnet man den Radius der Kugel wiederum mit R und zieht in Betracht, dafl das
Ergebnis fiir alle 77 gelten muf}, so erhélt man:

= e WB“’"C“ (5.10-151)
T

FaBt man diese Ergebnisse zusammen, so erhélt man fiir das Feld im Inneren:

éi[l[lell = 3#T é (510-152)
24 py
Der Ersatzdipol der magnetisiebaren Kugel lautet dann:
T Y W (5.10-153)
(2 + pr)po

Als Ergebnis kann festgehalten werden, dafl das duflere B-Feld die Kugel magnetisiert.
Dieses neu hinzugekommene Feld verstarkt das vorhandene Feld. Die Feldlinien des dufle-
ren Feldes werden dabei verschoben (siche Abbildung 5.35(c)), an der Oberfliche der
Kugel machen die Feldlinien eine Knick.

5.11 Lernziele Kapitel 5
Wissen,

1. wie man die Maxwell Gleichungen fiir eine gegebene Problemstellung vereinfacht,

2. wie die Methode der Spiegelladung funktioniert,
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A A A
(a) duBeres
B-Feld By

(c) Feld in der Nihe
der  magnetischen
Kugel

(b) Dipolfeld (Schnitt
durch eine Ebene)

Btan,a
A
Ho Bha
Btan i
Hofr
Bn,i

(d) Ubergang des Feldes an der
Oberfliche

Abbildung 5.35: magnetisierbare Kugel
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3. wann sich die Methode der Spiegelladung anwenden l&8t,
4. wie die Poisson-Gleichung fiir verschiedene Fille gelost werden kann,
5. wie sich elektrische Feldprobleme losen lassen,
6. wie man Problemstellungen mit Dirichlet oder Neumann Randbedingung 16st,
7. wie man die Methoden zur Losung fiir den 2D Potentialkasten anwenden muf,
8. wie sich magnetische Feldprobleme losen lassen.
Man sollte sich allgemeine Losungsstrategieen aneignen, nicht nur ”Kochrezepte” fiir

Spezialfille wissen und aus der Formelsammlung nicht nur ablesen kénnen, sondern auch
wissen, woher die ”Dinge” kommen.
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6 Elektrodynamik, Zusammenhang elektrischer und magnetischer Felder
6.1 Allgemeine Uberlegungen

Zur Verbindung der elektrischen und magnetischen Felder werden neben den Erkenntnis-
sen der Elektrostatik und der Magnetostatik nun folgende Tatsachen berticksichtigt:

e Strome sind bewegte Ladungen, Ladungen sind akkumulierte Strome
e Ausdriicke fiir die Zeitabhingigkeit von Feldern bendtigen das Induktionsgesetz

e Als Ausdriicke kommen nur die vektoriellen Grofien th und 2 B in Frage

Aus diesem Grund erwartet man fiir die Zeitabhingigkeit der Maxwell-Gleichungen aus-
gehend von den Maxwell-Gleichungen fiir statische Félle:

aV-E=p (6.1-1)
VxE=0+ (6.1-2)
V-B=0 (6.1-3)

1 5
—V xB= 6.1-4
Ho ( )

An Stelle der Fragezeichen werden die Terme ,fE und = B eingesetzt, es mufl nur noch
gekliart werden, welcher Term in welche Glelchung gehOIt und ob Konstanten vor den
Termen bendtigt werden. In den Gleichungen 6.1-1 und 6.1-3 konnen diese Terme nicht
auftauchen, da es sich um skalare Gleichungen handelt, ng und £ " B jedoch vektorielle

Groflen sind.

6.1.1 Bewegte Ladungen

Zur erweiterten Betrachtung der Gleichungen der Elektrostatik

50V~Ezpf—V~ﬁ

. 6.1-5
VxE=0 ( )
und der Magnetostatik
1 .
—V xB=j;+VxM
Ho
V.B=0 (6.1-6)
V-j=0

werden nun bewegte Ladungen betrachtet. Mit dem Wissen, daf§ ein Strom bewegte
Ladung darstellt, gilt der Zusammenhang:

d

= (6.1-7)
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Eine Uberpriifung der Einheiten zeigt, da der Zusammenhang sinnvoll ist. Beriicksichtigt
man das Vorzeichen des Stromes korrekt und betrachtet anstelle des Stromes und der
Ladung die Stromdichte j und die Ladungsdichte im Raum, so erhélt man aus Gleichung
6.1-7:

d -
d? o di =
T p r+ /m/j =0
d pd3r+/V jdPr=0
dt
v LY Br =
= [ (Go+v D=0
Fiir beliebige Volumina V erhilt man damit die Gleichung
0 -
Y oav.i=0
5tp + J

welche als Kontinuitétsgleichung bezeichnet wird. An dieser Stelle wird nun nicht mehr
weiter auf diese Gleichung eingegangen, da dies erst Sinn macht, wenn alle zeitabhéngi-
gen Phinomene beziiglich der Erweiterung der statischen Gleichungen 6.1-1 bis 6.1-4
betrachtet wurden.

6.1.2 Krifte auf Ladungen und Strome

Aus den Kapiteln 4.1 und 4.2 sind die Krifte und die Kraftdichten von Ladungen und
Stromen bekannt, welche durch elektrische respektive magnetische Felder ausgeiibt wer-
den:

fa=pE Kraftdichte auf Ladungsdichte

= QFE Kraft auf eine Punktladung

,f;nagn =7 x B Kraftdichte auf eine Stromdichte
ﬁn,agn —I5ix B Kraft auf einen Strom

Als Verallgemeinerung einer einzelnen bewegten Punktladung erhélt man die Stromdichte
einer beliebigen bewegten Ladungsverteilung mit:

j=pv (6.1-8)

Fiir eine homogene Ladungsverteilung, die sich mit einer gleichférmigen Geschwindigkeit
bewegt, gilt dann:

Setzt man Gleichung 6.1-8 in die Definition der Kraftdichte ein, betrachtet dies fiir eine
Punktladung ¢ und integriert iiber den gesamten Raum, so erhélt man die magnetische
Kraft auf eine Punktladung.

Diese Kraft wird allgemein als Lorentz-Kraft bezeichnet:

—

Fmagn = (]17 x B
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Befindet sich das geladene Teilchen in einem elektromagnetischen Feld, dann addieren
sich die elektrischen und magnetischen Kriifte und man erhélt:

F=¢(E+vxB) (6.1-9)
Mit dem Newton-Gleichgewicht
- R d d*
F—ma—mEv—m@r

wobei ¥ die Geschwindigkeit des Teilchens und 7 die Trajektorie des Teilchens darstellen,
erhdlt man die Bewegungsgleichung geladener Teilchen im EM-Feld :

2
m@F: ¢(E+7x B) (6.1-10)

Betrachtet man zusitzlich die Koordinatenabhéngigkeit aller Gréfien, so erhélt man:

m7 (1) = g (E (F(t), 1) + 7 (t) x §(F(t),t))

Da in diesem Fall 7 (¢) die Punktladung im Ort beschreibt, werden die Felder also im Ort
der Punktladung ausgewertet.

Sind die Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt ¢y, bekannt

(to) = 7
d -
&T(to) = U

so kann die Bewegungsgleichung gelost werden.

6.1.3 Bewegung von Teilchen im elektrischen Feld
Der einfachste Fall ist das Teilchen im konstanten, statischen E-Feld (E =0):
E

.q

Abbildung 6.1: bewegte Ladung im konstanten elektrischen Feld

Aus dem Kraftansatz erhalt man:
d2
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Durch Integration iiber die Zeit erhilt man die Geschwindigkeit:

] =[],

to

dr d7 -
—=m— E(t—t
i " t0+q( o
dr q =

— =G+ —~E(t—t

dt U+m ( o)

Eine weitere Integration liefert den Ort:

Lo lq 3
r(t) = 7o+ ot — to) + §%E(t —t)?

—

=L

Abbildung 6.2: Wurfparabel fiir ein negativ geladenes Teilchen

Aus dem Energiesatz erhélt man mit E= -V

1 1.1 ~
Ll (émffz):qE‘-ﬁ

T )
= SamI) = Vo T = 4 S(o(0)
= %(%mvz +q0) = (6.1-11)
= irrii + \qgﬁ/ . = | gonst, )
kin. Energie pot. Energie  gesamte Energie

Gleichung 6.1-11 stellt den Energiesatz im statischen E-Feld dar.

6.1.4 Bewegung von Teilchen im magnetischen Feld

Ein weiterer einfacher Fall ist die Bewegung in einem konstanten, statischen B-Feld
(E'=0). Hier sei der Spezialfall B = Be, betrachtet:

In diesem Fall gilt fiir die Bewegungsgleichung:

d T - d Y — d Z - - - - =
ie, + &ey iez = iB (V4 + vy€y + v.€.) X €
dt dt m (6.1-12)

q _ L
= — B (—v,€, + v,E,
m (—v.€), yCe)
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Y
Lo 4
X
X
X

X X
v,
X /X
X X

X X X

B

Abbildung 6.3: bewegte Ladung im konstanten Magnetfeld

Fiir die einzelnen Richtungskomponenten gilt demnach:

dv, q
T EBUy = Wy
dv q
G = Tl T s
dov.
=0
dt

Dementsprechend muf} die Geschwindigkeit v, = const. sein. Die Konstante w. = ¢Bm™*

stellt dabei die Gyrationsfrequenz oder Zyklotronfrequenz dar. Die Geschwindigkeitskom-
ponenten v, und v, konnen iiber die Matrixgleichung

d (v 0 w .
_ x — c x .1_1
de (”y) (_“)C 0) <”y) (6.1-13)

gelost werden. Mit den Eigenwerten 4iw,. kénnen die Losungen formuliert werden:

vy = 0 cos(w.t + a) (6.1-14)
vy = —Usin(wet + a) (6.1-15)
v, = (6.1-16)
Die Gleichung
V2 + UZ + 0?2 = 0?2 cos?(wet + @) + 02 sin?(wet + @) + 2 =02 + 2 =07 (6.1-17)

zeigt, dafl der Betrag der Geschwindigkeit und damit die Energie (¢ = %mz)?) konstant
bleibt.

Der Aufenthaltsort des Teilchens kann durch Integration berechnet werden:

T =0+ . sin(wet + o) (6.1-18)
Y=o+ wi cos(w.t + ) (6.1-19)
z2=2+ 1t (6.1-20)

Die hier auftretende Konstante 7, = 9w, ! ist der Gyrationsradius, auch Larmor-Radius

genannt, ist Radius der Kreisbahn des Teilchens.

In einem konstantem B-Feld in e.-Richtung bewegt sich das Teilchen demnach
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y Ort B-Feldlinie
g
ya
b
,//"
(a) Bewegung in die z—y-Ebene pro- (b) Bewegung entlang
jiziert der Feldlinie

Abbildung 6.4: bewegtes Teilchen im konstantem Magnetfeld

e auf einer Kreisbahn in der x — y-Ebene

e auf einer linearen Bahn entlang der z-Achse

Daraus ergibt sich, daf sich das Teilchen auf einer Spiralbahn bewegt.

Die Diskussion des Energiesatzes erfolgt in Kapitel 6.5 fiir beliebige elektromagnetische
Felder.

Ein Anwendungsbeispiel der Bewegung von geladenen Teilchen im Feld ist die Kernfusion.
Der grundlegende Prozefl kann dabei wie folgt formuliert werden:

De + T — He + Energie

Abbildung 6.5 soll diesen Reaktionsprozel erldutern.
% - Go-33 -C
Abbildung 6.5: Grundprozef der Kernfusion

Die Kernfusion findet bei Temperaturen von ca. T ~ 107 K statt, in einem entsprechend
aufgebauten Plasmareaktor. Dieser ist torusférmig und durch entsprechende Magnetfelder
werden die hochenergetischen Teilchen im Inneren des Feldes eingeschlossen. Bekannte
Reaktoren sind unter den Begriffen Tokamak oder Stellerator zu finden, drei Beispiele,
die in der Forschung verwendet werden, findet man unter den Namen ITER, JET und
Textor.

6.2 Herleitung des Induktionsgesetzes

Bewegung einer Leiterschleife in einem Feld B ()
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(a) Schnitt des Fusionsreaktors ITER

(b) Magnetische Einrichtungen des ITER

Abbildung 6.6: Mit freundlicher Genehmigung von ITER.

FL(S)

Abbildung 6.7: Leiterschleife im magnetischen Feld
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Als Erlduterung zur Abbildung 6.7 wird der Begriff Induktion betrachtet. Natiirlich muf3
dies dann allgemein betrachtet werden, somit kann auch das elektrische Feld sofort in die
Uberlegungen mit einbezogen werden.

Eine vereinfachte Situation ist gegeben fiir das konstante Magnetfeld in nur einer Koor-
dinatenrichtung:

B = B,é, = const. fiirx <0
In Abbildung 6.8 ist diese vereinfachte Situation dargestellt. Der Leiterbiigel in Abbildung

B./\Y

Abbildung 6.8: rechteckige Leiterschleife im homogenen Magnetfeld

6.8 befindet sich in der Position 27, und bewegt sich mit der Geschwindigkeit #. Zunéchst
soll kein Strom fliefien.

Weil das Magnetfeld statisch ist, gilt:

/ E~d§:/VXE~df:0 (6.2-21)
oF P

Dies verdeutlicht die mikroskopische Darstellung des bewegten Leiters im Magnetfeld in
Abbildung 6.9.

Abbildung 6.9: Ausschnitt aus einem bewegten Leiterstiick im Magnetfeld

Der Leiter besitzt positive unbewegliche Tonen und negative bewegliche Elektronen auf
die im Mittel keine Kraft wirken darf, da sonst ein Strom fliefen wiirde. Die Gesamtkraft
auf die Elektronen lautet:

F=—e(E+0xB)=0
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Daher gilt fiir E und B:
E+7xB=0 (6.2-22)

Das Gesamtintegral iiber das elektrische Feld ist Null:

/ E-ds=0
Schleife

Da die Schleife aus einem Leiterstiick und dem Spannungsmefgerit besteht, mufl gelten:

/ E~d§+/ E-ds=0
Leiterschleife Spannungsmefgerit

Fiir die Leiterschleife ohne Mefigerit gilt daher mit dem Zusammenhang 6.2-22:

V=- / E- ds
Leiterschleife
= / Uvx B- ds
Leiterschleife

= / dsxv-B
Leiterschleife
= —LvB,

Mit der Tatsache, daf die Bewegung der Leiterschleife eine zeitliche Verdnderung (Ver-
schiebung) der eingeschlossenen Fliche bedeutet, gilt:

d
=—F

dt
Daher erhélt man fiir die Spannung V' am Mefigerét:

d
V=—-—-FB,
dt

d
= ——(B,F
S(B.F)
Dieses Ergebnis gilt nun nicht nur fiir den Spezialfall der bewegten Leiterschleife in Ab-
bildung 6.8, sondern auch allgemein. Das sogenannte Induktionsgesetz kann deshalb ma-

thematisch wie folgt definiert werden:

Lv

d ~ - d
Uina = _E /FB' dfv = —Ew (6~2‘23)

Dabei stellt 1) den durchsetzenden magnetischen Flufi dar. Zum weiteren Verstdndnis
wird auf die Zeitableitung des Integralterms in Gleichung 6.2-23 weiter eingegangen:

d . 0 = = S B
— [ B-df = —B)-d b-—d 2-24
@ ). By A(at ) f+/F a (6.2-24)
Der Term % df kann dabei wie folgt formuliert werden:
9 2 .
— df =0 xds (6.2-25)
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Dementsprechend erhélt man:

A*(%é)'df+/1mé'agdf:/F(%§)'df+/aF§”ﬁx a5

=

Gedankenexperiment zum Bezugssystem:

oF

s ]!

Abbildung 6.10: Leiterschleife im zeitabhédngigen Magnetfeld B (t)

Die Erfahrung und das Relationsprinzip sagen, es findet auch eine Induktion statt, wenn
sich das Magnetfeld bewegt und der Leiter in Ruhe ist. Es ist nicht wichtig, was sich von
beiden bewegt, man muf lediglich das Bezugssystem passend wéhlen. Betrachtet man
diesen Fall jedoch genauer, so stellt man aber fest, dafl man hier doch eine Situation ganz
neuer Art konstruiert hat, obwohl man das Ergebnis schon kennt. Das Magnetfeld ist hier
dynamisch geworden.

Die induzierte Spannung (am Mefgeriit in Abbildung 6.10) lautet demnach:

d - -
ind — — 7, B-d
Uind dt Jr df

:7/ (%E)- af

£ (6.2-27)
:/ E.d7

oF

:/Vxﬁdf
a

Als Ergebnis erkennt man, daf} ein sich #nderndes B-Feld ein elektrisches Feld hervorruft:

VxE= 7%§ (6.2-28)

Dieses Ergebnis pafit auch zur Herleitung der statischen Gleichungen. Sofern das Magnet-
feld zeitlich konstant ist, gelten die Gleichungen

0 =

YE_ 22

5 5=0 (6.2-29)
VxE=0 (6.2-30)
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6.3 Herleitung der Verschiebungsstromdichte

Am Beispiel des Plattenkondensators sollen die Uberlegungen zur Herleitungen der Ver-
schiebungsstromdichte dargestellt werden.

Schleife

Abbildung 6.11: Plattenkondensator

Der Kondensator in Abbildung 6.11 lddt sich auf. Dabei hingt die Ladung des Konden-
sators wie folgt mit dem Strom zusammen

dQ _

.y 331
O (6.3-31)

und ist durch die Oberflichenladung o, gegeben:
Q = osF = Fliachenladungsdichte - Oberfliche (6.3-32)
Aus der Ubergangsbedingung am Rand des Kondensators kann oy bestimmt werden:
oy =coE -t (6.3-33)

Das E-Feld wird demnach durch die Ladung hervorgerufen:

Q
El == .3-34
B == (6.3-34)
Durch Integration iiber die Flache F' des Kondensators folgt:
1 S -
/—VXB~df:/]-df
F Mo F

1 [ -

= — B-ds (6.3-35)

Ho Jor

—1=[iaf

Aus Kapitel 4.2 ist bekannt, daf fiir eine geschlossene Oberfliche [}, f-d,f?: 0 gilt. Verlauft
diese Oberfliche durch den Kondensator (siche Abbildung 6.11), so kann dieser Zusam-
menhang nicht gehalten werden, da im Kondensator kein Strom flieit. Der Widerspruch,
dafl jF; d f # 0 gilt, wenn die geschlossene Oberfliche F' durch den Kondensators
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verlduft (siche Abb. 6.11), wird aufgelost durch die Einfiihrung des Verschiebungsstroms.
Die Anderung von E hat Stromqualitét:

d 1 d - -
[=2Q= %(UfF) = (e - AF) = SO%E F
dt dt ) : ) f (6.3-36)
= so=—F - df
</Fliichc ot
Deshalb wurde der Verschiebungstrom von Faraday wie folgt eingefiihrt:
- 0 =
JVerschiebung = €0 aE (63—37)
Der Integralbeitrag ergibt sich zu:
- > dE 11dQ dQ
erschiebung * df = Fep— = Fep——=— = — 6.3-38
/]V miebung ~ A.f = Feo g = Feor g = (6.3-38)

Die gesammte Stromdichte j setzt sich aus dem Leitungsstrom und dem Verschiebungs-
strom zusammen. Daher kann nun die statische Maxwell-Gleichung

1 .
—V xB=j (6.3-39)
Ho
um die Zeitabhéngigkeit erweitert werden:
Lo Bjreli (6.3-40)
— = £0— 3~
Ho AREY

6.4 Die Kontinuitéitsgleichung

I

Elektronen

-

Abbildung 6.12: Strom von Elektronen

Abbildung 6.12 symbolisiert die Kontinuitéitsgleichung: ein Strom I fliefit zwischen zwei
Ladungen und transportiert eine gewisse Menge von einer Seite zur anderen. Da nur ein
Strom zwischen den beiden Ladungen existiert und sonst keine anderen Verluste vor-
handen sein konnen, ist die Ladungserhaltung erfiillt. Die Gesamtzahl der Elektronen
(Ladungstriger) bleibt erhalten. Daraus folgt, dafi die Kontinuititsgleichung die logi-
sche Grundlage des Ladungsbegriffs ist. Die logische Konsequenz ist, daf§ die Maxwell-
Gleichungen die Kontinuitétsgleichung erfiillen miissen (siehe Kapitel 6.1).

Bildet man die Zeitableitung der Raumladungsdichte p

7] 7] - 0 =
9, _9 B =v.e F 6.4-41
&P ot (V- E)=V EO(% ( )
und die Divergenz der Stromdichte
- 0 =
V.-j=-V- ean (6.4-42)
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so erhélt man durch Addition beider Gleichungen die Kontinuitéitsgleichung:

%p +V-j=0 (6.4-43)

Daran sieht man, daf§ die Kontinuitétsgleichungen eine Konsequenz der Maxwell-Gleichungen

ist.

6.5 Energieprinzip beziiglich elektromagnetischer Felder

Beginnend mit der Diskussion von bewegten geladenen Teilchen im elektromagnetischen
Feld, wird im Folgenden auf die Energiebilanzgleichung eingegangen.

Aus Kapitel 2.8 ist folgende Gleichung bekannt:

Anderung der Energiedichte — Nettofluf an Energie = vom Feld geleistete Arbeit
(6.5-44)

Dazu wird zunéchst Bekanntes aus der Physik betrachtet. Ein Massepunkt mit der Masse

m bewegt sich mit der Geschwindigkeit o = £#(t) im Raum (siehe Abbildung 6.13).

Abbildung 6.13: Massepunkt m auf der Bahn 7(t)

2

Die entsprechende mechanische Energie F = %mv erhdlt man aus der Newton’schen

Bewegungsgleichung:

—

q = F(F) (6.5-45)

d? - dr
BallP R
maEt =0 g
dr 4% - dr
ST _F il
> a0y
N d (1 dir\ 2 oz dr (6.5-46)
dt \ 2 dt n dt
d /1 L\ _d o dr —
£<§mv>:Eka7F~—tf F-u

mech. Leistung
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Betrachtet man dazu die Bewegungsgleichung eines Teilchens im elektromagnetischen
Feld, erhélt man:
F(F) = i~ = q(E + 7 x B) (6.5-47)

Daraus ergibt sich analog:
d /1 -
— (7771172) =qb -7
dt (6.5-48)

wobei t die Richtung des Stroms angibt.

Als ein zusitzlicher Aspekt dieser Uberlegungen sei hier erwihnt, daff nur das E-Feld
eine Anderung der Energie hervorruft. Das B-Feld &ndert nur die Richtung. Betrachtet
man dieses Ergebnis fiir den Fall einer beliebigen Stromdichte, so erhilt man:

57 j 0
E-j=FE (MOVXB%O&E)

=—gk - QEA—E —VxB
ot Ho

(6.5-49)

Auf der rechten Seite entsteht so der Term EOE . EE' Konstruiert man fiir das B-Feld
einen dhnlichen Term mit u—lné . %]; , so erhéilt man aus den Maxwell-Gleichungen 6.9-89
und 6.9-90 durch Multiplikation mit sk und ig :

9 Lol
BV E=FE -VxB-j E 6.5-50
<8t ) MUV . ! ( )
1(025\ - 1 N o
p (aB) B=- (v x E) B (6.5-51)

Die Terme jeweils auf der linken Seite konnen durch eine Zeitableitung wie folgt dargestellt
werden:

1 = 1 = Lol
2(—EOE‘Z):—E~VxB—j-E
2 Ho

9/(1 & 1 N =
Z(—B?)=-— E)-B
ot <2,u0 > Ho (V * )

Durch die Faktoren g, und -+ 7o wur de darauf geachtet, dafl die Einheiten der beiden Terme
gleich sind. Durch Addieren der beiden Gleichungen folgt:

1 . 1 - . . LN L o
0 Seol?+ 5B :—<E~V><B—V><E~B>—j~E (6.5-52)
ot 2o 1o

—V-(ExB)
Gleichung 6.5-52 ist die Zeitableitung der Energiedichte eines elektromagnetischen Fel-
des. Diese Gleichung wird im Allgemeinen als Energiesatz bezeichnet und lautet nach
vektoranalytischer Umformung:

0 /1 1 1 - — - o
E*+ —B*)+V-(—ExB)=-]-E 6.5-53
o (3" 5 B°) 49 (£ B) = (055
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Vergleicht man die Struktur des Energiesatzes mit der der Ladungserhaltung,

d =z =4
a (,0) +V- (]) =0 (640—04)
so erkennt man die selbe Struktur:
9 .
&()JrV()— (6.5-55)

Diese Struktur ist typisch fiir Erhaltungssétze jeglicher Art.

Den Termen im Energiesatz aus Gleichung 6.5-53 werden nun entsprechend ihrer physi-
kalischen Eigenschaften Namen gegeben:

1

1 . 1o = - A
% Se0E 4B | 4V | —ExB| =~ (6.5-56)
e = & — Fo
el Wmagn. S

Die Variable w,; bezeichnet die Energiedichte des E—Fcldos, Winagn. die Energiedichte des
B-Feldes, S die EnergiefluBdichte (Poynting-Vektor) des EM-Feldes und Py, den Energie-
verlust des Feldes durch Arbeit am mechanischen System.

Integriert man die Energiebilanzgleichung 6.5-56 iiber den gesamten Raum so erhélt man
die Energie des Systems:

d / (1 2 1 *2) 3 / g F / > 23
— e+ —B d°r + S-df=— [ 5-Edr 6.5-57
ot Jy \2™" 20 av f vJ ( )

6.6 Leistung des Feldes

Betrachtet wird nun der Term —j - E, welcher auch als die Leistung des Feldes bezeichnet
wird. Entsprechend kann +j - £ als die Leistung bezeichnet werden, welche die Materie
gewinnt.

E

Abbildung 6.14: Punktladung im elektrischen Feld

Aus Kapitel 2.1.1 ist die Definition der Kraft eines geladenen Teilchens im elektrischen
Feld bekannt:

F=qE (6.6-58)
Aus der Physik ist die Definition der Arbeit bekannt: Arbeit = Kraft - Weg
F-AF=qE - AF (6.6-59)
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AuBerdem ist aus der Physik die Definition der Leistung bekannt: Leistung = %
F-AF A7 o

E— =qE -0 (6.6-60)

At A
Die Leistung die ein einzelnes geladenes Teilchen aufnimmt ist damit definiert durch:
qE -7 (6.6-61)

Fiir N freie Punktladungen kénnen die Ladungsdichte und die Stromdichte notiert wer-
den:

N
pr(Fit) = > qd® (7= 7i(t) = py (6.6-62)
k=1
9
Ty 1) = g 70 (7= 7i(t) = Iy (6.6-63)
k=1
Man kann zeigen, dafi die Kontinuitéatsgleichung gilt:
) S ;SO 9. .
ET +V.j= ;qk {56(‘5) (F—7%(t) + V- (57%5(5) (7 — rk(t)))]
N @ e d_ d. G (6.6-64)
= g |-VD (7= (b)) - 37k 37k VOO (7= 7))
k=1 ’
=0

Wertet man die Leistungsdichte —j - E die dem System entnommen wird aus, so erhilt
man mit dem lokalen Energiesatz:

0 _ 1 = 1 - - oL
—(zeoE? + —B? (—ExB)=—j-F .6-65
at(QEO + o )+V (Ho x B) J (6.6-65)
Durch Integration {iber den gesamten Raum erhélt man
d 1 = 1 = 5 o
—/ —goE? + =—B?) d% + Oberflichenterme = —/ j-E & (6.6-66)
dt Jy \2 240 v

Damit &8t sich vermuten, daf§ der Term — fv; Ed®r die Energie darstellt, welche das
Feld verliert. Diese Energie muf} natiirlich als Energie der Teilchen wieder auftauchen:

d 1 d 1 d_\*
— mpoit = — Y =my <—Fk> (6.6-67)
k=1

Wertet man den Energiegewinn aus, so sieht man:

N
/ i) EE)dr = | 3 quind® (7 - %) -E() dr
v Vi k=1
—_—
Stromdichte (66-68)

= Z 4T E ()
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Das gleiche Ergebnis kommt zustande, wenn man die Energie der Teilchen genauer be-
trachtet:

N 2 N & N
A1 /d. 0 . L
E;?’%(En) :;mkam.@ :Zd— ( (7) + ;7% x B k))

N
d _
:Z*qk% E(71)
k:ldt

(6.6-69)

Dies zeigt, dafi + fv ; E &r die Leistung ist, die das Feld an den N Ladungen leistet,
und — fvj E &r die Leistung ist, die dem Feld entnommen wird. Der Term ,j’, E ist
somit die Leistungsdichte, die dem Feld entnommen wird. Die Vermutung von zuvor ist
damit bestétigt.

Die Zeitableitungen der Energie und der Energiedichte ergeben sich damit zu:

1 1 = 1 = - - =
¢ ( el +—BZ) d3r+/ —ExBdr= —/j~E d&*r (6.6-70)
dt 20 av Mo v
0 5E2 Yg)iv. (LExB)=—7. B (6.6-71)
ot ’ 2#0 Ho - ’

6.7 Der Energiestrom, der Poynting-Vektor

Zuletzt wird nun der Anteil E x B der beiden Gleichungen 6.6-70 und 6.6-71 betrachtet.
Abbildung 6.15 ist zu entnehmen, daf E x B eine plausible Richtung des Energiestroms
ist. AuBlerdem ist die Verkniipfung der beiden Groflen iiber das Kreuzprodukt die einzige
Moglichkeit eine vektorielle Grofle zu erhalten, woraus sich eine eindeutige Richtung des
Energiestroms ableiten 148t.

K Rlchtung des Energiestroms

L

Abbildung 6.15: Veranschaulichung der Richtung des Energiestroms

Dimensionsbetrachtung;:

1l 2 = AmVs VA W
—E X B =— =—
[ 1o x B] = Vom2 m?2 m?
Der Term /—E x B hat die Einheit einer Energiedichte und wird im Allgemeinen als
Poynting-Vektor S bezeichnet:
I T,
S=—ExB (6.7-72)
Ho
Es beschreibt die Energieiinderung des Systems durch Ausbreitung.
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6.8 Die Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen beschreiben alle bisher bearbeiteten Phianomene:

1 < 0= -

EV X B — EOEE =7
) Va' ? =0 (6.8-73)

VxE-+ aB =0

eV-E=p

Fiir Materialien, die nicht Vakuumeigenschaften zeigen gilt:

p=p;—V-P (6.8-74)
j= f+§P+V><]W (6.8-75)

In diesen Darstellungen taucht nun aus Konsequenz der Term %13 auf, der bisher noch
nicht behandelt wurde. Fiir ein polarisierbares Material im elektrischen Feld kann man
sich vorstellen, daf3 eine entsprechende Ladungsverteilung auftaucht. Natiirlich mufl mit
p=ps—V- P und der Kontinuitatsgleichung gelten:

0 -

Ep—&-Vg] =0 (68—76)
0 -
= (= V- P)+ v (Jr+at)+ v xat) =0 (6.8-77)

Dabei wurde formal zunéichst ein beliebiges d(t) eingefiihrt, welches die Eigenschaften der
Polarisation allgemein darstellt. Es ist bekannt, dafl V-V x M = 0 sein muf. Mit

0
—pr+ V- ]f =0 (6.8-78)
ot
bedeutet dies:
0 =
a(t)=—P 6.8-79
) = o (6:79)
Die Maxwell-Gleichungen fiir beliebige Anordnung in beliebigen Materialien lauten damit
1 0= - - 0=
~VxB —FE=j=j;+=—P+VxM
AL Tt A A T
60V-E:p:pf—V-P
vxB+2E-0 (6.8-80)
ot
V-B=0
+Informationen iiber die Quellen
Ladungserhaltung wird beschrieben durch:
9 iv.j=0 (6.8-81)
o’ )= ’
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Energieerhaltung wird beschrieben durch:

o (1 = 1 5 1 = = 4 =
— [ = E2+—BQ)+V- —FE x B =— j-E 6.8-82
ot (2 0 241 1o J\,—/ ( )
Leistungsdichte
Energiestromdichte
Kraftdichte:
f=pE+jxB (6.8-83)
Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens im Feld:
2
ms(t) = q (E(7(0) + 0(t) x B(r() (6.8-84)
Leistungsdichte:
p=j-E (6.8-85)

Aus der Definition der Fernkraft entsteht nach vielen Jahren der geschichtlichen Veréinde-
rung der Feldbegriff. Der Raum ist Triiger von Eigenschaften und wird durch dynamische
Gleichungen beschrieben, man spricht von dem Lokalitéatsprinzip.

Die Sonderfille der Elektrostatik und Magnetostatik bleiben erhalten. Indem man den
Grenzwert % — 0 bildet, erhédlt man die statischen Gleichungen. Weitere Sonderfille
sind dort zu erwarten, wo einzelne Terme der Gleichungen zu vernachléssigen sind. Zum
Beispiel fillt bei vielen Anwendungen der Energietechnik der Verschiebungstrom 50%
weg. Auch in der Mikroelektronik kann man meistens Vereinfachungen annehmen. Die

HF-Technik dagegen benutzt das volle System.
Lokalitéitsprinzip: Zeitliche Anderung von Feldgréfen wird bestimmt durch lokale Quellen

und lokale Feldédnderungen. V — %

Die wichtigsten zusétzlichen Gleichungen sind dem zusammenfassenden Kapitel 5 zu ent-
nehmen.

6.9 Eigenschaften der Maxwell-Gleichungen

Aus dem System der Maxwell-Gleichungen

€0v . E =p
VXE:—%B
_ (6.9-86)
V-B=0

1 S o 0 =
S VUxB=jteE
MUVX j+€00t

kann man einige wichtige Eigenschaften ableiten:
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e Gleichungen koppeln Stréme und Ladungen %er V-j=0 (Kontinuititsgleichung)
— Ladungserhaltung

e koppeln an mechanische Systeme — Energieerhaltung

Durch Umstellen koénnen die Maxwell-Gleichungen auch in anderer Form geschrieben
werden:

Bt
v Eop

. 9 -

=95

v at (6.9-87)
V-B=0

L - 10
VXB:MOJJFC*QaE

Aus dieser 'Art’, die Maxwell-Gleichungen zu schreiben, kénnen weitere Eigenschaften
abgelesen werden:

e E-Feld hat Quellen in den Ladungen

e E-Feld hat Wirbel in %E

e B-Feld hat keine Quellen, es gibt keine magnetischen Monopole, zumindest so we-
nige, daf§ man bis heute keine nachweisen konnte

e B-Feld hat Wirbel in j und (%E_“

Aus einer weiteren Umstellung der Gleichungen beziiglich zeitlichem Verhalten und vor-
handener Quellen ergibt sich:

d I
~_E=¢ B—_—4 9-

P *V x 50] (6.9-88)
9 - .

5 B=-VxE (6.9-89)
sV E = (6.9-90)
V-B=0 (6.9-91)

In dieser Schreibweise erkennt man, dafl die Maxwell-Gleichungen 6.9-90 und 6.9-91 als
Zwangsbedingungen beziiglich des zeitlichen Verhaltens der elektrischen und magneti-
schen Felder aufgefafit werden konnen, denn es gilt immer:

O (v E-p) =0 (6.9-92)
% (v . g) _ (6.9-93)
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Daraus leitet man das folgende Resultat ab: 7 Feldenergie elektrischer und magnetischer Anordnungen
Theorem: Bevor auf die Begriffe zur Beschreibung von Feldenergie eingegangen wird, ist es notwen-
Annahme: Zur Zeit ¢ = ¢y sind im ganzen Raum die Felder £ und B bekannt, und dig auf die Eigenschaften einiger hiufig verwendeter Materialien kurz einzugehen.
auflerdem sind fiir alle Zeiten die Strom- und Ladungsdichten bekannt. Dann sind fiir alle

Zeiten die E und B Felder berechenbar. 71 Materialien

Das bedeutet, die elektromagnetischen Gleichungen sind deterministisch.
7.1.1 Vakuum

6.10  Lernziele Kapitel 6 Im Vakuum gibt es nur freie Ladungen und Stréme (siche auch Plasma)

1. Was bedeutet Elektrodynamik?

P=0 (7.1-
2. Den Zusammenhang der Begriffe "bewegte Ladung” und ”Strom” verstehen M=0 (7.1-2)
3. Wie bewegt sich ein geladenes Teilchen im elektrischen, im magnetischen und im
kombinierten elektromagnetischen Feld? 7.1.2  Isolator
4. Wissen, welchen Einflul elektrische und magnetische Felder auf die Energie gelade-
ner Teilchen haben py=0 (7.1-3)
. . . ) . . jr=0 (7.1-4)
5. Wissen, wie die Bewegungsgleichungen fiir geladene Teilchen im EM-Feld lauten! ’
P#0 (7.1-5)
6. Wissen, wie die (dynamischen) Maxwell-Gleichungen fiir beliebige Materialien lau- =0 (7.1-6)
ten - o
. Lo e . Beispiele
7. Wissen wie die Kontinuitéitsgleichung lautet E—
8. Die Energiebilanzgleichung fiir elektromagnetische Felder herleiten kénnen o Glas e Bernstein
Di t
9. Was ist die Leistung des Feldes und wie ist sie definiert ¢ aman
10. Was ist der Energiestrom und wie ist er definiert 7.1.3 Magnetisierbare Materialien
M#£0 (7.1-7)
Fiir lineare Medien gilt:
jV = Xmagng (71-8)
R TV .
H=—B—-M = uyuB (7.1-9)
Ho
Beispiele
e Kisen e Nickel
e Ferrite

7.1.4 Dielektrika, polarisierbare Materialien

Dielektrika sind polarisierte Medien
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P#0 (7.1-10)

Fiir lineare Medien gilt:

P=vyaE (7.1-11)
D =cyE + P = ey, E (7.1-12)

Xei: elektrische Suszeptibilitiit
p=-V-P (7.1-13)

7.1.5 Leitfahige Materialien

Diese Materialien werden iiber die Leitfihigkeit x(7) beschrieben. Es gilt dann:

j=—en.v, (7.1-14)
= enc B (7.1-15)
= k(PE (7.1-16)

Der Strom in einem solchen Material wird durch die Elektronen getragen, der Zusammen-
hang zwischen dem elektrischen Feld und der Geschwindigkeit der Elektronen im material
ist durch die Beweglichkeit p, gegeben. Materialien dieser Art werden als Ohm’sche Leiter
bezeichnet.

7.1.6 Halbleiter

Beispiel Feldeffekttransistor:

Zur Vorstellung, wie die Felder bei Halbleiterbauelementen wirken, ist in Abbildung 7.1(a)
die Feldstruktur eines Feldeffekttransistors dargestellt. Damit man sich dies fiir einen real

elektrisches Feld Source  Gate Drain
Halbleiter- I— ? T N
Kiital s Py L 2 %
~— Ladungstragersfrom |—— /
I Kanal
| Substrat
uy
(a) Feldstruktur (b) Sperrschicht-FET in Planartechnik

Abbildung 7.1: Feldeffekttransistor

existierenden Transistor vorstellen kann, ist in Abbildung 7.1(b) ein Schnitt durch einen
Sperrschicht-FET in Planartechnik dargestellt.
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7.1.7 Plasma

Ein Plasma besteht aus ionisiertem Gas und freien Elektronen. Dabei 148t sich sowohl fiir
die Tonen, als auch die Elektronen eine Teichendichte n; respektive n. angeben. Ebenso
haben die Tonen wie auch die Elektronen eine Geschwindigkeit, diese wird mit v; und
v beschrieben. Damit ergibt sich fiir die Raumladungsdichte und die Stromdichte eines
Plasmas:

P=0 (7.1-17)
M=0 (7.1-18)
p=—en.+en; (7.1-19)
7 = —eneu, + en;v; (7.1-20)

7.2 Der Begriff der Kapazitit

Ausgehend von einer beliebigen Situation stellt sich die Frage: Welche Feldverteilung
stellt sich in Abhingigkeit von der Ladung der Koérper ein (siche Abbildung 7.2)?

Vakuum

()

()

1

Abbildung 7.2: geerdeter Kasten mit geladenen Metallkugeln M,

Das in Abbildung 7.2 gezeigte Beispiel kann mathematisch wie folgt gelost werden:

—50V2¢> = 0
GlRana =0 (7.2-21)
(b]\fn = Va

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz besagt, dafl das Problem losbar ist, mit der einzigen
Losung ¢. Zur Charakterisierung der einzelnen Kérper M, wird dann der Begriff der Ka-
pazitit eingefithrt. Als einfiithrendes Beispiel wird dazu der Kugelkondensator betrachtet.
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7.2.1 Das Potential und das elektrische Feld eines Kugelkondensators

Zur Veranschaulichung soll zuerst der konkrete Fall eines Kugelkondensators betrachtet
werden. Dessen duflere Elektrode sei geerdet, die innere habe das Potential ¢y und auf
ihr befinde sich die Ladung Q. Der Zwischenraum sei raumladungsfrei.

bo, Q

Abbildung 7.3: Kugelkondensator

Es bietet sich an, die Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten zu 16sen. Mit ¢ = ¢ (r) gilt:
Vi = T*,(T‘ ) =0 (7.2-22)

Es gelten die Dirichlet-Randbedingungen

- — R,) =0
o =Ry (7.2-23)
B(r = R1) = o
Die Losung der Laplace-Gleichung kann auf einfache Weise berechnet werden:
0,,0
E(T 5@ =0
7"282(25 =
r 7.2-24
9 o ( )
o’ 2
¢ = —ﬂ + Co.
,
Durch das Auswerten der Randbedingungen erhilt man
, C1
@(7’:R2):0:—§+02
o (7.2-25)
¢(r = Ri1) = o = "R te
1

Subtrahiert man die beiden Gleichungen voneinander, so erhélt man:

C1 C1

¢0:*E+E
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Fiir ¢; und ¢y ergibt sich somit:

o
=T _ T
Ro R1
7.2-26
P _a (7220
PT1-% R

Der Potentialverlauf des Kugelkondensators geniigt damit der Gleichung

b= o ; 1+ 7¢0R2 (7.2-27)

Ry Ry Ry

oder

1 1
b (E _ ;) (7.2-28)

R Ry

Zur Berechnung der Oberflachenladungsdichte der beider Elektroden wird die Maxwell-
Gleichung

sV-E=p (7.2-29)

an den Kanten der Elektrode ausgewertet (siche auch Kapitel 2.7.6). Abbildung 7.4 zeigt
einen entsprechenden Ausschnitt. Mit Hilfe des Integralsatzes von Gaufl und der Tatsa-

—

E

Oberfléchenladung o

Metall

Abbildung 7.4: Ausschnitt aus dem Kugelkondensator

che, dafl nur auf den Elektrodenoberflichen Ladungen sitzen, kann die zuvor genannte
Maxwell-Gleichung ausgewertet werden:

/ eV - E d*r = / pdPr=Q=o0,A (7.2-30)

1% v

= 50/ E- dfz 0B, A=0pA (7.2-31)
ov

Dies fiihrt auf die Bestimmungsgleichung fiir die Oberfliichenladungsdichte an einer Me-
tallelektrode:

eoE -t =of (7.2-32)
Fiir den Spezialfall des Kugelkondensators gilt:

20, = oy (7.2-33)
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Diese Uberlegungen sollen nun noch einmal zeigen, wie die Randbedingungen mit Hil-
fe der Maxwell-Gleichungen berechnet werden konnen. Allgemein empfiehlt es sich, die
Formulierung

0'/':7_7:'(51—152)

zu verwenden, wobei der Normalenvektor 7 in dieser Darstellung von Medium 2 nach
Medium 1 zeigt. Da sich im Kondensator ein Vakuum befindet, lautet die Gleichung:

Of = - (80E1 — €0E2)

Zur Berechnung ist deshalb das elektrische Feld E notwendig, welches wie folgt berechnet
werden kann:

0 ¢0 1

ET = _E¢) = ﬁf

1 2
R R

(7.2-34)

Bei dieser Berechnung wurde Kugelsymmetrie ausgenutzt, wodurch sich der Zusammen-
hang des elektrischen Feldes mit dem Potential auf die radiale Komponente reduziert
(siche Abbildung 7.5):

E=FEé&=-V¢= —e:ggb
aor

E, berechnet sich damit an den beiden Elektroden zu:

1

Ey|v=r, = ﬂb—olﬁ >0 (7.2-35)
R Ry
1

E’r'r:Rz =1 ¢0 1 ﬁ >0 (72_36)
Rl Ry "2

Fiir die Innenelektrode wird Abbildung 7.6(a) zu Hilfe genommen. Daraus liest man ab,

Abbildung 7.5: Feldverlauf des Kugelkondensators

dafl der Normalenvektor in radialer Richtung zeigt

n=é (7.2-37)
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n

® ©) ®

Kondensator- Kondensator-

@

Innenelektrode innenraum innenraum _ AuBenelektrode
n
R] RQ
(a) Randbedingung der Innen- (b) Randbedingung der Auflen-
elektrode elektrode

Abbildung 7.6: Randbedingungen des Kugelkondensators

und daf} das elektrische Feld Ez im Metall gleich Null sein muf};, daher gilt:

Ofr =T- (5051 - 5052)
= 6: . (Eoﬁ])
— EOET\T:Rl (7.2-38)
_ do 1

=3 1 ?

R R
Die Gesamtladung auf der Innenelektrode betrégt damit
_ 2 _ %o
QRI = 4TI'R1(7F|1 = 47T50ﬁ (72-39)
R R

welche in der Aufgabenstellung mit @) bezeichnet wurde. Auf der dufleren Kugel ist
71 = —é, nach innen gerichtet. Das bedeutet, dafl analog zur Abbildung beziiglich der
Innenelektrode fiir die AuBenelektrode Abbildung 7.6(b) zu Hilfe genommen wird.

Entsprechend berechnet sich die Oberflichenladungsdichte auf der Auflenelektrode zu:

1
orln = —eo 2 = (7.2-40)
Rl Ry %2
Die Gesamtladung der Auflenelektrode betrigt damit:
— 2 _ ®0
QQ = —471'R2(7p|2 = —477'80 1 T = —Q
R Ry
Die Ladung des Kondensators ist demnach:
Q=dmeg 0 (7.2-41)
R R
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Abbildung 7.7: Ladungsverteilung beim Kugelkondensator

7.2.2 Die Kapazitit eines Kugelkondensators

Mit Hilfe der Gleichung
Q=CU (7.2-42)

kann die Kapazitit eines Kondensators berechnet werden. Die Ladung ) entspricht jener
auf der positiven Elektrode. Fiir den Kugelkondensator aus Kapitel 7.2.1 ergibt sich
damit:

4re 0
1 1

Ry Ry
o 47TE()R1R2
o — Iy (7.2-43)
— ¢ 47TR1R2
TRy — R
A

=¢g9—

d

C =

Die Beschreibung des Kondensators mit einem effektivem Abstand d und einer effektiven

effektive Kondensatorfliche

bei r = VvV R1R2

Abbildung 7.8: Kugelkondensator mit effektiver Kondensatorfliche
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Oberfliche A fiihrt zu den Grofien (siehe Abbildung 7.8):
d= Ry — Ry
A= 47TR1R2

Damit sind von einem Kugelkondensator die Kapazitit, das Potential und das elektrische
Feld bekannt:

(7.2-44)

4
W
o ( 1 1)

_ . 7.2-46
PTE-E R e
- 1
E=— %o — (7.2-47)

W

Die im Kugelkondensator gespeicherte Energie berechnet sich zu:
"1 . .
W:/ —eo| B d*r
v 2

1 Ry
= 55047r/ EX* dr

R

2
1 B2 q
- 550%( i %o i > / ar (7.2-48)
IR Ry T
1 2
= *8047!' 1 (bo T
2 mwm
1 2
= 50(,50

7.2.3 Verallgemeinerung der Kapazitit

Als Beispiel wird hier ein metallisch abgeschlossener Raum betrachtet, in dem N weitere
Raumgebiete durch eine abgeschlossene metallische Oberfliche eingebracht sind (siche
Abbildung 7.9). Die folgenden Uberlegungen betrachten die Kapazititen und die Ladun-
gen auf den einzelnen Objekten in diesem Raum. Aus den vorherigen Kapiteln weiff man,
dafl eine Gesamtlosung fiir das elektrostatische Potential existiert. Definiere N Funktio-
nen U, k = 1,2,..., N, wobei jede dieser Funktionen die Laplace-Gleichung und die
folgenden Randbedingungen erfiillt:

— V20, =0 im ganzen Raum
Vi [miache s = 1 (7.2-49)
qjk'andere Oberflichen — 0

Aufgrund des Beweises der Existenz und der Eindeutigkeit der Poisson-Gleichung und
damit auch der Laplace-Gleichung (Kapitel 5.5) weif man, dafl eine Losung der Form

$(F) = > UkWy(7) (7.2-50)

k=1
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Vakuum

()
@

-

Abbildung 7.9: Kérper in einem abgeschlossenen Raum

existieren muf, welche wiederum die Laplace-Gleichung erfiillt:
V2(i) = 0 (7.2-51)
Die Randbedingung der Fliche [ kann wie folgt definiert werden:

N
O(F)rer = > U (e F) = U (7.2-52)
k=1 5

k.l

Aufgabe: Berechnung der Ladung auf der Fliche F,

Q= / coF - df
FlacheF)

N
= Y UV, - df i
/Fléicthl 0 Z ' g (72 53)

k=1

N
=> U (—go/ Vi, - df)
k=1 FlicheF;

Aus dem Zusammenhang der Ladung ¢ und dem Potential ¢ weifl man, dafl QQ = C'U gilt.
Aus diesem Grund wird der Ausdruck in Klammern in der letzten Zeile von Gleichung
7.2-53 als Kapazititskoeffizient C}; bezeichnet:

N
Q=Y Culi (7.2-54)
k=1
Anwendungsbeispiele:

e Halbleiter-Produktion
e Internetconnect -Problem

e Minimierung der parasitdren Kapazitdten
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Nun sei noch die Energie dieser Elektrodenkonfiguration betrachtet. Das Potential und
das elektrische Feld sind wie zuvor gegeben mit:

N
¢ = Z Unthr(T)
k=1N
E ==Y UV(f)
k=1

Daher kann die Energie im System wie folgt berechnet werden:
I = 3
Wy = —go” d°r
v 2

N N
1 .
:/ 580 E UkV’lﬁk(m E Ukvuk(F) ddT
v k=1 k=1

1 )
=c0 Ul / Vi, - Vi dr
14

2
k=1,1=1

Das Volumenintegral auf der rechten Seite kann als Oberflichenintegral geschrieben wer-
den:

/ Vi - iy & = / V- (Vi) ) — (V2 v | dPr = / (Vi) 2
Vv Vv SN—— oV

—0

Da es sich bei der betrachteten Oberfliiche um metallische Oberflichen handelt, sind die
1 Schalterfunktionen, und es gilt:

/ Vi - Vi & = / Vi dr
1% FlicheF)

Fiir das betrachtete System gilt fiir die Kapazitatskoeffizienten
Ck',l = Cz,k

Damit erhélt man fiir die Energie des betrachteten Systems:
1
Wel = 5 Z Ck,lUkUl (7.2-55)
kil
Mit der Ladung Q; = 22;1 Cy1Uy, auf der Elektrode [ ergibt sich weiterhin:

Cry= / Viby - Vo &*r = / Vi, - d2f
v Fléche Fy

1 N N 1 N
Wa =35> Crlili =5 UkQs
k=1

k=1 I=1

(7.2-56)
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KR — 00

{oax-Kabel
keine Verluste

Rmax
(a) System (b) Schnitt durch das Koax-Kabel

Abbildung 7.11: Beispiel zur Induktivitét

Die Energiebilanzgleichung ergibt sich damit zu:

g1 N
$§ZZCM Qi == Uil (7.2-57)
k=1 I=1 k=1

Der einfachste Fall dieser Verallgemeinerung ist wiederum der Kondensator. Fiir diesen
erhdlt man die Ladung und die Energie mit

1
Q=CV W= §CU2 (7.2-58)

7.3 Der Begriff der Induktivitit
7.3.1 Herleitung der Induktivitit

An einem relativ komplexen Beispiel soll der Begriff Induktivitit eingefithrt werden (siehe
Abbildung 7.11). Dieses System ist durch einen idealen metallischen Kasten abgeschlos-
sen. Mit der ” Auenwelt “ ist dieser Kasten iiber ein Koax-Kabel zugénglich.

Aus der Bilanzgleichung der Energie folgt:
d 1 = 1 = 1 - = -
— [ (ze E2+—B2> d3r+/ —ExB.d%:—/ [ E d*r 7.3-59
dt Jy (2 ! 210 av Ho v] ( )

Das Oberfldchenintegral hat nur einen Beitrag an der Stirnfliche des Koax-Kabels, daher
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erhélt man:
/ LG x B a2 /RmxlEBQ d (7.3-60)
— . = —FE,.B27r dr .3-
JStirnfliche HO g’ \e‘:/ JRyin HO ‘
Mit dem allgemeinen Zusammenhang
rRimax
/ B dr—U (7.3-61)

erhélt man fiir das Integral iiber die Energiefluldichte:

1 - =
/ —ExB-d*F=UI (7.3-62)
Stirnfliche H0O
Aus den Berechnungen in Kapitel 3.6 ist bekannt, dafl das Magnetfeld eines Koaxialleiters
mit
B="10 fir Ry < R < R (7.3-63)
2rr ¥

berechnet werden kann. Wie man in Kapitel 7.4 noch sehen wird, kann das elektrische
Feld mit

U 1,
I R ;e, (7.3-64)

Ruin

E=

angegeben werden.

Der Integrand des Integrals (7.3-62) ergibt sich damit zu:

Bxpoto U 1, MU 1 1. (7.3-65)
m 27ptg In fomax 2 27 I Hmax 72

min ‘min

Deshalb ergibt sich das Integral zu:

"R R
max 1 . . [U max 1
/ —ExB-dr=—"p— / —2rr dr = U1 (7.3-66)
R M0 27 In 2 Ry

Dieses Ergebnis deckt sich also mit der Gleichung 7.3-62. Das bedeutet beziiglich der
Energiebilanzgleichung, dafi noch auf den 1.Term auf der linken Seite eingegangen werden
muf:

e Betrachtung eines statischen Falls oder eines quasistatischen Falls
— zeitliche Anderungen sind sehr langsam

—

e B: hervorgerufen durch Stréme = B #0

o L hervorgerufen durch Induktion = zeitliche Anderung ~ 0
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Daher muf} lediglich auf die magnetische Energie im System eingegangen werden. Fiir
die magnetische Feldstérke des Leiters im metallischen Kasten (siehe Abbildung 7.11(b))
gilt:

S Ho 5 xX (T—T7(s))
B = — " ds 7.3-67
(r ) AT «Ltromfﬂden I ﬂ(S) |(3 ’ ( )

Diese Gleichung ist fiir den gezeigten Fall jedoch etwas zu komplex zu lésen, deshalb
iiberlegt man sich, daf§ das B-Feld linear vom Strom abhéngt:

—

B(F) = 1B(F) (7.3-68)
Damit erhilt man fiir die magnetische Energie:
Lomooa Loy [ 1 59 3
Winagn = | =—B* &’r= =1 —B* d’r (7.3-69)
v 21t 2 v Ho
Das Integral auf der rechten Seite bekommt nun einen Namen:
1 5 03
L= [ —B*dr (7.3-70)
v Ho
Allgemein wird L als Induktivitdt bezeichnet und die magnetische Energie lautet:
1 o 1
/ — B2 &% =-LI? (7.3-71)
v 2fto 2

Daran kann man erkennen, dafl nun die magnetische Energie unabhéngig der geometri-
schen Eigenschaften des Beispiels berechnet werden kann, sofern natiirlich L zum Beispiel
durch eine Messung bekannt ist.

Die Induktivitdt ist das Verhéltnis der magnetischen Energie zum Quadrat des Stromes:

L2 gy
L= 1“*37 (7.3-72)
31

Leitet man die Gleichung fiir die magnetische Energie nach der Zeit ab, so erhélt man
wegen der Verlustfreiheit des Systems:

/ J-Edr=0 (7.3-73)
JV

und damit als Endergebnis der Energiebilanzgleichung:

d /1
— (L) =-U-TI
dt (2 ) v

- v (7.3-74)
di
d
L—1I=—
di v

Das Vorzeichen hingt in diesem Fall von der Betrachtung der Spannung ab.
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AuBerer Leiter

E.(2=0)=0 —

I
77 | S———— Innenleiter 7

Vakuum

Metallplatte «

\ l |
\ \

Abbildung 7.12: Koaxialleiter

Abbildung 7.13: Schnitt durch Koaxialleiter

Ta
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7.3.2 Induktivitit eines Koaxialleiters

Im Falle langsam verdnderlicher Felder wird das kapazitive Verhalten des Koaxialleiters
vernachlissigt. Fiir die Berechnung wird ein konstanter Strom angenommen. Das Innen-
material des Koaxialleiters sei auBerdem nichtleitend.

Durch Betrachtung von Abbildung 7.13 erhélt man fiir die Stromdichten:

o I

S SR o
Ji onr. eo(r—r;) (7.3-75)
Ja = e eo(r—r,) (7.3-76)

Das Magnetfeld eines geradlinigen Stromes ist bekannt aus Kapitel 3.6:

o I
Dabher gilt fiir den Koaxialleiter:
5o belg, <<, (7.3-78)
0 sonst ’

Die magnetische Energie des Systems lautet damit:

1 - . 1 Ta 27 1
/ — B2 dr = / / / —BiT drdedz
v 2Ho Jo Jro Joo 2p0
1 T 27 2
a 1 I
:/ / / 7(@7) rdrdedz
JO Jr; 0 2”0 2mr (73_79)

1 0\ 2 Ta ]
=0121— (/i)) 12/ —dr
200 \27m o T

1
=P (Ta) e

227 T

Der Energiegehalt des Systems ist daher gegeben mit:
Lo o, 1 1.5
I/Vrnan:__ll_:—LI .3-

w00 T2 (7.3-80)

Dabei wurde L als Induktivitit des Koaxialleiters identifiziert.
Ho

/"a
L= o n(;_)l (7.3-81)

7.3.3 Verallgemeinerung der Induktivitit

Ein einfaches Beispiel fiir eine Induktivitét ist die ideale Spule der diskreten Bauelemente
(siche Abbildung 7.14). Aus den Kapiteln vorher ist bekannt, da$ fiir dieses Bauteil die
Spannung und der Strom wie folgt gekoppelt sind:

d

U=Lgl (7.3-82)
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LiU

1

Abbildung 7.14: ideale Spule

Die in der Spule gespeicherte Energie wird dabei iiber die Induktivitéit L berechnet (siche
Kapitel 7.2.1 und 7.2.2):

1.
W= sLr? (7.3-83)

Mit diesen Zusammenhéngen kénnen dann z.B. Einschaltvorgéinge von Schaltkreisen, wie
in Abbildung 7.15, berechnet werden.

I R

1
T

LI Uy

(a) Schaltkreis (b) Stromkennlinie beim Einschalten

t

Abbildung 7.15: Einschaltvorgang diskreter Bauelemente

Beziiglich komplexerer Spulenanordnungen (siche Abbildung 7.16) wird nun der allge-
meine Begriff der Induktivitétskoeffizienten eingefithrt. Fiir eine beliebige Stromschleife,
z.B. I, gilt:

e Feld: linear in Stromdichte B(7) = E(f)[
e Energiedichte: quadratisch in B

e Energie W: quadratisch in I

Fiir beliebig viele Schleifen gilt aufgrund der zuvor genannten Linearitdt des Feldes
beziiglich der Strome:

B =S B (7.3-81)
k=1
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U2 7‘7

Abbildung 7.16: Induktionsschleifen im Raum

Wie zuvor erwéhnt, ist die Energiedichte quadratische in B:

wn =5 B = o ZZ]k[,Bk F')B, (7.3-85)

0 k=1 1=1

Damit ergibt sich die Form der Gesamtenergie zu:

N N
Winagn = ZZMI / = B(A)By(F)d*r = 7ZZL,€J@L (7.3-86)

k 11l=1 k=1 I=1

Der integrale Ausdruck wird dabei als Induktivitiatskoeffizient Lj; bezeichnet. Ein sinn-
volles Beispiel ist der Transformator (siche Abbildung 7.17. In der in Gleichung 7.3-86

is i 1 12

(a) real (b) schematisch

Abbildung 7.17: Transformator

beschriebenen Form der magnetischen Energie ergibt sich fiir den Transformator:

1 Ly Lo\ (1§
W = —(L1: 7.3-87
2( f2) (L21 Laz ) \I2 ( )
Lip = Ly (7.3-88)
Die Energiebilanz ergibt sich damit fiir den Transformator zu:
d /1 1
i ( Liul? + 2L2212 + L121112) = (U1, + Uy ) (7.3-89)

/Metallischer Hohlkérper geerdet
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Allgemein gilt daher fiir die Energiebilanz:

v
df 5 Z Z LDy = = Ukl (7.3-90)

K=1I=1 K=1

7.4 Die Energiestromdichte eines Koaxialleiters mit einem leitenden Innenmate-
rial

In diesem Kapitel wird die Energiesituation in einem Koaxialleiter beschrieben. Der un-
terschied zu Kapitel 7.3.2 ist, daf das Innenmaterial leitfihig ist, der Leiter durch einen
Isolator abgeschlossen ist und eine Spannung U angelegt wurde. Zunéchst wendet man

U Innenleltel R;
B,

Isolator

e =1 /L1:1

Abbildung 7.18: Koaxialleiter

die Eigenschaften, die in Abbildung 7.18 skizziert sind auf die vollstandigen Maxwell-
Gleichungen an:

1 - 0 - 0 =
—V X B—¢y=— V x M P
1o * 0815 =iV +8T
eV - FE =
V- B =y (7.4-91)
V-B=0

L0 -
E+-B=
V x +6t 0

Da M = 0 gegeben ist, da auerdem alle Zeitableitungen verschwinden miissen und hier
ein statisches Problem betrachtet wird, ergeben sich die vereinfachten Gleichungen:

%V x B = jr
20V - E = p; (7.4-92)

V-B=0

VxE=0

1 _
V- (=ExB)=-j;-E (7.4-93)

AuBenleiter R,
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Da der Koaxialleiter durch ein reales Material gefiillt sein soll, gilt die Gleichung

j;=k(F)E (7.4-94)

fiir den Ohm’schen Leiter. Aulerdem gilt mit V x E= 0, daf3 das elektrische Feld durch
ein Skalarpotential dargestellt werden kann:

E=-Vo (7.4-95)

Aus Symmetriegriinden kann man zusétzlich erkennen, dafl das Potential und das elek-
trische Feld nur von R abhéngen:

E = ER(R)éx

(7.4-96)
¢ =¢(R)
Damit ergibt sich auflerdem fiir die Stromdichte:
Jr = in(R)én (7.4-07)

Wendet man auf die Maxwell-Gleichung L%UV x B = jf die Divergenz an, so erhélt man

aufgrund der Eigenschaft V -V x A =0, daB8 die Stromdichte die Bedinging V - ff =0
erfiillen muf. Deshalb lauten die bestimmenden Gleichungen:

V-j;r=0
jj=r-E (7.4-98)
E=-V¢

Dementsprechend erhélt man durch Einsetzen:
V- (k(F)V¢) =0 (7.4-99)

Fiir den Koaxialleiter bedeutet das:

10 o0
ROR (R“(T)@¢> =

RA(F) 6= 1 (7.4-100)
0, .
ar” " Rrl(r)
Fiir ein konstantes x(7) = & gilt:
#(R) = % IR+ c (7.4-101)

Da der Koaxialleiter bei R; auf Masse liegt ergibt sich

#(R) = %m g (7.4-102)
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Mit der angelegten Spannung U bei R, erhélt man:

In %
O(R) = U—F (7.4-103)
In "=
Das elektrische Feld erhélt man mit:
_ 0 U 1
E(R)=—(==0¢(R) | € = ———=¢] 7.4-104
(1) =~ (o)) én AE (7.410)
Der Strom im Innenleiter mufi demnach durch die Stromdichte
- o wkU 1
| =kl = ——— —€p = jRE€ 7.4-105
J=K ln% RfR JRER ( )
berechnet werden:
Z 2T
1:/ j‘-df:/ / jr Rdpds
J Oberfiiiche Jo Jo
= kU 1
=— —2r RdY _
/0 n % = T z (7.4-106)
22U
=— z
In %‘:

Da sich die Koordinatenabhéngigkeit bei der Integration wegkiirzt ist formal jede Man-
telfliche im Zwischenraum als Referenzfliche beziiglich der Stromdichte wéhlbar.

Abbildung 7.19: Schnitt durch Koaxialleiter

Das Magnetfeld Koaxialleiters ist bekannt aus Kapitel 7.3.2:

_ bo L R, < R< R,
B = {2’“(’; © const (7.4-107)
Das Produkt j - E lautet damit:
- 5 - U? 1
| E = kE* = h—r— 7.4-108
J " e %‘Z R? ( )
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Der Poynting-Vektor ergibt sich zu:

§:igxngi%luolﬁz
Ho Lo lnﬁ R2mR
B _LQWHUZE,
2RI Il (7.4-109)
U? 1

—

—kK —z€
2 Ry p2°%
In o R

Das Ergebnis fiir die Energiediskussion lautet damit:

oder

/ §.df:—/j-ﬁd3r (7.4-110)
A% v

V.-§S=—j-E (7.4-111)

Durch Einsetzen erkennt man, daf diese Gleichungen erfiillt sind.

Als Endergebnis kann festgehalten werden, dafl im Zwischenraum des Leiters die Energie
7+ F umgesetzt wird. Der so entstandene Energiestrom flieit in negativer z-Richtung und
ist grofer je weiter man sich vom Leiterende bei z=0 entfernt.

7.5

1.

t

Lernziele Kapitel 7

Welche Arten von Materialien gibt es und welche Eigenschaften besitzen diese?

. Den Zusammenhang der Begriffe Ladung, Kapazitéit, Potential und elektrisches Feld

verstehen

. Wie kann man die Ladung und die Energie verschiedener Anordnungen berechnen?
. Die Definition des Begriffes Induktivitiat wissen

. Die Induktivitdt und die Energiestromdichte einfacher Anordnungen berechnen

konnen
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8 Regime elektromagnetischer Probleme

Zur Beschreibung sdmtlicher elektromagnetischer Phanomene werden die vollstdndigen
Maxwell-Gleichungen verwendet:

1 9~ - L9
QVXB—CQEEff'FVXAJ-FEP (81)
oV Ed:pffv-ﬁ (8.2)

L0 =
EF+—B= .
Vx Bt B=0 (8.3)
V-B=0 (8.4)

Zusitzlich ist die Betrachtung der Energiebilanzgleichung

o (1 -, 1 = 1+ = -
o CepEr+ B2 \+V.-( - ExB)=-j-E 8.5
o (250 +2M0 )+ B J (8.5)

und die Kontinuitétsgleichung

0
ot
immer von Bedeutung.

Die verwendeten Materialien werden beschrieben durch Materialgleichungen, welche mit
den Termen auf den rechten Seiten der Gleichungen 8.1 und 8.2 in den Maxwell-Gleichungen
enthalten sind. Die Materialien und das betrachtete System miissen dann Informationen
mp=pr—V- P und ; = ;/ +V x M+ %ﬁ liefern. Folgende Materialien werden haufig
in diesem Zusammenhang betrachtet:

e Vakuum

e [deale Leiter

e nicht ideale Leiter

e Ohm’scher Leiter

e Halbleiter

e Dielektrika

e Ferrite (magnetisierbare Materialien)
e Supraleiter

e Plasma

Auf die Eigenschaften dieser Materialien wurde bereits in Kapitel 7.1 kurz eingegangen.
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8.1 Einteilung der Regime

Verschiedene Regime werden durch Modifikation (Vereinfachung) der Maxwell-Gleichungen
dargestellt. Zur Beschreibung bestimmter elektrotechnischer Phinomene mufl nicht im-

mer der volle Satz Maxwell-Gleichungen verwendet werden. Zur konsistenten Beschrei-

bung solcher Phidnomene reichen oft vereinfachte oder gendherte Modelle aus, um die

Vorginge zu verstehen und mathematisch korrekt formulieren zu koénnen. Erhdlt man

durch eine Verwendung der vollen Maxwell-Gleichungen keinerlei Verbesserungen ge-

geniiber einer Vereinfachung, so macht eine Verwendung einer komplizierteren Beschrei-

bung auch keinen Sinn.

Einige der anschlieend diskutierten Regime werden mit bestimmten Namen bezeichnet.
Jedoch ist zu beachten, dafl diese Namen in der Geschichte oftmals ungliicklich gewéhlt
wurden, sie sind aber allgemein anerkannt und somit Standard.

Im Folgenden wird auf einige dieser Regime eingegangen. Die entsprechenden Vereinfa-
chungen werden dazu erldutert und hinterleuchtet.

8.1.1 Stationire Regime

Dazu wird als Vereinfachung die folgende Néherung verwendet:

0

——0

ot
Das bedeutet, dafl alle Zeitableitungen in den Maxwell-Gleichungen entfallen. Das fiihrt
zu den in den Kapiteln 2 und 3 behandelten Problemen der Elektrostatik und Magneto-
statik. Entsprechende Anwendungsbeispiele sind in den Kapiteln 2, 3 und 5 zu finden.

8.1.2 Langsam verinderliche Felder

Mit langsam veranderlichen Feldern sind solche gemeint, welche sich langsam gegen die
Lichtgeschwindigkeit verdndern. Ein wichtiges Regime ist in diesem Zusammenhang durch
die Vernachlissigung des Verschiebungsstromes 50%E gegeben. Diese Vereinfachung ge-
geniiber den vollstindigen Maxwell-Gleichungen wird zum Beispiel in der Energie- und
Antriebstechnik verwendet. In fast allen Fillen ist dort der Verschiebungsstrom gegeniiber
von Stromdichten und Stromen zu vernachlissigen. In der Elektrodynamik wird diese
Vereinfachung Quasistationidre Ndherung genannt. In der Plasmaphysik hat sich hierfiir
der Begriff der magnetostatischen Néiherung etabliert. Dieser Begriff darf jedoch nicht
mit dem Begriff der Magnetostatik verwechselt werden, denn in der Magnetostatik sind
die elektrischen und magnetischen Felder entkoppelt und nicht zeitabhingig, im Falle
der magnetostatischen Néherung wird lediglich ein Term der Maxwell-Gleichungen ver-
nachléssigt.

Ein weiterer wichtiger Sonderfall langsam verénderlicher Felder ist durch die Vernachléssi-
gung von Induktionseffekten %E = 0 gegeben. Hier sind die durch Induktion erzeugten
elektrischen Felder gegeniiber den durch die Quellen erzeugten Felder vernachlassigbar.
Eines der wichtigsten Anwendungsfelder dieses Regimes ist die Halbleitertechnik, denn
in den meisten Fillen konnen Induktionseffekte in Halbleitern vernachléssigt werden. Ei-
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ne spezielle Begriffsbildung beziiglich dieses Regimes hat in der Elektrodynamik nicht
stattgefunden, man findet dieses Modell tatséchlich unter dem allgemeinen Begriff der
langsam verdnderlichen Felder. In der Plasmaphysik wird fiir dieses Regime der Begriff
der elektrostatischen Niaherung verwendet. Aber auch hier gilt, dafi dieser Begriff nicht
mit dem der Elektrostatik verwechselt werden darf.

Im weitesten Sinne umfassen die langsam verénderlichen Felder jedoch auch die Elektro-
statik und Magnetostatik. Aufgrund der vélligen Unabhéngigkeit von der Zeit, werden
diese Regime dann als stationér bezeichnet (siehe Kapitel 2, 3 und 8.1.1).

Auf einige wichtige Eigenschaften und die vorher skizzierten Speizialregime wird in Ka-
pitel 8.4 eingegangen.

8.1.3 Halbleitertechnik

Im Bereich der Halbleitertechnik (HT) wird typischerweise die folgende Néherung ver-
wendet.

" Elektrostatische Naherung”
Spezialgebiet HT
Materialien : Vakuum, Dielektrika, Leiter, Halbleiter

Kapitel 8.4.4 erlautert die elektrostatische Niherung.

8.1.4 Antennentheorie und Wellenausbreitung

=L

Abbildung 8.1: Wellenausbreitung

Dieses Gebiet beschiftigt sich mit den folgenden Themenbereichen:

e Wellenabstrahlung
e volle Maxwell-Gleichungen miissen verwendet werden

e Materialien: Vakuum, ideale Leiter

8.1.5 Stromungsfeldprobleme

Fiir haufig verwendete Materialien sind die Charakteristika meist bekannt. Zum Beispiel
gilt fiir das Vakuum:



8 Regime elektromagnetischer Probleme 215

e keine Ladungen
e keine Strome
e keine Magnetisierung

e keine Polarisierung

Fiir einen idealen Leiter sind die wichtigsten Eigenschaften:

e keine Felder im Inneren
e keine Ladungen im Inneren,

e E-Feld auf Oberfliche senkrecht, evtl. Oberflichenladungen

Abbildung 8.2: Randbedingungen des idealen Leiters

Betrachtet man aber keinen idealen, sondern einen realen Leiter (Ohm’scher Leiter), so
miissen auf die speziellen Eigenschaften des Materials eingegangen werden. Dazu geht
man zuerst auf die Grundlagen der Korper und Materialien ein. Festkorper sind Kristall-
gitter, die aus Ionenriimpfen und beweglichen Elektronen bestehen. Deshalb fithrt man
eine Leitfdhigkeit x ein, die das Material addquat beschreibt. Zur Berechnung der elektri-
schen Problemstellungen wird dann eine Stromdichte proportional zum Feld angesetzt, J
und E sind dann iiber das Ohmsche Gesetz miteinander verkniipft (siche auch Kapitel
7.1.5):

j=kE (8.1-7)
Verschiedene Materialien haben unterschiedlich “gute” Leitfdhigkeiten, z.B.:
® Keoy=...grof

o fpp=...klein
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8.2 Phasoren-Rechnung

In den folgenden Kapiteln werden die Maxwell-Gleichungen héufig nur fiir zeitharmo-
nische Fille ausgewertet. Das bedeutet, dafl das elektrische und das magnetische Feld
Sinus- oder Cosinus-formig angenommen werden.

Zur Vereinfachung der Rechnung wird dazu die komplexwertige Exponentialfunktion e/t
in der folgenden Weise verwendet:

— —

B(rt) =
f)ej(wwwo)] (8.2-8)
) eJvo ejwt]
Der zeitabhéngige Anteil wird demnach mit Hilfe der Euler’schen Formel

eIt = cos (wt) + i sin (wt) (8.2-9)
und der zuvor genannten komplexwertigen Funktion e/“* dargestellt. Uber die Berechnung
des Realteils erhilt man dann die gewtinschte Losung.
FaBt man die ortsabhingige Feldgrofie und die Phasenabhéngigkeit zusammen, so erhélt

man:

B(7,t) = Re

—

E(F)ej“’”ej“’f’]
o (8.2-10)
=Re [Q(F)ef“’t]

B (7) wird dann als komplexe Amplitude oder Phasor bezeichnet.

Setzt man diesen Ansatz in eine beliebige Differentialgleichung ein (z.B. Diffusionsglei-
chung), so erhélt man eine vereinfachte neue Gleichung (Herleitung der Wellengleichung
siehe Kapitel 8.5.1):

0 =, 1 Comim

0 ) )

- =\ Jwt T N72 P\ plwt| —
:>8tRe {B(r)e } MUKV Re [B(r)e ] 0

0 (= 1 y

- 2\ piwt i v 2] 2\ piwt )
:>3t (E(T) ) p,oﬁv (Q(T)e ) 0
=jwB(F) — —V2B(7) = 0

Das gesuchte Feld B (7,t) kann dann tiber die Vorschrift 8.2-10 berechnet werden.
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8.3 Anwendung Stromungsfeldprobleme

Beispicl: Es soll cin stationdrer Fall (2 — 0) cines Stromungsfeldes berechnet werden.
Dazu werden die vollen Maxwell-Gleichungen verwendet:

1 - 0 - - -

— B—cy—FE=3 M P

/LOVX 50t F+V x +81
eV -E=p;—V-P
" bt (8.3-11)
E+-B=0

V x +E)t

V-B=0

Da M =0 gegeben sein soll und auflerdem alle Zeitableitungen verschwinden miissen,
ergeben sich die reduzierten Gleichungen:

1 S o

ufDVszff

aV-E=p=p;-V-P (8.3-12)
VXxFE=0
V-B=0

=kE (8.3-13)
Fiir alle idealen Leiter gilt
E=0 (8.3-14)
und auf der Oberflache eines idealen Leiters steht das elektrische Feld senkrecht:
7i % Elana = 0 (8.3-15)

Als konkrete Situation wird der Kasten in Abbildung 8.3, mit idealen Leitern als Wénde,
betrachtet. Im Inneren herrscht die Leitfihigkeit r.

p=1V

| —1idealer Leiter als Wand

6=0V| j=kB | =0V

T LSltfahlgkelt o
M=0

p=0V

Abbildung 8.3: 2-dimensionales quadratisches Stromungsfeld
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Die Potentiale auf den Réndern sind in der Abblldung> angegeben. Das Potential ist
statisch und mit dem Zusammenhang zwischen j; und E stehen die folgenden Gleichungen
zur Berechnung zur Verfiigung:

E= —w (8.3-16)
V.= (8.3-17)

b LRV j‘f (8.3-18)
V-B=0 (8.3-19)
sV-E=p (8.3-20)
jr=KE (8.3-21)

Die Herleitung der Gleichung 8.3-17 kann wie folgt durchgefiihrt werden. Wendet man
auf Gleichung 8.3-18 die Divergenz an, so ergibt sich fiir die Stromdichte

1 _, N
V- (=VxB)=V-j;=0
Ho

da die Divergenz der Rotation immer Null ist. Daher erhdlt man fiir das stationére
Stromungsfeld:
V.j;=V-(kE)= -V - (kV¢) =0

Im Allgemeinen muf} also die folgende Gleichung fiir Stromungsfeldprobleme gelost wer-
den:

V. (kV¢) =0 (8.3-22)

1V

| — ¢ =const

\\\h
\\\H

=

Abbildung 8.4: Potentiallinien und Feldlinien eines Stromungsfeldes
Fiir den Fall einer konstanten Leitfihigkeit gilt
Vip=0 (8.3-23)
mit der Randbedingung

¢|Rand = (bRand . (83—24)
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Es mufl in diesem Spezialfall also die Laplace-Gleichung fiir das Potential gelost wer-
den. Fiir den Fall des Potentialkastens in Abbildung 8.4, welcher mit einem Medium der
Leitfihigkeit x gefiillt ist, kann eine entsprechende Losung berechnet werden. In Abbil-
dung 8.4 ist dazu die zu erwartende Losung abgebildet.

Beziiglich Gleichung 8.3-23 kann man festhalten:

e Problemstellung ist mathematisch bekannt

e es ist nicht die Poisson-Gleichung, auch wenn ein Sonderfall der Poisson-Gleichung
identisch aussieht

Grundsétzlich ist ein Stromungsfeld nicht mit der Poisson-Gleichung lésbar, denn die
Ladungsverteilung, die im Leiter ausgebildet wird, ist nicht von Anfang an bekannt. Fiir
beliebig ortsabhingige Leitfihigkeiten x () mufl eine der beiden folgenden Gleichungen
gelost werden:

' 8.3-25
K (F)V%)+ VK (F)- Vo =0 ( )

Die Randbedingungen von vorher sind dabei immer noch giiltig:
¢|Rand = ¢Rand (83-26)

Kristall aus Ionenriimpfen

. @/
/ festsitzendes Elektron

Abbildung 8.5: Kristallaufbau eines Halbleiters

Als Beispiel zur Berechnung dient ein Halbleiter aus Silizium, GaAs oder Germanium.
Von diesen Materialien ist bekannt, daf} sie zwei Sorten Ladungstréger besitzen:

e freie Elektronen: Dichte n

e freie Locher: Dichte p

Die Ladungsdichte ergibt sich damit zu:

p=—en+ep=ce(p—n)
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Die Stromdichte berechnet sich zu
j: —envy, + ep,
Dabei stellen 7, und v, die mittleren Geschwindigkeiten der Ladungstriger dar. Man

nimmt nun an, daf} die mittlere Geschwindigkeit vom elektrischen Feld abhéngt, daher
wird angesetzt:

0, =, E
s (8.3-27)
U_T‘L = _MnE
Entsprechend erhélt man fiir die Stromdichte
J=enpu,E + epupE = e(nu, + pup)E (8.3-28)

Die Variablen ju, und i, konnen in diesen Gleichungen als Beweglichkeit der Ladungs-
triager identifiziert werden und besitzen die Einheit:

B o m?
(1] = lpp] = 5 LTV
Die Leitfihigkeit x eines Halbleiters betridgt demnach
Kk = e(npty + pity) (8.3-29)

mit geeigneten Randbedingungen kann ein entsprechendes Problem gelost werden.

Ein interessantes anderes Beispiel eines Stromungsfeldproblems wurde bereits in Kapitel
7.4 berechnet.

8.4 Anwendung Langsam veridnderliche Felder
8.4.1 Die Maxwell-Gleichungen und deren Abschitzung

Um eine geeignete Darstellung fiir die langsam veréinderlichen Felder zu finden, werden
zuerst einige Skaleniiberlegungen angestellt.

(a) T: Typische Zeit des Systems (b) L: Typische Lingenskala des Systems

Abbildung 8.6: Skalenbetrachtung
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Fiir die Praxis bedeuten solche Skaleniiberlegungen unter anderem, die Groflenordnung
von Ableitungen zu betrachten. Zum Beispiel erkennt man mit Hilfe von Abbildung 8.6
fiir die Ableitungen des Ortes und der Zeit die folgende Skalenabschitzung:

voi= 4 (5.4-30)
\Q\
20|~ =l 4-31
242 i
Die Maxwell-Gleichungen
1 B 9~ -
— B—e—F= 8.4-32
MOV X S0 B =1 ( )
sV-E=p (8.4-33)
V-B=0 (8.4-34)
- 0B
VXxE+—=0 8.4-35
die Energieerhaltungsgleichung,
. 1 - 1 - = Lo
—(=eE? + —B* (—ExB)=—j-F 4-
Ot(ZEO + o )+V (/l/o x B) J (8.4-36)
und die Kontinuitétsgleichung
dp
“F - A
5 +V-7=0 (8.4-37)

sollten in diesem Zusammenhang etwas genauer betrachtet werden. Es ist bekannt, dafl
gilt:

k
c= — Lichtgeschwindigkeit &~ 300000~— (8.4-38)
S

Eoto
Die Idee ist es nun, die typische Geschwmdlgkelt des betrachteten Systems mit der
Lichtgeschwindigkeit ¢ zu vergleichen. Dabei erhdlt man grundsétzlich drei verschiedene
Fille:

° % ~ (0 = statischer Fall — Elektrostatik, Magnetostatik
° % < ¢ = langsam verdnderl. — Vernachldssigungen mogl. — A,B (siehe spiter)
° % ~ ¢ = schnell veranderlich — die vollen Maxwell-Gleichungen werden benétigt

Als Beispiel fiir langsam veréinderliche Felder dient der Transformator in Abbildung 8.7.
Die typischen Grofien sind wie folgt gegeben:
1

50H z
L ~10m

T~

Daraus kann man ableiten, dafl das System bedeutend langsamer als die Lichtgeschwin-
digkeit ist.
L 10m

m m
—=——=10"— <310~ =¢
T 1072 s < s ¢
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10 m
I I
IS - -~
ul o P \U
] )

Abbildung 8.7: Transformator

8.4.2 Quasistationiire Niherung

Wiederum werden im Folgenden Groflenordnungen durch die typische Lingenskala L
und die typische Zeitskala T' des betrachteten Systems abgeschiitzt. Ausgangspunkt sei
ein System, bei dem ein typischer Strom [ mit der typischen Stromdichte

. 1
Jftyp = E (84-39)

die bestimmende Grofie darstellt (Transformator, Motor, etc.).

Betrachtet man also ein System, bei dem das Magnetfeld durch einen Strom I oder
allgemein durch eine Stromdichte jf erzeugt wird, so ergibt sich die Gréflenordnung des
magnetischen Feldes durch diesen Strom oder diese Stromdichte. Zur Darstellung dieses
Zusammenhanges wird die Maxwell-Gleichung

0 =
—VXB—]I+EO—E+V><M (8.4-40)
Ho ot

verwendet (es befindet sich im Trafo typischerweise kein polarisierbares Material, deshalb
gilt P = 0). Fiihrt man jetzt aus mathematischen Griinden die GroBe H ein, so erhilt
man die vereinfachte Gleichung

VxH=j;+e- 0 i (8.4-41)
81‘
mit dem Zusammenhang
L1 L 1 -
H=—B-M-= B (8.4-42)

Ho Hofbr

und die Skalenabschétzung fiir By, kann hergeleitet werden. Da der Strom I in diesem
System das Magnetfeld erzeugt, gilt der folgende Zusammenhang der typischen Grofien
von jy und H:

7 Htvp Jfyp (8.4-43)
Diese Gleichung sollte wie folgt gelesen werden: ‘Das Magnetfeld ist von gleicher Ord-
nung wie der Strom’. Das bedeutet aber nicht, dafl £g gtﬁ vernachlissigt werden kann,
der Verschiebungsstrom kann durchaus genauso grofien Einfluff wie das Magnetfeld ha-
ben, und trotzdem wéren die Ordnungen von j; und H wie oben gegeben. Dieses hingt
alleine von den gegebenen Systemgréfien L und 7' ab. Erst fiir Extrembeispiele, wenn
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zum Beispiel der Verschiebungsstrom um Gréenordnungen (102...) grofier wire, gilt
die Annahme von zuvor nicht mehr. Ein entsprechendes Beispiel ist ein Radioempféinger,
dieser benotigt einen kleinen Strom zum Betrieb der Antenne, das relevante Magnetfeld
stammt aber vom Radiosender.

Fiir das betrachtete Regime eines Transformators ist die Annahme, der Strom erzeuge
das relevante Magnetfeld und dieses Magnetfeld erzeuge ein zugehoriges elektrisches Feld
aber gerechtfertigt. Man kann aus dieser Uberlegung dann im Folgenden sogar zeigen,
dafl der Verschiebungsstrom deutlich kleiner ist und daher vernachldssigt werden kann.
Es fehlt dazu nur noch die GroBenordnung des elektrischen Feldes.

Zunéchst mufl aber noch der Zusammenhang zwischen H und B zu Ende diskutiert wer-
den. Mit der Materialeigenschaft i, des Trafokerns fiir ein lineares, isotropes, homogenes
Material erhélt man den Zusammenhang zwischen Hiy, und Byy,:

1
H. =—R8B 8.4-44
typ Lofr typ ( )

Damit ergibt sich fiir das betrachtete System eines Transformators die typische Grofien-
ordnung des Magnetfeldes zu:

Btyp = NO,Uerjf,typ (84—45)

Da das elektrische Feld aufgrund des zeitlich verdnderlichen Magnetfeldes entsteht, muf3
die GroBenordnung iiber die Maxwell-Gleichung

. 0 -
VxE=-—B 8.4-46
5 ( )
ermittelt werden. Der Zusammenhang der typischen GroBe des elektrischen Feldes Fiy,
mit der GroBe des typischen magnetischen Feldes Biy, ist daher wie folgt gegeben:

Biyp (8.4-47)

Nun konnen die beiden Terme ff und EO%E_: ins Verhiltnis gesetzt werden. Bei einer
typischen Liénge L des Systems von einigen Zentimetern (L = 0.1m), einem typischen
Zeitverhalten im Bereich 7' = 10~*s (= 10kHz) und einem Trafo-Kernmaterial mit y, =
100 erhélt man:

o7 . "

‘EO&E‘ -~ EO%EWP - 50%%Btyp _ 50%%“0/“[’-7f,typ _ L? " (103?)2 o 10-9
- ~ =— = - =t o X g grmy 1077 <1
Js Jftyp Jftyp Jftyp c (3-10%7%)

Man sieht, daf es aufgrund des erheblichen Unterschiedes der Grofienordnungen gerecht-
fertigt ist, 80%5 gegeniiber f/ zu vernachlissigen. Dabei wurde lediglich die physikalische
Einsicht genutzt, dafl ein zeitabhéngiger Strom ein zeitabhiingiges Magnetfeld erzeugt und
dieses dann ein zeitabhéngiges elektrisches Feld. An den Skalenzusammenhéngen erkennt
man dann, daf§ das auf diese Weise erzeugte elektrische Feld kaum mehr einen Einflufl
auf das magnetische Feld hat und deshalb vernachlissigt werden kann.
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Als néchstes werden die Energiedichten des elektrischen und magnetischen Feldes vergli-
chen:

1 2 > 2
ZEOE ’ le’:’oEz lE[)L—QBQ L?
~ 2°07yp 27072 Phyp ~10%«< 1
— TN T 1 =711 = Moy <
1.1 P32 B B2 1 2 272
) B 2 popr " tYP 2 popr YR -
Hopr

Das bedeutet, dafl die Energiedichte des elektrischen Feldes gegeniiber der Energiedichte
des magnetischen Feldes vernachléssigbar ist. Vergleicht man nun noch die beiden Terme
der Kontinuitatsgleichung, indem man zunéchst einen Zusammenhang zwischen FEiy,, und
Prayp iber die Maxwell-Gleichung £,V - E= py herleitet, so ergibt sich:

Ops E 1L 1. L ;
a | %80 7 _ €07 Byp o TE0T Holtr L fyp - L? ~ 109
T~ 1 = , = 3 = Hr
‘V -4y ) ftyp Jftyp Jf.typ 1?

Das bedeutet, dafl %pf gegeniiber V - jf vernachlissigt werden kann.

Mit dieser Tatsache erkennt man aber auch, dafl in dieser Art von Regimen Ladungen
keine Rolle spielen, deshalb kann die Gleichung €0V - E = p; vernachléssigt werden.
Somit erhélt man die Maxwell-Gleichungen in reduzierter Form fiir langsam verénderliche
Felder:

1 Lol _
;Tv xB=7+VxM (8.4-48)
0
V-B=0 (8.4-49)
- OB
E+— = A4-
VxE+-=0 (8.4-50)
V-j;=0 (8.4-51)

Beziiglich der Energiebilanzgleichung erhiilt man mit der Abschéitzung oben:

G 1 = 1 = = .
= B2)+V~( ExB):—'~E 8.4-52
ot (2uour Hopr I ( )

So lange also die typische Grofenordnung L/T deutlich langsamer ist, als die Lichtge-
schwindigkeit ¢, konnen die oben gezeigten Vereinfachungen verwendet werden.

In der Elektrodynamik wird dieses Regime quasistationire Ndherung genannt. Sie findet
vor allem in der Energietechnik Anwendung (Motoren, Transformatoren, etc.). Als Mer-
kregel gilt, sofern man die zugehorige Interpretation nicht vergifit, g — 0 fithrt auf das
gesuchte Gleichungssystem.

8.4.3 Energieinhalt der quasistationiren Niherung
Dazu stellt man sich konkret die Frage: Wie dndert sich der Energieinhalt mit der Zeit,
wenn sich der Strom dndert?

Im weiteren Verlauf dieses Unterkapitels wird dazu auf die Ergebnisse beziiglich des Ko-
axialleiters zuriickgegriffen (Kapitel 7.3.2), welcher mit einem konstanten Strom betrieben
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wird. Es wird nun die Annahme gemacht, der Strom I sei zeitabhingig:
I=1(t) (8.4-53)

Damit erhélt man fiir das Magnetfeld des Koaxialleiters:

B=

S {2/;;?1( e,  fir R, <R<R, (8.4-54)

0 sonst

Da das Magnetfeld zeitabhingig ist, mufl das zugehorige elektrische Feld berechnet wer-
den:

E+2B=
VBt B0
P o 0 (8.4-55)
Ype-9p 498
9.7~ grte Ty Be =0
0

Dabei ist der Term beztiglich £, gleich Null, denn die angelegte Quelle wird zwischen R;
und R, angelegt. Dies fithrt zu einer reinen R-Abhiingigkeit des Feldes. Damit lautet die
Differentialgleichung fiir F
1o} Ho dr
—FEp+-——= 8.4-56
9z " 2orR dt ( )

Unter Verwendung der Randbedingungen in Abbildung 7.12 (Kapitel 7.3.2) erhilt man:

__Ho dI .
Ep=—5 5! (8.4-57)

Das elektrische Feld lautet dann:
o 2‘;%%[6?{ fir Rj<R< R,
0 sonst

Integriert man des elektrische Feld entlang der Richtung €z, so erhédlt man die angelegte

".’ schnitt bei z=1

Abbildung 8.8: Schnitt durch den Koaxialleiter

Spannung U:

- Ra 1
/E-dF: @%/ S dR=U (8.4-59)
R;
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Demnach ergibt sich die folgende Differentialgleichung fiir U und I beziiglich der Induk-
tivitat L:

R, dI dr
= —ll —— =L— 4-
U= R; dt dt (8.4-60)
Aus dem Magnetfeld
i Ho ] X
B= {%R (Bee  Ri<R<l (8.4-61)
0 sonst
und dem elektrischen Feld des Koaxialleiters
N po_jdI > .
E_{Mzdf Ri<R<R, (5.462)
0 sonst
kann nun der Poynting-Vektor berechnet werden:
= 1 - = sz ‘” i .
S=—ExB-= {WRZ fli < It < He (8.4-63)
Ho 0 sonst

Energiebetrachtung: Im Folgenden wird die Energiebilanz des Systems ausgewertet:

d 1 1 = = o4
Bzd?’r—o—/ —E><Bd2F:/—j~Ed3r:0
dt Jy 2 av Ho v

d Rap2m dr (8.4-64)
*V[/ma‘rn —71_‘21% d dRﬁZIf =0
= g e +/Ri /0 g e dpaiie

dt
Aus den Kapiteln vorher ist bekannt, daf fiir die magnetische Energie des Systems gilt:

d a1,
a‘vmagu_ dt(QLI) (84'65)

Wertet man dies aus, so ergibt sich die Gleichung zu Null:

d 1 dr

Scpry - By —d =0 A-
dt(2 ) 2 dt R i (8.4-66)
Es ergibt sich also:
d dl
LI? LI— =0 8.4-67
dt < ) dt ( )

Der Energiesatz ist demnach korrekt, er ist Konsequenz der Feldberechnung.
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8.4.4 Elektrostatische Niherung

Wiederum wird von den Maxwell-Gleichungen

1 _ 0 =
—VxB=j —F 8.4-68
Ho . It ot ( )
V-B=0 (8.4-69)
eV -E=p (8.4-70)
_ 0B
E+r— = A4-T1
V xE+ B 0, (8.4-71)
von der Ladungserhaltungsgleichung
dp -
—+V-5=0 8.4-72
5 TV ( )
und von der Energiebilanzgleichung ausgegangen:
/1 = 1 = 1~ = ..
— | zeoE? + — B | —ExB|=—-j-F A4-
o (280 + o ) +V (HU X ) J (8.4-73)

Beziiglich der elektrostatischen Niherung stellt man Uberlegungen mit der folgenden
Argumentation an:

e cs gibt Ladungen

e Ladungen erzeugen Felder
e Felder lassen Strome fliefen
e Strome erzeugen B-Felder

e B-Feld -Anderung erzeugt ein E-Feld, aber klein, dann gilt: %E ist vernachléssighar

Damit erhélt man das reduzierte Gleichungssystem zur Beschreibung:

VxE=0 (8.4-74)
E=-V¢ (8.4-75)

op -
5 TVi= (8.4-76)
eV -E= (8.4-77)

Faft man diese zusammen, so erkennt man, daf§ die Poisson-Gleichung und die Ladungs-
erhaltungsgleichung ausreichen, um Problemstellungen dieser Art zu l6sen:

—eoV2% =p (8.4-78)

Gp -

Die gezeigte elektrostatische Néherung kommt vor allem in den folgenden technischen
Bereichen zur Anwendung:
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e Halbleitertechnik, Mikroelektronik
e Nanotechnik

e Plasmatechnik

Diese Art der Niherung wird in der Plasma-Physik elektrostatische Niherung genannt,
aus der Elektrodynamik ist kein spezifischer Begriff bekannt. Als Merkregel gilt, sofern
man die zugehorige Interpretation nicht vergifit, po — 0 fithrt auf das gesuchte Glei-
chungssystem. Es sei zusétzlich darauf hingewiesen, dafl die Begriffe der elektrostatischen
Néaherung und der Elektrostatik unterschiedliche Regime beschreiben.

8.4.5 Diffusion

Dringen zum Beispiel langsam verdnderliche Felder in ein leitfahiges Medium ein, so
spricht man von Diffusion. Bereits in Kapitel 7.1.5 wurde erldutert, daf fiir einen realen
Leiter mit der Leitfahigkeit s gilt:

—

j=rE (8.4-80)

Fiir die Maxwell-Gleichungen ergibt sich damit durch Einsetzen der ersten Gleichung in
die zweite Gleichung:

LV x B=kE B 1 _
VX B=nb 0 x (—VXB) =0 (8.4-81)
VxE+2 =0 Mok

Der Term 50%E ist im Falle langsam verénderlicher Felder unwichtig, da er gegeniiber j
kaum einen Beitrag liefert.

Mit der vektoranalytischen Eigenschaft
VxVxB=V(V-B)-VE (8.4-82)

kann der Ausdruck vereinfacht werden, denn es gilt V - B =0 fiir magnetische Felder.

Fiir den Fall, dafl k = const. gilt, erhdlt man dann die Diffusionsgleichung fiir das magn.
Feld:
OB 1 _,=
— - —V’B=0 (8.4-83)
ot ok
Als Beispiel ist in Abbildung 8.9 ein Diffusionsprozefl eines Gases dargestellt. Mathema-
tisch gesehen gehorcht dieses Problem auch Gleichung 8.4-83.

Zur Erlauterung des Diffusionsprozefles sei nun Abbildung 8.10 betrachtet. Dort ist fiir
ein entsprechendes Beispiel das magnetische Feld aufgezeichnet. Das Magnetfeld wird
dabei mit

B = B,(z)é, (8.4-84)
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Gas—»
(a) Gas in einer Ecke (An- (b) Gas im gesam-
fangszustand) ten Raum diffundiert

(Endzustand)

Abbildung 8.9: Diffusionsprozefl eines Gases

o]

Abbildung 8.10: Magnetfeld-Diffusion

angenommen und gehorcht damit der folgenden Diffusionsgleichung;:

0 1

Die Pfeile deuten an, in welcher Richtung sich das Magnetfeld mit der Zeit aufgrund der
Diffusion hinbewegt. Zur Verdeutlichung ist deshalb in Abbildung 8.11 eine zusitzliche
Momentaufnahmen zum Zeitpunkt ¢ > ¢, gezeigt.

8.4.6 Skineffekt leitfihiger Materialien

Zur Berechnung des Skineffektes beziiglich leitfidhiger Materialien lautet das addquate
Gleichungssystem, ausgegangen von Maxwell-Gleichungen, um die Materialeigenschaften
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to t>to

X&WA

x
Abbildung 8.11: Momentaufnahmen der Magnetfeld-Diffusion
erweitert:
1 oL
—V xB=j=krE (8.4-86)
Ho
V-B=0 (8.4-87)
. 0B
V x E+ T (8.4-88)
vV.j= (8.4-89)

Das Gleichungssystem soll demnach den Skineffekt an einem elektrisch leitfahigen Mate-
rial demonstrieren.

In Abbildung 8.12 ist fiir verschiedene Zeitpunkte das Magnetfeld als Ortsfunktion auf-
gezeigt. Es wurde dabei angenommen, dafl das B-Feld einer Sprungfunktion entspricht
(siche auch Abbildung 8.12(b)). Besitzt das B-Feld nur eine Richtungskomponente, z.B.

B = B(71)¢,
kann eine Auswertung auf folgende Weise erfolgen.
B

(a) t <ty (b) t=to
B
\
(c) t>to (d) t >ty

Abbildung 8.12: Zeitschritte des Skineffektes eines Magnetfeldproblems

Fiir den Fall, da8 das magnetische Feld Sinus- oder Cosinus-formig ist, stellt Abbildung
8.13 die entsprechende Ortsfunktion dar, und eine Berechnung mit Hilfe der Phasoren
vereinfacht das Problem erheblich. Beispielsweise konnte das B-Feld wie folgt lauten:

— A

B(7,t) = B () cos(wt + ©9)€y (8.4-90)
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Abbildung 8.13: Skineffekt einer harmonischen magnetischen Welle

Da fiir einen guten Leiter das Feld auf oberflichennahe Zonen beschrénkt ist, wurde
der Begriff Skineffekt definiert (skin= engl. fiir Haut). Eine mdgliche Vorstellung ist in
Abbildung 8.14 skizziert.

Vakuum Leiter

B
Vakuum

Brand

vorgegeben Bereich von B-Feld betroffen

Abbildung 8.14: schematischer Skineffekt am Leiter

Nach all den graphischen Voriiberlegungen soll nun aber der Skineffekt mathematisch
berechnet werden. Wie zuvor bereits erldutert, nimmt man an, dafl die betrachtete Welle
(das Feld) harmonisch ist. Falls dies nicht der Fall sein sollte, kann die betrachtete Welle
in ihre Fourier-Komponenten zerlegt werden. Dann gilt fiir eine ausgewéhlte Fourier-
Komponente des magnetischen Feldes:

Emw:RﬂgwnM] (8.4-91)
w : Kreis Frequenz w = 27 f
Fiir das elektrische Feld nimmt man analog an:

E (7, 1) = Re[E (F) &™) (8.4-92)

Fiir den Spezialfall, der hier berechnet werden soll, nimmt man an, daf} die Felder jeweils
nur eine Richtungskomponente haben:

(8.4-93)

soTise])

:Ey
:EZ

S~

x)éy,
-
~Z

x)e
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Setzt man dies in die Gleichungen 8.4-86 und 8.4-88 ein, so erhélt man:

108, ,
%a;; =Kk, (8.4-94)
E _
—% +jwB, =0 (8.4-95)

Setzt man dann die Gleichung 8.4-95 in Gleichung 8.4-94 ein, so ergibt sich:

1 9°B, oE,

o 02 " o (8.4-96)

= jwkB,

Es handelt sich dabei um eine homogene DGL zweiter Ordnung, die mit dem folgenden
Ansatz gelost werden kann:

|

= Bet* (8.4-97)

Y

Fiir die Variable k erhélt man:
E* = jwpok

1+ 8.4-98
k= +\/jwp, :i%\/wuoﬁ ( )

Fiir die Losung des magnetischen Feldes beziiglich des Beispiels in 8.4-93 erhilt man
damit:

By _ Boe+l7+§11/w,uonz + Ble—%iw/w,u(,nz (84—99)

Aufgrund der Tatsache, dafl das Magnetfeld nicht stiarker werden kann verschwindet der
erste Term und man erhélt als Losung:

B =Be™ AV (8.4-100)
Aufgrund der Definition der Phasoren kann nun die Zeitfunktion berechnet werden:

B(7,t) =Re [Bef%“’““m”mc;]
L i (8.4-101)
=Be VEVH T eos(wt — E«/Wﬂof%)

Betrachtet man die Einheit des Wurzelausdruck /wigr so ergibt sich: [1 /wuof@] =

1/%%% = 1/# = % Da die Einheit 1/Lénge ist, ordnet man dem Kehrwert den

Begriff der Skintiefe zu:

1
Wk

= Skintiefe A, (8.4-102)

3
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B
1 =z
N Einhiillende Be vz3s

Abbildung 8.15: Einengung eines magnetischen Feldes

Aus diesem Grund wird das Magnetfeld fiir das betrachtete Medium oft auch wie folgt
geschrieben:

B(7,t) = Be™ 3% cos(wt — (8.4-103)

1 =z )
V2 As
Beispiel: realer Kupferdraht

Der Strom in einem Kupferdraht flieit lediglich in einer diinnen ”Haut” auf der Oberfléiche
(= As) und nicht im gesamten Volumen des Drahtes.

L
=

Kiihlfliissigkeit

Rohr

Abbildung 8.16: Leitungsrohr mit Kiihlung

Zur Vermeidung von zu starker Warmeentwicklung kann deshalb

e anstelle eines Kupferdrahtes ein Rohr verwendet werden

e und im Inneren ein Kiithlmittel eingebracht werden (siehe Abbildung 8.16)
Weitere Verbesserungsmoglichkeiten sind:

e Uberzug aus Silber

e Oberfliche polieren

Bei der Herstellung guter HF-Spulen kommen diese Techniken zur Anwendung.
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Konsistenz des Modells der Skintiefe:

Dazu wird die Phasengeschwindigkeit der Welle betrachtet:

A 1
Phasengeschwindigkeit der Welle = T~ WA R w 5 =, /ﬁ (8.4-104)
Man stellt sich die Frage: Ist die Phasengeschwindigkeit klein gegeniiber ¢? Vergleicht
man diese beiden Groflen, so erhéilt man:

w 1

< =c 8.4-105
Hoto v Ho€o ( )
Das bedeutet fiir einen Leiter mit der Leitfahigkeit x ist die Phasengeschwindigkeit deut-
lich langsamer als die Lichtgeschwindigkeit, wenn es sich um langsam verénderliche Felder
handelt.

Fiir einen Leiter ist damit gegeben:

J erschiebun; € & Eow
IVerschicbung _ 2091 o, 0% o (8.4-106)
jLeitung K:E K

Bei einem sehr guten Leiter kann damit der Verschiebungsstrom gegeniiber dem Leitungs-
strom vernachlissigt werden, wenn es sich um langsam verdnderliche Felder handelt.

8.5 Anwendung Wellenausbreitung
8.5.1 Herleitung der Wellengleichung

Mit Hilfe eines einfachen Beispiels wird zunéchst die Wellengleichung fiir das Vakuum
hergeleitet. Wendet man auf die erste der Maxwell-Gleichungen

&

1 ~ 0
- B=c 2
HOV X ant

9
ot

VxE=-21D5 (8.5-107)

die Rotation an, so erhélt man:

Setzt man dann die zweite Maxwell-Gleichung ein, so erhélt man:

- 10 /0 =
VXVXB—7§§<§B>
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Mit dem vektoranalytischen Zusammenhang
VxVxB=V (v : é) —v2B (8.5-108)
und der vierten Gleichung erhdlt man die Wellengleichung fiir das magnetische Feld:
1 & 5

23 -

Analog ergibt sich die Wellengleichung fiir das elektrische Feld:

VE—-Z—E=0 (8.5-110)
C

Sucht man die Wellengleichung fiir beliebige Fiille, also ohne Beschrinkung auf reines
Vakuum, so leitet man einfach die Wellengleichungen mit Hilfe der vollstandigen Maxwell-
Gleichungen her.

8.5.2 Allgemeine Behandlung von Wellenfeld-Problemen

Ein Beispiel fiir eine Wellenausbreitung ist in Abbildung 8.17 gegeben.

)

Empfianger

Eldktromaghetisdhe Welle

el. Dipol als Sendér

Abbildung 8.17: Wellenausbreitung

Befindet sich der Empfinger weit genug vom Sender entfernt, so konnen die vom Sender
abgestrahlten (Kugel-)Wellen als ebene Wellen genithert werden. Aus diesem Grund sind
ebene Wellen ein gutes Beispiel fiir die Anwendung der vollen Maxwell-Gleichung (siehe
Abbildung 8.18). Dabei wird oftmals mit dem Ansatz von Phasoren bzw. Doppelphasoren

A\W\# — Ausbreitungsrichtung k

Abbildung 8.18: Wellenausbreitung einer ebenen Welle

et eI*7 an die Probleme herangegangen.
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Wellenausbreitungsphénomene finden in Medien statt, in welchen Ladungen und Strome
nicht existieren. Deshalb kénnen die Maxwell-Gleichungen wie folgt reduziert werden:

1 -~ O
= B=c—
MOV X =0) ot
.B=
v . 0 (8.5-111)
eoV-E=0
- 0B
VxE+—=0
T
Fiir die Energiebilanzgleichung gilt dann:
0 (1 = 1 = 1= =
— ( =eoE? + —B? | —ExB|= B5-112
R T R
Fiir das elektrische und das magnetische Feld werden Phasoren angesetzt:
E =RelE (F) /] (8.5-113)
B =Re[B(F) ) (8.5-114)

Setzt man diese Ausdriicke in die Maxwell-Gleichung ein und fiithrt die Zeitableitungen
aus, so erkennt man, daf gilt:

ot — jw
Als Endergebnis erhélt man fiir die vier Maxwell-Gleichungen:

1 ~ -

—V X B(F) — jweE (F) =0 (8.5-115)
Ho

V-B(7)=0 (8.5-116)
V x E(F) + jwB(7) =0 (8.5-117)
sV -E(F)=0 (8.5-118)

Wendet man auf Gleichung 8.5-115 die Divergenz an, so erhilt man Gleichung 8.5-118.
Wendet man auf Gleichung 8.5-117 die Divergenz an, so erhélt man Gleichung 8.5-116.
Aus diesem Grund reduzieren sich die relevanten Gleichungen zu

1 . .
—V x B(F) — jweoE (T) =0 (8.5-119)
V x E(F)+ jwB (7) =0 (8.5-120)
sie sind ausreichend zur Losung entsprechender Probleme.

Behandelt man nur den Sonderfall ebener Wellen, so setzt man anstelle von den Phaso-
ren 8.5-113 und 8.5-114 Doppelphasoren an (gekennzeichnet dadurch, daB die Phasoren
doppelt unterstrichen sind):

E = Re[Ee @+ (8.5-121)
B = Re[Bel @+ (8.5-122)
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Man setzt diese Ausdriicke wiederum in die Maxwell-Gleichung ein und fiihrt die Ablei-
tungsoperatoren aus, so erkennt man, daf fiir die beiden vorhandenen Operatoren gilt:

o
V—>—jl§

Als Endergebnis fiir ebene Wellen erhilt man fiir die vier Maxwell-Gleichungen:

1.~ = .
——jk x B = jweoE (8.5-123)
Ho - -
jwB — jkx E=0 (8.5-124)
—eojk-E=0 (8.5-125)
jk-B=0 (8.5-126)

Relevant fiir die weiteren Berechnungen sind vor allem die Gleichungen 8.5-123 und
8.5-124. Diese lauten vereinfacht:

~kx B =wE (8.5-127)
wB=kxE (8.5-128)

Die beiden anderen Gleichungen sind wiederum iiber die Divergenz mit den Gleichungen
8.5-127 und 8.5-128 verkniipft.

ebene Wellen

Abbildung 8.19: ebene Wellen

In vielen technischen Anlagen werden Ebene Wellen betrachtet. Oftmals weil Kugelwellen
in sehr grofier Entfernung als ebene Wellen gendhert werden kénnen. In Abbildung 8.19
ist eine mogliche Situation dargestellt.

Aus dem Ansatz fiir das elektrische oder magnetische Feld (Gleichungen 8.5-121 und
8.5-122) erkennt man die Form der Welle. Fiir eine ausgewihlte Ausbreitungsrichtung,
z.B. die 2-Richtung sieht dann die Welle Sinus-férmig aus:

sin(wt — kx) = sin(ckt — kx) = sin(k(ct — x)) (8.5-129)

8.5.3 Ausbreitung und Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Zur Erzeugung von elektromagnetischen Wellen wird die Antenne als zeitabhéngiger elek-
trischer Dipol modelliert. Das bedeutet, daf§ die Raumladungsdichte dieses Dipols mit

plF.t) = =V - 50 () (8.5-130)
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Radiosender

Abbildung 8.20: Dipolstrahler als Radiosender

und die Stromdichte entsprechend mit

-

) = S ) (8.5-131)

angenommen wird. Fiir das elektrische und magnetische Feld setzt man nun wiederum
Phasoren der folgenden Form an (siehe auch Kapitel 8.5.2):

E = Re[E(F)e™]
B = Re[B(7)e!
Nimmt man auch den Dipol zeitabhéngig mit
P(t) = Re (pe) = pRe (') = pleos(wt)
an, so erhélt man durch Einsetzen in die Maxwell-Gleichungen:
iv x B — jweokE = jwps® (i) (8.5-132)
jwB+VXxE=0 (8.5-133)

Uber die Anordnung der Divergenz auf diese beiden Gleichungen erhilt man die beiden
Gleichungen

V-B=0
V- E=-V 5® (7)
automatisch.

Fiir die Welle wird nun weiterhin ein harmonischer Ansatz der Form e =77 gewahlt, da
man davon ausgeht, dafl man ausreichend weit vom Sender entfernt ist. Die am Sender
eintreffenden Wellen entsprechen dann ebenen Wellen. Damit kann man ansetzen:

E(F,t) = Re (E*eﬂwf*'m) (8.5-134)

B(F.t) = Re (Eej(”"”zﬂ) (8.5-135)
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- k
€l
Dabei stellen w = 27 f die Kreisfrequenz und k= Tﬂ die Ortsfrequenz des Wellenvektors
dar.

Mit diesem Ansatz gilt fiir ebene Wellen im Vakuum:
1 - |
—jk x B+egjwk =0
Ho - -
jkx E — jwB =0

Durch Anwendung der Divergenz auf diese Gleichungen erhélt man:

Das bedeutet la é und E sind zueinander orthogonal, sie stehen also aufeinander senk-
recht.

E

[l

Besitzt das magnetische Feld nur eine y—Komponente und das elektrische Feld nur eine
z—Komponente, so geht der Wellenzahlvektor & in z-Richtung. Entsprechend erhélt man:

kE =wB
=, =,
1
—kB, = gk,
Ho
Durch Einsetzen erhélt man:

1
kéz = WEO#OWEQZ
o
= ]fZ = wzaoﬂg ==
&
Das bedeutet die Welle breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit aus. Die Maxwell-Gleichungen
enthalten demnach Wellenldngen, hier speziell ebene Wellen, der Form:
E = Re < Eeiti= k?’)
B’ — Re (ﬁej(wtfkuf))

Der Wellenanteil der Felder kann dabei auch anders formuliert werden

el @k _ gjult=EeT) _ gjw(t—1o) jk(ct—)

fiir den zuvor beschriebenen Fall, die Welle breite sich in z-Richtung aus.
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8.5.4 Energieausbreitung von elektromagnetischen Wellen

Die Energieausbreitung der Welle kann mit Hilfe der Energiebilanzgleichung dargestellt
werden. Fiir periodische Vorgénge sind vor allem Mittelwerte interessant:

(1 =, 1 = 1= = -
E?+ ~ B? V (—ExB))y=—( E
& (GooB+ B N+ (9 (B X B)y =G B

Es gilt zum Beispiel im Vakuum (; =0)
1
/

Wyl
Il
o

v Exé)):v.

=

0

Berechnung des Poynting-Vektors §:

S = <(iﬁ X é)) = <%Re <£ej(Wt’E‘m> x Re <§ej<“’t’);ﬂ>)

Ho
41 <(E€](wt ’erE —jlwt— W)>> % <(B€j(wt7}3r)+E*6,]‘(wt—ﬁﬂr’))>
Ho — -
— o (ExE +E xB)
dpg \= = = 0=
1 L
o (ExB +(ExE))
41 -

Das bedeutet fiir eine ebene Welle, die Energie breitet sich in Wellenrichtung aus: ~ E

Zum Beispiel fiir den Fall einer elektromagnetischen Kugelwelle (siche Abbildung 8.17)
gilt:

= p(t)s (7)

=re,

ﬁl vi

Damit erhélt man fiir die Maxwell-Gleichungen unter der Annahme harmonischer Zeitabhéngig-

keit:
1 . . .
—V x B — jegwE = jwps® () (8.5-136)
Ho
VxE+jwB=0 (8.5-137)

Die Ortsabhéngigkeit mufl nun bestimmt werden, sie kann nicht harmonisch angesetzt
werden, wie dies der Fall war, fiir ebene Wellen.

8.5.5 Lo&sung von Wellenausbreitungsproblemen mit dem Hertz’schen Vektor

Mit dem Ansatz

VV -1 + gouowl (8.5-138)

E =
B = jweouoV x I (8.5-139)
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kann gezeigt werden, dafi Gleichung 8.5-137
V x E+ij = wQa)ugV X ﬁ + JwiweopoV % ﬁ =0

identisch erfiillt ist. Gleichung 8.5-136 mufl noch néher betrachtet werden:

11 _ 1 . L W
——V x (jweouoV x 1) — jeo—(VV - I1 + gopow’Il) = ﬁﬁ(S(“)(F)
%o Ho 0 0 (8.5-140)
SV x (V x 0) — V(V - 1) - copow?d = L5 7)

€o
Durch Anwendung der vektoranalytischen Formel
VxVxA=VV-A-V*A
und der Darstellung der Lichtgeschwindigkeit mit
1

vV Ho€o

erhélt man:

Cveri- i - lﬁ5<3)(f‘) (8.5-141)
= 32T g ’

Diese Gleichung ist von der mathematische Struktur her gesehen eine Helmholtz-Gleichung.

Als Vergleich sei dazu die Poisson-Gleichung betrachtet

V2= lg(&(;)

€o
mit der Losung
q 1
o=
TEY T
Die Losung des Hertz’schen Problems ist mit
P D A B
= e ——— L 8.5-142
- 47r50P r  4dmwegy re P ( )

von ganz dhnlicher Struktur.

w

Aus der Losung fiir I ergeben sich damit die Felder (k = £):

o= 1 —j 3(5"15367—15 . kQ(ﬁ_(grﬁ)a)

P L e S A -
L(7) pr— ( 3 (1 + jkr) + - (8.5-143)
B(F) = e (14 jkr)e, x (8.5-144)

4eg

Als Test dieser Losung kann die Frequenz w gleich Null gesetzt werden. Dies bedeutet,
dafl auch k=0 gilt und man erhélt

gy _ L 3@ -péE—p
E(F) = po 3 (8.5-145)
B(7)=0 (8.5-146)

das Feld des elektrischen Dipols im Ursprung (siehe Vergleich mit Poisson-Gleichung).
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8.5.6 Fernfeldbetrachtung des Hertz’schen Dipolstrahlers

Bei der Fernfeldbetrachtung von Wellenausbreitungsphinomenen werden die elektrischen
und magnetischen Felder fiir groie r betrachtet. Nur die Terme ~ % spielen dann eine Rol-
le, alle anderen Terme sind unwichtig. Fiir die Losung des zeitharmonischen elektrischen
Dipols mittels des Hertz’schen Vektors ergibt sich damit:

- Lk

E(F)=—e " —(F— (€ P é 514

E(r) = pae o=@ é) (8.5-147)
3

By = B o 5 (8.5-148)

— 47eg wr

Damit ist klar, daf sich der Poynting-Vektor mit % verhilt. Das bedeutet, fiir genau

r2
diese Fernfeldbetrachtung sehen die Felder des Hertz’schen Dipols wie ebene Wellen aus.
Der Poynting-Vektor im zeitlichen Mittel lautet:

(8.5-149)

Mit dem Zusammenhang
P2 — (P &) = p* — pPcos® ¥ = pPsin? ¥

erhédlt man ein Maf fiir die abgestrahlte Energie:

Durch Auswerten des Winkels ¢ erhilt man die Richtcharakteristik (siche Abbildung
8.21).

Abbildung 8.21: Richtcharakteristik des Hertz’schen Dipolstrahlers

Da das Flichenelement der Kugel mit d*r = r2sin 9ddde gegeben ist, ist die Leistung,
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die abgestrahlt wird

. /k4ﬂ2 27 ™ q
P:/ §. %= ;2 pz/ / = sin® 9r? sin ddddp
ag L, e Jot (8.5-151)
_ wr
T 12mey 3

unabhéngig von r.

Das bedeutet, die Energie geht bei der Ausbreitung nicht verloren, lediglich das am
Empfianger ankommende Signal wird mit der Entfernung immer schwécher.

8.6 Lernziele Kapitel 8

1. Die Regime statischer Felder, das Regime langsam verénderlicher Felder, speziell die
elektrostatische und magnetostatische Niherung, das Regime der Stromungsfelder
und das der Wellenausbreitung kennen und die zugehorigen Maxwell-Gleichungen
herleiten konnen

2. Wissen, wie ein Phasor definiert ist und wie man mit Phasoren rechnet

3. Wie lauten die Maxwell-Gleichungen in Phasorschreibweise?

4. Stromungsfeldprobleme berechnen kénnen

5. Wissen, was Diffusion bedeutet

6. Die Diffusionsgleichung herleiten kénnen

7. Was ist der Skin-Effekt?

8. Wie lassen sich Wellenfeld-Probleme mit den Maxwell Gleichungen beschreiben?
9. Die Herleitung der Wellengleichungen kennen

10. Die Abstrahlung und die Energieausbreitung von elektromagnetischen Wellen be-
schreiben kénnen

11. Die Idee des Hertz’schen Vektors verstanden haben
12. Was ist ein Dipolstrahler?

13. Was versteht man unter einer Fernfeldbetrachtung?
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A Mathematische Grundlagen

Dieses Kapitel ist eine Zusammenstellung der wichtigsten mathematischen Konzepte die
zur Berechnung elektrischer und magnetischer Felder grundlegend sind. Es handelt sich
dabei um keine eigensténdige Darstellung der mathematischen Zusammenhénge an sich,
vielmehr soll dieses Kapitel eine Erinnerung an die Mathematik-Vorlesungen des Grund-
studiums sein.

In den Kapiteln dieses Skriptes werden fast ausschlieBllich sogenannte ”gutmiitige” Funk-
tionen betrachtet. Das bedeutet unter anderem, dafl diese Funktionen immer geniigend
oft differenzierbar sind oder dafl Ableitungen dieser Funktionen beliebig vertauscht wer-
den koénnen und #hnliches. Ausnahmen von dieser Regel sind in den folgenden Kapiteln
immer deutlich gekennzeichnet und werden explizit diskutiert.

A.1 Der physikalische Raum

In Stichpunkten sind die wichtigsten Eigenschaften des von uns betrachteten Raumes
aufgefiihrt:

e wir befinden uns in einem 341-dimensionalen Euklidischen Raum, z, y, z und ¢,
also 3 Raumdimensionen und 1 Zeitdimension beschreiben den Raum

e die Ereignisse sind geordnet

e zwischen zwei Richtungen werden Winkel definiert

e die Begriffe senkrecht und parallel sind definiert

e es gibt 3 senkrechte Richtungen

e im Raum sind die Begriffe links und rechts wohl definiert

e Definition von Punkten, diese sind die Triger des 3-dimensionalen Vektorraumes

e zur Festlegung der Punkte im Raum wird meist ein willkiirlicher Nullpunkt (Ur-
sprung) festgelegt

e Vektoren verbinden Punkte

e Verschiebung von Vektoren — die Eigenschaften des Vektors bleiben erhalten, d.h.
die Verschiebung ist wegunabhiingig

Gegenbeispiel: Die Oberfliche einer Kugel ist kein Euklidischer Raum, z.B. das
Endergebnis einer Vektorverschiebung ist abhingig vom Weg

A.2 Der Vektorraum

Da es sich bei dem von uns betrachteten physikalischen Raum um einen Euklidischen
Raum handelt und wir deshalb Vektoren definieren, miissen einige mathematische Eigen-
schaften der Vektoren betrachtet werden.
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A.2.1 Vektoralgebra

Fiir eine skalare Variable gilt:

Variable = Zahlenwert e Einheit (A.2-1)

allgemein: a = (a)[a
Beispiel: M = 3kg = 6,37lb

Fiir einen beliebigen Vektor gilt:

Vektor = Zahlenwert e Einheit  Richtung (A.2-2)

allgemein: @ = (a)[alé,
Beispiel: v = 30?61

Die Definitionen der Vektoraddition, der Skalarmultiplikation und sonstige Rechenregeln
werden als bekannt vorausgesetzt. Aus Griinden der Konvention folgen aber nun einige
Definitionen von Vektorprodukten zwischen den beiden Vektoren @ und b:

Das Skalarprodukt ist definiert durch:

a-b=|a

b| cos £ (d, l;) (A.2-3)

Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) ist definiert durch:

b| = |al )E‘ sin £ (6, E)

(A.2-4)

@ x b steht auf @ und b senkrecht
die Richtung ist festgelegt durch die Rechte-Hand-Regel

A

X

Sl
S

a1

Abbildung A.1: Vektorprodukt

Das Vektorprodukt steht senkrecht auf den beiden vektormultiplizierten Vektoren (siehe
Abbildung A.1).

Fiir diese Vektorprodukte gibt es einige Regeln die bei der Rechnung beachtet werden
miissen:
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<c‘5 E) F - 0 (A.2-5)
(a E) b - 0 (A.2-6)
( E) & # @ x (z? x &) (nicht assoziativ) (A.2-7)
axb + bxa (nicht kommutativ) (A.2-8)

axb = —bxd (A.2-9)

2
s
oL

Fiir Produkte mit drei verschiedenen Vektoren ergeben sich die folgenden Regeln:

Das Spatprodukt ist definiert durch:

(@xb)-@ = —(bxa)-c
(bxc)-@a = —(@xb)-a = (@b, = Skalar (A.2-10)
(@xd)-b = —(@xe)-b

Die Gleichungen in A.2-10 zeigen, dafl das Spatprodukt zyklisch vertauschbar ist.

A.2.2 Komponentenzerlegung und Basistransformation

Vektoren werden in ihre Einzelkomponenten zerlegt. Sie werden also in den Komponenten
der Einheitsvektoren dargestellt.

—/

€2

Abbildung A.2: Vektor ¢ und die Einheitsvektoren der Systeme S und S’ (2-Dim.)

Das bedeutet ein Vektor @ kann in die Anteile der Einheitsvektoren zerlegt werden, also

@ = a1\ + a3 + a3C3 (A.2-11)
wobei gilt:
a; = a- 6?1
Ao = a- 52 (A2—12)
as = a (?3
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Oftmals werden Vektoren in der Form (a; as a3)” dargestellt, dabei besteht aber das
Problem, dafi Informationen iiber Einheiten, Koordinatensystem etc. nicht ersichtlich
sind. Diese Darstellung macht deshalb nur im Rahmen eines Orthonormalsystems Sinn.

Bei einer Basistransformation wird ein Vektor ausgehend von den urspriinglichen Ein-
heitsvektoren mit einem neuen, anderen Satz von Einheitsvektoren dargestellt. Zum Bei-
spiel kann der Vektor @ wie folgt in verschiedene Einheitsvektoren zerlegt werden.

a ay

Basistransformation
ay | Zsstrenstormation, -/ (A.2-13)
as aj

~ ~ L ~ o ' I
4 = a1€1 + A€z + A3€3 = A1€] + Uy€y + A3€3
Die Einzelkomponente a) wird durch folgende Operation berechnet.

P ~ R N
ay =d-ée; = (m€ + axly + azes) - &)

P I - (A.2-14)
=€y -e1a1 + ey eax+€e3-€a3
Fiir die gesamte Basistransformation ergibt sich damit
(Ll, €1 . é{ (?2 . é{ éz; . g{ ay
(12/ = 51 52, gg . €2/ é‘g . gé az (A2—15)
(Lé (‘?1 E?g gz . éré 6?3 84 as
Die Norm eines Einheitsvektors ist:
€] =@ e =1=|&| =|e] (A.2-16)
Skalarprodukte verschiedener Einheitsvektoren ergeben sich zu Null, d.h.:
51 . 62 = ﬁg . 53 = _‘3 . ﬁl =0 (A2—17)

Eine Basis von Einheitsvektoren bildet ein Orthonormalsystem. Allgemein gilt fiir jedes
Orthonormalsystem:

oL B 1 fiir i=k
€ e =0y = { 0 fiir ik (A.2-18)

mit:
€1 X dg = 53 (A2—19)

Das heif}t, alle Einheitsvektoren eines Orthonormalsystems stehen aufeinander senkrecht.

A Mathematische Grundlagen 248

A.3 Der Raum
A.3.1 Raumpunkte
Punkte kénnen im Raum eindeutig beschrieben werden:
e koordinatengebundene Beschreibung
— Koordinatensysteme (siehe Kapitel A.3.3)

e koordinatenfreie Beschreibung

— Ortsvektoren (siehe Kapitel A.3.2)

A.3.2 Ortsvektoren
e Vektoren verbinden zwei Punkte P, und P, — Vektor P;P2
e zu jedem Punkt P gehort der Vektor or
e zu jedem Vektor gehort ein Punkt
e jeder Ortsvektor 7 beschreibt einen Aufpunkt

Die zu den in der Feldtheorie am haufigsten verwendeten Koordinatensystemen gehoren-
den Ortsvektoren werden am Ende des néchsten Kapitels angegeben.

A.3.3 Koordinaten

Beliebige Vektoren konnen in andere Vektoren zerlegt werden (siehe auch Kapitel A.2.2).
Dies fiihrt in den meisten Féllen zu speziellen Koordinatensystemen. Die am haufigsten
verwendeten Koordinatensysteme sind:

e Kartesische Koordinaten (z,y, z) mit den Einheitsvektoren €, €, €,
e Zylinderkoordinaten (R, ¢, z) mit den Einheitsvektoren €, €,, €.

e Kugelkoordinaten (r,, ¢) mit den Einheitsvektoren €, €y, €,

Eine Koordinatentransformation z.B. von Zylinderkoordinaten in kartesische Koordinaten
sieht wie folgt aus:

T, = R, cosp,
Ye = R.sing, (A.3-20)
Ze = 2,

Dabei soll der Index ¢ auf kartesische Koordinaten und der Index z auf Zylinderkoordi-
naten hinweisen. Grundsitzlich ist es wichtig sich einzuprigen, daf§ nur im kartesischen
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Abbildung A.3: Darstellung des Ortsvektors 7 und der Einheitsvektoren in kartesischen
Koordinaten

Koordinatensystem die Einheitsvektoren ortsunabhéngig sind.

Der Ortsvektor in kartesischen Koordinaten lautet in Komponentenschreibweise:

7= x€, + Y&y + 2€. (A.3-21)
Im Zylinderkoordinatensystem und im Kugelkoordinatensystem sind die Ortsvektoren
ortsabhéngig, z.B. im Zylinderkoordinaten gilt fiir den Richtungsvektor ¢:
e = () (A.3-22)
Der Ortsvektor in Zylinderkoordinaten lautet:

7= Rén + 22, (A.3-23)

In Kugelkoordinaten gilt fiir den Richtungsvektor é;.:

g =é.(9,p) (A.3-24)

Der Ortsvektor in Kugelkoordinaten lautet:

F=ré, (A.3-25)

(z,y,2)

Ursprung

Abbildung A.4: koordinatenunabhéngige/ -abhéngige Darstellung

Bei Berechnungen ist also konsequent darauf zu achten, ob eine koordinatenabhingige
oder eine koordinatenunabhéngige Darstellung gewihlt wird. Ein Beispiel ist in Abbil-
dung A.4 zu sehen. Im linken Bild wird jeder Punkt P; durch einen koordinatenun-
abhiingigen Ortsvektor 7; dargestellt. Im rechten Bild wird der Punkt (z,y, z) durch die
Einheitsvektoren €, €,, €, dargestellt. Durch die Festlegung dieser Einheitsvektoren hat
man sich an ein Koordinatensystem gebunden.
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A.4 Objekte im Raum

In der Vektor-Analysis und in der Differential- und Integralrechnung sind Objekte exakt
definiert.

Bei der Differential- und Integralrechnung einer reellen Verdnderlichen gilt:

fR—=R o f(x)

Bei der Differential- und Integralrechnung mehrerer reeller Veranderlicher gilt:

f:Rn)_)]Rnﬁ(l)h“"l’n)’_) (yla'“ﬁyn)

In der Vektor-Analysis gilt: Bildraum oder Urbildraum werden mit dem Ortsraum iden-
tifiziert

e Bildraum ist der Ortsraum: Objekte im Raum, Funktionen in den Raum
Beispiel:
R — Ortsraum, s — 7(s)
e Urbildraum ist der Ortsraum: Felder, Funktionen des Raumes
Beispiel:

Ortsraum — R}, 7 — T (s)

Zur weiteren Vertiefung der Vektor-Analysis werden nun zuerst verschiedene Objekte im
Raum besprochen.

A.4.1 Punkte

Jeder Punkt wird durch einen Ortsvektor beziiglich eines beliebig gewdhlten Ursprungs
beschrieben. Fiir 3 Punkte ergeben sich somit 3 Aufpunkte 77,73, 73 im Raum (siche

Abbildung A.5).

Py
.
e
71
5
4 P3
3

Abbildung A.5: 3 Punkte im Raum

Punkte werden also durch einen Index numeriert. Das heifit eine Ansammlung von k
Punkten mit einer physikalischen Eigenschaft (z.B. Ladung ¢;) kann z.B. durchlaufen
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werden, indem die vorher genannten Ladungen g, aufaddiert werden:
3
Q=) (A.4-26)
k=1

Bei Punkten handelt es sich um eine Abbildung von N oder einer Teilmenge davon auf
den Ortsraum.

A.4.2 Linien

—

Linien werden durch einen Parameter parametrisiert: ©* = 7(«)

Linienelement:

or -
i = %da = idr (A.4-27)
Es handelt sich um eine Abbildung von R oder einer Teilmenge davon auf den Ortsraum.
Das heifit : R — Ortsraum « +— 7(«)

Abbildung A.6: Parametrisierung einer Linie mit dem Parameter o

Dabei bezeichnet der Parameter v bei der oben verwendeten Definition (Gleichung A.4-27)
die Bogenldnge der Linie, oder man bezeichnet « allgemein als den Parameter der Kurve.

Linien L haben Endpunkte 0L

a

Abbildung A.7: beliebige Linie mit Endpunkten @ und b

Beispiele fiir Integrale tiber Linien:

/Lmiefi.dr*:/::m A(FL(a)).df:/":al *(fL(a))g—Zda

=ap a=ag

AN

- . ar . O’F B 61 o (')F
/LinieA = /a A(r(a)) - ada = /ﬂ A(T(5)) - %dﬁ

0
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Tangentenvektor

Der Tangentenvektor beziiglich des Parameters « ist definiert durch :

S odr
t=— A4-2
da ( 8)

Man bezeichnet ihn auch als den Einheitsvektor in Richtung der Tangente. Dabei gilt

dr . Mo+ Aa) — ()
— = lim ——~ A4-29
do — daso Aa ( )
wobei diese Definition abhédngig von der Parametrisierung ist.
Wenn der Tangentenvektor durch die Bogenldnge parametrisiert wird gilt:
ar|
do|
A.4.3 Flachen
Flachen werden durch zwei Parameter parametrisiert:
7= ra, B) (A.4-30)

Es handelt sich dabei um eine Abbildung von R? oder einer Teilmenge davon auf den
Ortsraum.

Das heifit: R? — Ortsraum, (o, 8) — #(a, 3)

S

oF

(a) (b)

Abbildung A.8: beliebige Flidchen

Definitionen:

e Flichen F' haben eine geschlossene Randkurve OF

e Der Normalenvektor 7 steht senkrecht auf der Fliche F' (siche Abbildung A.8(b))
Es gilt:

e der Normalenvektor wird berechnet durch
or
da
or
da

X
(A.4-31)

n=

S ERRSE
S~ TR SV

X

Q)
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e Flichenelement skalar:

. or  or
df = ™ X 73 dadf (A.4-32)
e Fliachenelement vektoriell:
> or  or R
df = (% X %> dadf =ndf (A.4-33)

Beispiele fiir Fldchenintegrale:

. . oF _ oF
A-df = AF(@,B) (5 % 5 ) dadB
/Fliiche f /ﬁ/a (7 (e 8)) <8a><8[5> @
or

' L or
df = / / 7 (a, — x —|dad
/Flii(:he¢ f 6] {v(b( ( ﬁ)) Ja 0/6 ﬁ
/A-df:/ff-ﬁdf
F F
A.4.4 Kborper / Gebiete
Korper werden durch drei Parameter parametrisiert:
7 =7(a, B,7) (A.4-34)

Es handelt sich dabei um eine Abbildung von R? oder einer Teilmenge davon auf den
Ortsraum.

Das heifit: R® — Ortsraum, (o, 8,7) — 7(a, 3,7)

Oda \ OB Oy

Koérper im Raum V' haben eine geschlossene Oberfliche 0V

Volumenelement:

dV = dadfdy (A.4-35)

d f ~ 11 zeigt nach auflen

ov
V

Abbildung A.9: beliebiger Korper
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Beispiel fiir Volumenintegral (Integration iiber Gebiete, Kérper, Volumen)

[e@ar= [ o@av

|oF [oF  oF
- /V & (7) i. (% x %)' dadBdy (A.4-36)
oF [(oF oF
= [ Lo g (55 5)| daaon

A.5 Felder im Raum und auf Objekten

Es handelt sich dabei um eine Abbildung des Ortsraumes nach R{. In diesem Sinne wird
in der Vektor-Analysis von Feldern gesprochen. Als Beispiel zeigt Abbildung A.10 ein
beliebiges Temperaturfeld 7'(7) im Ortsraum.

o T=1(7)

R3 =R

Abbildung A.10: Beispiel eines Temperaturfeldes

Im Sinne der Vektor-Analysis gilt fiir ein Feld: Jedem Ortspunkt wird eine Grofe (z.B.
Skalar oder Vektor) zugeordnet:

Skalarfelder: ¢ = (), jedem Raumpunkt wird ein Skalar zugeordnet, Ortsraum —
Skalar

Vektorfelder: E = E(F), jedem Raumpunkt wird ein Vektor zugeordnet, Ortsraum —
Vektor

Tensorfelder: P = P(7), jedem Raumpunkt wird ein Tensor zugeordnet, Ortsraum —
Tensor

Zusitzlich gibt es Felder auf Flachen, Linien oder Punkten
— Beispiele: Vektorfeld auf Punkten, Temperatur einer Oberfliche

Zur Darstellung von Feldern miissen geeignete Moglichkeiten gefunden werden, um diese
angemessen darzustellen. Folgendes Beispiel soll eine solche Moglichkeit verdeutlichen.

Aufgabe: Darstellung cines Magnetfeldes B(7)

— Richtungsinformation aus Tangentenverlauf
— Betragsinformation aus Feldliniendichte

Weitere Moglichkeiten zur Darstellung von Feldern:



A Mathematische Grundlagen 255

@IHIHE

Abbildung A.11: Feldlinien eines Magnetfeldes

e Hohenlinienbild

e Farbcodierung

Feldlinienbild: Lésung der DGL 377, =k - E (7(s)), siche Abbildung A.11

Vektorpfeile an definierten diskreten Punkten

Die von uns am haufigsten betrachteten Felder befinden sich meist im 3-dimensionalen
Raum. Auf Felder beziiglich Flichen, Linien oder Punkten wird daher nicht weiter ein-
gegangen.

A.6 Differentialoperatoren
A.6.1 Einfiihrende Beispiele

Einige Eigenschaften von Differentialoperatoren sollen anhand von reellen Variablen dar-
gestellt werden. Fiir die folgenden Beispiele gilt fiir die Funktionen F' und G:

F:R—Rzm— F(x)
G:R—R,z— G (x)

Beispiel eines Differentialoperators im 1-Dimensionalen (Ableitungs-Operator):

d

dr

Bei Anwendung auf die Funktion F wird mit

F(z+ie)—F(z—1¢)

F:R—Rax— F'(z)= lin[l] 5 (A.6-37)
iy
definiert:
dF
— =F'(x) (A.6-38)
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Eine Funktion ist differenzierbar, wenn sie linear approximiert werden kann, die Ablei-
tung vermittelt dann die Approximation. Der Ableitungs-Operator ist damit ein linearer
Operator:

d d
— (aF)=a—F A.6-
e (aF) ag (A.6-39)
d d d
e (F+G)= aF + EG (A.6-40)
Es gilt auerdem die Produktregel:
d dG dF
E(FG) = F(E) + (E)G (A.6-41)

Die Ableitung hat eine Inversion, ndmlich die Integration:

d o d B
a/: Identitét — o /f(z) de=f (A.6-42)
4 Hs

. = Identitét —

= (A.6-43)

Der Hauptsatz (HS) der Differential- und Integralrechnung lautet im 1-Dimensionalen:

/22 d—Fdx = F(x3) — F(x1) (A.6-44)

Aus der Differentialrechnung ist auerdem bekannt:

df df
If = —=dz; Af~-—"Azx
df 3p 3% f e

Auf diese Zusammenhinge wird in den folgenden Kapiteln zuriickgegriffen. Dabei werden
hier Differentialoperatoren betrachtet, die den Ableitungscharakter mit einem Vektorcha-
rakter verbinden.

A.6.2 Definition des Nabla

V ist Vektor und Ableitung zugleich. In der Literatur ist auch manchmal die Schreibweise
V zu finden, jedoch sind die mathematischen Eigenschaften identisch. Am Beispiel der
Produktregel soll die Verwendung verdeutlicht werden:

grad(¢1) = ¢ (grade) + (grade) ¢
V(g1) = 6 (Vi) + (Vo)

Bei der Anwendung des Nabla-Operators ergeben sich z. B. folgende Moglichkeiten:

(A.6-45)

gradg = V¢ "Multiplikation Vektor mit Skalar”, ist ein Vektor
rotdA= VxA ”Vektormultiplikation, Kreuzprodukt”ist ein Vektor
divB= V-B ”Skalarprodukt” ist ein Skalar
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Genauso wie ein beliebiger Vektor A in seine kartesischen Komponenten zerlegt werden
kann

A= A8 +Ag, + Ae.

kann der Nabla-Operator zerlegt werden. In kartesischen Koordinaten lautet der Nabla-
Operator:

+ey s+ (A.6-46)

Zur weiteren Veranschaulichung soll hier ein Beispiel fiir die Nabla-Schreibweise studiert
werden. Bei dieser Schreibweise soll der Index ¢ bedeuten, daf der entsprechende Term
konstant gehalten wird:

div (qzﬁff) =¢.divA+ A, - grad ¢ (A.6-47)
1) Ersetzen durch Nabla-Schreibweise:
div (@A) = V - (¢4)
2) Produktregel (fiir beide Schreibweisen):
div (M) = ¢odivA + A, - gradp = V - (M) — ¢V -A4+Ve- A
3) Das Ergebnis lautet in der neuen Schreibweise:

V- (¢A)=¢. V- A+ V- A

S S (A.6-48)
=¢oV-A+Vop-A
A.6.3 Gradient
Der Gradient ist wie folgt definiert:
Gegeben sei ein skalares Feld ¢, zugeordnet sei ein Vektorfeld, damit gilt fiir
9
¥
Vo = gradg = | 5,9 (A.6-49)

520
Diese Darstellung ist allerdings koordinatenabhéngig. Gesucht ist nun eine koordinate-
nunabhéngige Definition:
e ¢ = ¢(7) sei ein skalares Feld des Ortes
e V¢ = grade ein Vektorfeld

e Vorschrift: Jedem Raumpunkt wird Richtung und Stérke des Anstiegs der Funktion
¢ zugeordnet
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Aquipotentiallinien

Gradient in diesem Punkt

/

\

Abbildung A.12: Darstellung eines Skalarfeldes

Nullpunkt

Abbildung A.13: Darstellung zur Definition des Gradienten

e Wegschritt As von 7 auf 7+ As dndert den Wert des Feldes von ¢(7) auf ¢(7+ AS)
(siehe Abbildung 3.14):

A¢ = ¢ (F+ A5) — ¢() = V- A (A.6-50)

e Der Gradient steht senkrecht auf den Aquipotentialflichen. Er vermittelt einen
Transport in Richtung des steilsten Anstiegs.

)

1 > 0 0 0 %

adp =V¢ = lim —— df = €,— S e—¢p=| =

grado ¢ AVE0 AV 3AV¢ f=e 8x¢+€y0y¢+e 32¢ ‘Ei

0z

(A.6-51)
e Es gilt folgende Eigenschaft:

Gradient: d¢ = grad¢ - ds (A.6-52)

A.6.4 Rotation

Gegeben ist ein Vektorfeld B(F), zugeordnet ist ein Vektorfeld rot B(7) = V x B (7)
Die Rotation mifit die Wirbelstérke und gibt die Wirbelrichtung an. Sie ist durch folgende

Definitionsgleichung beschreibbar:

1 c ,
Jim < /(‘9 =i (v x B) (A.6-53)

Der Vektor 7 bezeichnet dabei den Normalenvektor der Flache AF.
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Feldlinie e > > > > —»
/ > > > > > >
- > > > —> —>
Vektor —> > > > > —>
- > > > > —>
—> > > > > —>
- > > > —> —>
- > > > —> —>
(a) mit Wirbel (b) ohne Wirbel

Abbildung A.14: Vektorfeld

Eine andere mogliche Definition ist {iber das Volumen AV mdoglich:

_ . 1 f
_ S H =
rotB=V x B = A1‘1/130 NG df x B (A.6-54)

Jedoch geht bei dieser Darstellung der unmittelbare Zusammenhang zum Integralsatz
von Stokes (siehe spéter) verloren.

Definition der Rotation iiber differentielle Grofien:

/ B.di=AF -V x B
OAF (A.6-55)

AF = AF7i

In kartesischen Koordinaten wird die Rotation wie folgt angewendet:

o > (.0 L0 .0 . . .
rotA=V x A= (SLE +eya—y +62£) X (A€ + Ay, + A.e.)

0 0 0 0 0 0
=e, | —A4,—=—A e | =—A, — =—A ey | =— A, — =—A
“ (8;17 Yo oy I)+€T <8y 0z y)+€y (82 Oz Z)
(A.6-56)

Es gilt folgender Integralsatz (siche Kapitel A.8-80):
Rotation: / A-ds= / VxA-df (A.6-57)
oF P

Ein Vektorfeld, das keine Wirbel hat, heifit wirbelfrei (unter Umstéinden Beschrinkung
auf das Gebiet V):

V x A =0« Aist wirbelfrei (A.6-58)

Fiir solche Felder gibt es (wenn z.B. einfach zusammenhingend) die Darstellung iiber ein
Skalar-Potential:

VxA=0=A=V¢ (A.6-59)

Aber:
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e Das Potential ist nicht eindeutig, sondern bis auf eine Konstante bestimmt ¢ —
¢ + C (Umeichung moglich)

e Hiufig ist der Zusammenhang mit einem negativen Vorzeichen definiert. Dabei han-
delt es sich um eine Konvention, die aus historischen Griinden entstanden ist. Zum
Beispiel ist im Falle eines wirbelfreien elektrischen Feldes folgende Definition iiblich:

VxE=0=FE=-V¢ (A.6-60)

Beziiglich der Konstante C' wird typischerweise ein Bezugspunkt gewéhlt und das Poten-
tial kann dann in jedem Punkt angegeben werden:

T

¢ () = dBomg — / E-dF (A.6-61)

TBesug

A.6.5 Divergenz

2
.l

Gegeben ist ein Vektorfeld A(7), zugeordnet ist ein Skalarfeld divE(F) =
Volumen AV

Oberfliche 0AV

>
>
>
>
>
>
>

2222222
2222222
2222222
vivivivvy 4

v
2222222

(a) mit Quelle (b) ohne Quelle

Abbildung A.15: Vektorfeld

Die Divergenz beschreibt die Existenz von Quellen in einem Vektorfeld. Ein Vektorfeld
besitzt keine Quellen, wenn in einem abgeschlossenen Volumen AV genauso viele Feld-
linien austreten, wie eintreten. Ist also die Anzahl der eintretenden Feldlinien in einem
abgeschlossenen Volumen ungleich der Anzahl der austretenden Feldlinien, so befindet
sich in dem betrachteten Volumen eine Quelle. Die Divergenz ist durch folgende Defini-
tionsgleichung bestimmt:

. 1 PO pe
AI\I/EOA_V/MVA.df:V.A (A.6-62)
Differentiell:
/ A-df=v. AV (A.6-63)
AV
In kartesischen Koordinaten wird die Divergenz wie folgt angewendet:
= = _0 L0 .0 . . .
divB=V-B= e + eya—y + v (B.€, + Byé, + B.¢.) (A.6-64)
0 0 0
- "B, + =B, +—B. A.6-65
ox + oy Y + 0z ( )
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Es gilt folgender Integralsatz nach Gaufi(siche Kapitel A.8-82):

Divergenz: / B-df = / V. Bdv (A.6-66)
ov v

Ein Vektorfeld, das keine Quellen hat, heifit quellenfrei (unter Umsténden Beschrinkung
auf das Gebiet V):

V-A=0s Aist quellenfrei (A.6-67)

Fiir solche Felder gibt es im Allgemeinen (wenn z.B. einfach zusammenhingend) die
Darstellung iiber ein Vektor-Potential:

V- A=0=2A=Vx¢ (A.6-68)

Aber:

e Das Vektor-Potential ist nicht eindeutig, sondern bis auf einen Gradienten bestimmt
1 — 1 + V¢ (Umeichung moglich)

Zum Beispiel ist das B-Feld immer quellenfrei und deshalb durch ein Vektorpotential

darstellbar:

V.- B=0=B=VxA (A.6-69)

A.7 Exakte Sequenz, Vergleich der Dimensionen, Reihenfolge der Operatoren

Die in Kapitel A.4 besprochenen Objekte leben in verschiedenen Dimensionen. Entspre-
chend erfolgt nun eine Sortierung nach diesen Dimensionen:

0 1 2 3
Punkte Linien Fldchen Korper
Skalar Vektor Vektor Skalar

Das Pascal’sche Dreieck (Tabelle 2) dient an dieser Stelle zur Veranschaulichung der
Zusammenhiinge. Zwischen den Dimensionen sind Differentialoperatoren und Integral-
operatoren definiert («). Da elektromagnetische Felder im 3-Dimensionalen betrachtet
werden, wird hier nur auf die Differentialoperatoren im 3-Dimensionalen eingegangen.

Die Differentialoperatoren im 3-Dimensionalen sind:

e Gradient (siche Kapitel A.6.3): Skalarfeld — Vektorfeld, 1 — 3
e Rotation (siche Kapitel A.6.4): Vektorfeld — Vektorfeld, 3 — 3

e Divergenz (siehe Kapitel A.6.5)Vektorfeld — Skalarfeld, 3 — 1

Integralsétze beschreiben die Funktion der Differentialoperatoren. Auf diese Integralsétze
wird in Kapitel A.8 genauer eingegangen:
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1 0D
0
dz
1 < 1 «—gewohnliche Differential- und Integralrechnung, 1D
\Y V-
1 - 2 - 1 2D
v Vx V-
1 < 3 « 3 <« 1] «unser physikalischer Raum, 3D

Tabelle 2: Pascal’sches Dreieck

e Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung (siche A.6-44 oder A.8-76 HS)
e Satz von Stokes (siche Gleichung A.8-80)

e Satz von GauB (siche Gleichung A.8-82)

Nach erneuter Betrachtung der Zusammenhénge der Differentialoperatoren im 3-Dimensionalen

mit den Objekten im Raum ergibt sich der Zusammenhang in Abbildung A.16. Diese Gra-
phik entspricht der untersten Zeile des Pascal’schen Dreiecks in Tabelle 2 und ist um die
Zusammenhiinge zu den Differentialoperatoren, zu den Integralsitzen und zu den Raum-
objekten erweitert. Zusétzlich kann eine weitere wichtige Eigenschaft festgehalten werden.

1 3 3 1
(Punkte) v (Linien) VX (Flichen) V- (Korper)
Skalar ~ Gradient Vektor Rotation Vektor Divergenz  Skalar

HS Stokes Gauf

Abbildung A.16: Zusammenhang Differentialoperatoren und Objekte im Raum

Wendet man 2 Differentialoperatoren welche in Abbildung A.16 direkt nacheinander fol-

gen auf einen Skalar oder Vektor an, so wird das Ergebnis einiger dieser Kombinationen

zu Null. Im speziellen sind das die beiden folgenden Sequenzen, die sich damit immer zu
Null ergeben:

rotgrad¢ =V x V¢ =0 fiir alle Felder ¢ (A.7-70)

diviot A=V -V x A=0 fiir alle Felder A (A.7-71)

Die Tatsache, dafl die 3 Differentialoperatoren diese Eigenschaft besitzen heifit: ’sie bilden
eine exakte Sequenz’.

Zum besseren Verstindnis sollen nun die 2 vorher beschriebenen Eigenschaften graphisch
erlautert werden.

Warum ist V x V¢ =07
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Durch einfaches Ausrechnen erhilt man:

‘ 0 0 .0 09  _0¢ 09
V x V¢ = — + = — o — — = AT-72
X Ve (ez{?:rJrey(?erezaz) * (ez{)x+€y8y+ezaz 0 (A7-72)
< . Aquipotentiallinien

Gradient des Feldes

Abbildung A.17: Gradientenfeld eines skalaren Feldes, gekennzeichnet durch Aquipoten-
tiallinien

In Abb. A.17 ist zu erkennen, dafl das Gradientenfeld eines skalaren Feldes keine Wirbel
besitzt und somit die Rotation Null sein mu8.

Warum ist V- V x A = 07

Durch einfaches Ausrechnen erhélt man:

- 0 0 0
- A=(C—+éE— + —
V-V x (ezax+e”8y+€zaz)
(0, D (0 9 (0 i -
(A.7-73)

T¢¢ ™~ magnetisches Feld eines Stromes

Abbildung A.18: Magnetfeldlinien eines lokalisierten Stromes

Betrachtet man Abb. A.18, so erkennt man auch hier, dal in dem gezeigten Wirbelfeld
keine Quelle vorhanden ist und damit ist die Rotation quellenfrei.

Weitere sinnvolle Kombinationen von Differentialoperatoren sind:
e grad div (selten)
e 1ot rot (héufig — Vektoralgebra-Formel)

e div grad = V2 (Laplace-Operator)
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Die Anwendung der Kombination divgradg = V - V¢ = V?¢ = Laplace-Operator ist be-
sonders interessant. Dieser Operator bildet ein Skalarfeld wiederum auf einem Skalarfeld
ab. In kartesischen Koordinaten ergibt sich der Laplace-Operator zu:

0 0 0 0 0 0
2, (Y Y S9N (50 > Y 59
Vo = (ezax +eyay +ezaz) (ezax¢+ey8y@+ezaz¢)
9% 0? 0?
= 02?50t 529

(A.7-74)

Manchmal wird der Laplace-Operator auch mit A = V? = V - V beschrieben. Diese
Schreibweise soll hier aber nicht verwendet werden, um eine Verwechslung zum Beispiel
mit Az = x; — x5 zu vermeiden.

A.8 Integralsitze
A.8.1 Einfiihrendes Beispiel

Im Reellen (in der Theorie der reellen Funktionen R — R) gibt es die Integration als die
Umkehrung der Differentiation:

di : bildet Funktion auf Funktion ab
T

/ : bildet Funktion auf Funktion ab
Die Stammfunktion einer gegebenen Funktion ist z.B. definiert iiber:
= [ 1) =@
dz J,

Weiterhin gibt es als Integralsatz den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

b
o

€T =
. Oz

f(b) = fla) (A.8-75)

Im Folgenden wird nun genauer auf die Integralsétze eingegangen, welche die Differen-
tialoperatoren V, Vx, V- in ihren Eigenschaften ausnutzen.

A.8.2 Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung (HS)

Dabei handelt es sich um den Integralsatz beziiglich des Gradienten:
() o
[ w0y ar=o(6) - o(a) (A.876)
c(ad)

Die Punkte @ und b sind der Anfangs- und Endpunkt der Linie ¢ (siehe auch Abbildung
A19).

Beweis des Hauptsatzes
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/ Hohenlinien von ¢

Abbildung A.19: Hohenlinien eines Potentials

Bei konkreter Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ergibt
sich :

/C(ﬂ)V@.dF: > /W'df‘: Y. Ao= Y o+ A3

() ‘Wegelemente As ‘Wegelemente ‘Wegelemente
= Y o) = 6(7) — 6(i)
k=AP,EP

(A.8-77)

Zusammenfassend erhélt man:

c (1) = - = =

[ Ve ar= (e} = o(7i) - o0 (A8T8)

c (7o)

Das Ergebnis dieses Integrals ist damit eine Funktion, die nur von den Randpunkten
abhangig ist.

Aus Gleichung A.8-77 erkennt man, daf das Gradientenintegral wegunabhéngig ist. Um-
gekehrt gilt aber auch, wenn ein Integral iiber ein Vektorfeld vom Weg unabhéngig ist,
dann ist das Vektorfeld ein Gradientenfeld, d.h. es ist wirbelfrei:

f Weg

Weg

ds = wegunabhingig
ds = 0

& =

} > E=-V¢ (A.8-79)

A.8.3 Satz von Stokes

Dabei handelt es sich um den Integralsatz beziiglich der Rotation eines Vektorfeldes:

A(in).df:/aFA-dg (A.8-80)

Beweis des Satzes von Stokes

Bei konkreter Anwendung des Satzes von Stokes ergibt sich durch die Bildung der Summe
aller Umlaufintegrale iiber die Teilflichen (siche Abbildung A.20) ein Umlaufintegral iiber
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Abbildung A.20: Einteilung einer Fléche in kleine Fléchenelemente AF

die Gesamtflédche (siche Definition der Rotation in Kapitel A.6.4):

/VX/Y.df: > VxA-df
F

AF

Fldchenelemente

/ A-d3 (A.8-81)
IAF

AuBenstrecken
= / A-d§
OF

A.8.4 Satz von Gaufl

Dabei handelt es sich um den Integralsatz beziiglich der Divergenz eines Vektorfeldes:

/V~fde:/ A df (A.8-82)
Vv [2)%

Veranschaulichung des Satzes von Gaufl

Abbildung A.21: Einteilung des Volumens in kleine Volumenelemente AV

Bei konkreter Anwendung des Satzes von Gauf§ ergibt sich durch die Bildung der Summe
aller Oberflichenintegrale aller Teilvolumina (sieche Abbildung A.21) ein Oberfléchenin-
tegral iiber das Gesamtvolumen:

V-Bdv = > V-Bdv
/V Volumenelemente av
= / B-df (A.8-83)
Oberfléichenanteile ¥ 92V

/(w]?df
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Aus diesen Integralsiitzen ergeben sich weitere wichtige Theoreme, die im Folgenden be-
handelt werden.

A.8.5 Green’sche Theoreme

Die Green’schen Theoreme sind zusammengesetzte Integralsitze.

1. Green’sches Theorem:

Ausgehend vom Satz von Gaufl

wird A = @V eingesetzt:

/ V(v v = / oV -df
1% oV
/v¢~vw+¢v2¢dvz/ oV - df
JV oV

Durch Anwendung der Prduktregel erhilt man als Ergebnis das 1. Green’sche Theorem:
/ Vo -Vip+ ¢V dV = / VY - df (A.8-84)
v av

2. Green’sches Theorem:

Ausgehend vom Satz von Gaufl wird nun

-

A =¢VVU —UVo
eingesetzt und man erhélt das 2. Green’sche Theorem:

—

/ (OV24 — UV2g) v = / (Vi — 0Ve) - df
1% oV
- / (Ve — $Ve) - A df (A.8-85)
ov

_ W _ 00
N /z)v <¢8n }6n> df

Mit dem Ergebnis des 1. Green’sche Theorems erhélt man also das 2. Green’sche Theorem.
Der Differentialoperator 0—‘1 ist dabei die Ableitung in Normalenrichtung. Wenn zusétzlich

das Oberflachenintegral verschwindet gilt:

/V ¢ (V2) AV = /V (V2¢) paV (A.8-86)

Dieser Zusammenhang fithrt auf die Theorie der selbstadjungierten oder hermiteschen
Differentialoperatoren, worauf hier nicht weiter eingegangen wird.
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A.9 Delta-Funktion

Betrachtet man zum Beispiel in der Himmelsmechanik Kérper, die um eine zentrale Sonne
kreisen, so werden diese betrachteten Korper oft als Punktkorper aufgefafit. Da der Radius
der Korper um Groflenordnungen kleiner ist, als der Abstand der Korper zueinander, ist
diese Uberlegung gerechtfertigt.

p(F)

Abbildung A.22: beliebiger Korper

Allgemein ist von einem endlich grofen Kérper (siche Abbildung A.22) mit einer spezi-
fischen Massendichte p,, bekannt, dafi die Gesamtmasse m wie folgt berechnet werden
kann:

kg

m?3

m= / pmdV’ [om] = (A.9-87)
v

Diese Definition der Gesamtmasse soll nun auch fiir punktférmige Objekte gelten. Da
man aber weif3, dafl das Integral {iber eine Funktion die bis auf in einem einzigen Punkt
iiberall null ist, als Wert eine Null liefert (dieser eine Ort muf dabei im Endlichen liegen!),
muf} eine geeignete Darstellung fiir Punktobjekte hergeleitet werden, damit Gleichungen
wie A.9-87 einen endlichen Wert liefern.

Genauso verhiilt es sich mit den in der Feldtheorie betrachteten Punktobjekten. Zum
Beispiel bei der Betrachtung von Elektronen oder Ionen macht es auch Sinn von Punkt-
ladungen zu sprechen, denn diese Objekte sind im Vergleich zu den von uns betrachteten
Objekten (zum Beispiel Kondensator) sehr klein. Identisch zur Berechnung der Gesamt-
masse in A.9-87 soll spiter die Gesamtladung eines punktformig gedachten Elektrons
mit

As
e:/pedV' [pe] = 22
14

m?3
moglich sein.

Diese physikalisch logische Einsicht, oder dieses physikalische Konzept, dafi Objekte auf
einer Skala konzentriert sein konnen, die ”geniigend klein” ist gegeniiber allen anderen
betrachteten Skalen leuchtet argumentativ und aus praktischen Griinden sofort ein.

Trotzdem macht es Sinn, iiber ein mathematisches Konzept nachzudenken, welches die Ar-
gumente von vorher in mathematisch korrekte Definitionen und Beschreibungen iiberfiihrt.
Danach kann man nédmlich auf eine Beweiskette zuriickgreifen und mathematisch argu-
mentieren und nicht nur intuitiv.
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A.9.1 Das mathematische Konzept der §-Distribution

Zur Erlduterung, was nun eine Distribution ist, sollte aus mathematischer Sicht zuerst
eine klare Trennung der Begriffe Funktion und Funktional vorgenommen werden. Dazu
wird auf jeden dieser Begriffe ausreichend eingegangen, so dafl dhnliche Eigenschaften
und Unterschiede klar werden:

e Funktion R — R

Jedem Argument — eine Zahl aus dem zuléssigen Definitionsbereich — ist eindeutig,
genau eine Zahl zugeordnet:

fTR=Rar f(x)

Beispicle sind natiirlich alle bekannten Funktionen wie e?, sin z, 22, usw. Spezielle
Funktionen sind zum Beispiel die linearen Funktionen. Fiir diese gilt allgemein:

flap+pY) =af (p) +Bf (¥)
Dabei ist bekannt, dafl es fiir alle linearen Funtionen eine Konstante ¢ gibt, so dafl
gilt:
f(z)=cx
Man kann zeigen, da8 f (z) die von der Konstanten ¢ erzeugte lineare Funktion ist.

f@)=f@-D)=af()=fQ)z=co
Betrachtet man Funktionen, welche von mehreren Argumenten abhingen, so 1483t
sich ein dhnlicher Zusammenhang wie folgt darstellen.

e Funktion R" — R

. o T . ..
Jedem Argument, ein n-Tupel ¥ = (zy,...2,) aus dem zuldssigen Definitionsbe-
reich, ist eindeutig, genau eine Zahl zugeordnet:

fR" SR, T f(T)
Spezielle Funktionen sind wiederum die linearen Funktionen. Fiir diese gilt allge-

mein:

faif+ 59) = af (@) + 81 (7)
Dabei ist bekannt, dafl es fiir alle linearen Funtionen einen konstanten Vektor ¢
gibt, so daf gilt:

f@)=ca=Y cu

Man kann zeigen, daf f (&) die von dem konstanten Vektor ¢ erzeugte lineare Funk-
tion ist:

flxr,.oowy) = f(21-(1,0,...0) + 22 - (0,1,...0) +...2, - (0,0,...1))
=21 (1,0,...0) + 22 (0,1,...0) +...2, (0,0,...1)
=rifitaafot+ . anfn

= g CiTi
i
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e Funktional

Jedem Argument, eine Funktion ¢ aus dem zulidssigen Definitionsbereich, ist genau
eine Zahl zugeordnet:

I:CR") = Rp—I(p)

Beispiele hierfiir sind:
1) = [pda

1e) = [ s
I () = const.

Spezielle Funktionale sind die linearen Funktionale. Sie werden Distributionen ge-
nannt und es gilt allgemein:

Iap + B8y) = al (p) + B (¢)

Dabei sind ¢ und ¢ Testfunktionen und « und [ Skalare.

Es ist bekannt, daB viele dieser Distributionen durch eine Funktion (Gewichtsfunktion)
g definiert werden konnen:

Diese nennt man durch die Funktion g (z) erzeugte Distribution.

Es gibt allerdings auch lineare Funktionale oder Distributionen, die nicht durch eine
Funktion erzeugt werden konnen, zum Beispiel:

Fiir diese Art der Distributionen wird die folgende Schreibweise vereinbart:

I(g)= / 5(2)p (x) du (A.9-88)

Hier wird zum ersten Mal die 6-Funktion als solche verwendet. Die Schreibweise der
Definition ist identisch zu der Menge von Distributionen, die durch eine Funktion er-
zeugt werden kénnen. Man darf allerdings hier dem Symbol § keinen eigenstéindigen
Funktionscharakter zuordnen, sondern man mufl dieses Symbol im Zusammenhang
mit dem linearen Funktional sehen.

Die Distributionen-Theorie liefert eine konkrete und mathematisch exakte Beschreibung
fiir die §-Distribution. Mit der speziellen Definition

I(p) = /jo 0 (x)p(z) dz (A.9-89)
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wird der Testfunktion ¢ ein Zahlenwert zugeordnet. Der in dieser Definition verwendete
Ausdruck § (z) soll dabei so gebaut sein, daf er die gewiinschte Eigenschaft, nur an einem
Punkt einen Wert zu besitzen und dem Integral einen endlichen Wert zuzuordnen, erfiillt.
Dieser spezielle Fall liefert dann als Ergebnis des Integrals einen ausgewihlten Wert der

Testfunktion ¢ und zwar genau in dem Punkt in dem die §-Distribution den Wert ungleich
null besitzt (hier bei 2 = 0):

I (¢ :/ 0 (z) ¢ (z) do
() /. (z) ¢ () (A.9-90)
=¢(0)
A.9.2 Darstellung der ¢-Distribution im 1-Dimensionalen
Ye
\ Ge
A
e=0.25
1 4
€ e=1
1
e=4
< 0.25
- =~ =~
-5 5 -2 —0.5 —0.125 0.125 0.5 2
To Zo

Abbildung A.23: Schar von Funktionen zur Veranschaulichung der Delta-Funktion

Man kann sich leicht iiberlegen, da8 es keine Funktion 6 : R — R,z +— ¢ (z) gibt, die die
o0-Distribution A.9-90 erzeugt. Man kann aber Funktionen g. : R — R, z + ¢. (z) finden,
so dafl

lim /:)o g- (x) o (z) dz = ¢ (0) (A.9-91)

e—0 0
gilt, indem man beliebig genau approximiert.

Betrachtet man zum Beispiel anstelle des Funktionals in A.9-90 zunéchst das folgende
lineare Funktional

L= [ oo (A.9.92)

o]

und betrachtet als spezielle Funktion g. (z) (siehe Abbildung A.23)

Iofir |z —ao <%

g () = (A.9-93)
0 sonst
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so erhélt man:

00 e/2
/ g- (x — xg) do = / ldx =1 (A.9-94)
—o0 —¢/2 €

Die Funktion g. (z) hat die Eigenschaft, dafl A.9-94 fiir beliebige ¢ gilt, auch fiir den Fall,
dafl der Grenzwert ¢ — 0 betrachtet wird.

Betrachtet man nun die Zuordnung von Testfunktion ¢ zu ihren Zahlenwerten mit der
Vorschrift g., so erhélt man:

Lo = [ at—mptmie= [ Lot as (A.9-95)

—00 z0—3

Bildet man dann den Grenzwert, so ergibt sich mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung;:

I(p) =1lim I (p) = lim 1 /IO ’ o(z) dz = ¢(x0) (A.9-96)

e—0 e—0 ¢ o—&
2

Im Grenzfall stellt also die Definition in A.9-96 die Definition der §-Distribution
1(@)/ 6 (z)p (z) dz = ¢ (0) (A.9-97)

dar. Da die ¢-Distribution aber keine Funktion ist, kann der Limes nicht in das Integral
hineingezogen und direkt auf ¢ (z) angewendet werden. Eine Auswertung ist immer nur
mit Hilfe eines Funktionals moglich.

Abbildung A.24 entnimmt man, daf also der §-Distribution ein unendlich grofer Wert in
einem speziellen Punkt zugeordnet ist, in allen anderen Punkten ist dieser Distribution
der Wert Null zugeordnet. Die §-Distribution ist also mit

9:(%)
0
T EEEEE— i
=+=c
(a) Anniherung an die Delta-Funktion (b) Delta-Funktion

Abbildung A.24: Veranschaulichung der Delta-Funktion

¢ (x0) = /jo 6 (z —x) o (2) dz (A.9-98)
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definiert und liefert fiir die spezielle Funktion ¢ (x) = 1:

o)
/ d(x—xp)dz =1 (A.9-99)
—00

Die mathematische Beschreibung, die hier aufgezeigt wurde, ist die Legitimation der
physikalischen Argumentation, daf man Punktobjekte definiert, die auf einer geniigend
kleinen Skala konzentriert sind. Ist man sich der Tatsache bewuBt, daf der mathema-
tische Ausdruck § (z — zg) alleine nicht ausgewertet werden kann, sondern erst, wenn
ein entsprechendes Integral definiert wird, so ist es auch vertretbar diesen Ausdruck als
o-Funktion zu bezeichnen und sich die Funktion wie in Abbildung A.24 vorzustellen.

A.9.3 Interpretation der bisherigen Erkenntnisse
Aus den Erkenntnissen der Kapitel zuvor kann festgehalten werden, dafl es also mehrere

Einsichten beziiglich der §-Distribution/-Funktion gibt. Der Umgang damit kann also in
die folgenden Kategorien aufgeteilt werden.

e Pragmatische Verwendung der ¢-Funktion:

— der Ausdruck § (z — xp) ist ein Symbol fiir eine Funktion, = einfach rechnen

— daran denken, daf§ die J-Funktion erst durch ein Integral ausgewertet werden
kann (Ausblendeigenschaft)

e Physikalische Verwendung der ¢-Funktion:

— anstelle von ¢ (z — xg) iiberall g.(z — z¢) denken und ganz am Schlufi den
Grenziibergang ¢ — 0 durchfiithren

e Mathematische Verwendung der d-Distribution:

— diberall [. ..d% dazudenken, auch wenn es nur im Endergebnis explizit ge-
schrieben wird

Zusammenfassend kann noch einmal festgehalten werden. Obwohl die mathematisch kor-
rekte Bezeichnung der in den Kapiteln A.9.1 und A.9.2 hergeleiteten ”Mathematik” mit
dem Begriff -Distribution beschrieben werden sollte, wird in den folgenden Kapiteln nun
trotzdem von der J-Funktion gesprochen. Dabei wird aber festgehalten, dafi es sich im
strengen mathematischen Sinne um keine richtige Funktion handelt. In Bezug auf elek-
tromagnetische Felder oder physikalisch existente Kérper kann man diese Ausnahme gut
begriinden.

Die Funktion g. (z — z¢) wird im Grenzfall ¢ — 0 nun als Delta-Funktion 6 (z — o)
bezeichnet. Die §-Funktion in Abbildung A.24(b) ist somit der Grenzwert der Abbildung
A.24(a) mit der Eigenschaft:

/°° d(x—xp)dz =1 (A.9-100)
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A.9.4 Die §®)-Funktion im 3-Dimensionalen
Bisher konnte das einfiihrende Beispiel der Massendichte eines Punktkorpers noch nicht
dargestellt werden, da die 6-Funktion nur im 1-Dimensionalen betrachtet wurde.

Fiir die Massendichte von Punktobjekten, einem Korper in einem 3-Dimensionalen Raum,
bietet nun die 6®)-Funktion im 3-Dimensionalen eine Darstellungsméglichkeit. Auch die-
ses Objekt besitzt nur in einem einzigen Punkt 77 = 7, einen Wert und ist formal zunéchst
wie folgt definiert:

p(7) = mé® (F = 7,) (A.9-101)

Setzt man dies in Gleichung A.9-87 ein, so erhiilt man:
m— / (7Y V' (A.9-102)
v
= / md® (7 — 7)) AV’
Jv

Die hochgestellte ® soll darauf hinweisen, daf die 6-Funktion im 3-Dimensionalen defi-
niert und gemeint ist.

Mit Hilfe dieser Darstellung konnen nun Punktobjekte dargestellt werden. Die allgemeine

Definition der §®)-Funktion lautet wie folgt:

/ 5® (7 — ) AV’ = {1 wenn der Punkt 7,im Gebiet von V' liegt (A.9-103)
v

0 sonst

A.9.5 Eigenschaften der §©)-Funktion

Im Folgenden sind einige der wichtigsten Eigenschaften der 6®-Funktion im 3-Dimensionalen

aufgefiihrt:

e Die Ausblendeigenschaft: Im mathematischen Sinne bedeutet das lediglich, dafl das
zugehorige Funktional ausgewertet werden mufi:

JRGIECST {"5%) venn 7o €V (A.9-104)
1%

0 sonst

e Man kann die 6® - Funktion mit anderen Funktionen multiplizieren, addieren,
differenzieren, integrieren, z.B.:

@B (7 — ) + 2209 (7 — %) (A.9-105)

e Die §® - Funktion hat die Dimension % und hat den Bedarf an Vektoren mit der

Dimension m (Liéngeneinheit, hier Meter).

e Die §®)-Funktion kann in ihre kartesischen Komponenten zerlegt werden:

S OROUC N
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wobei hier L die Lingeneinheit, z.B. Meter und § (z) die §-Funktion im 1-Dimensionalen

darstellen soll. An dieser Stelle sicht man den Zusammenhang, daB die §®*)-Funktion
im 3-Dimensionalen ein Argument mit der Einheit Lénge, aber im 1-Dimensionalen
ein einheitenloses Argument erwartet.

e Aquivalenztheorem der d-Funktion:
5(f(x) = Z mé (z — ;) mit f'(x;) # 0 und 2; einfache Nullstelle von f ()
(A.9-107)

Mit dem Zusammenhang A.9-106 kann diese Eigenschaft auch auf die §®)-Funktion
iibertragen werden.

A.9.6 Gradient der §®)-Funktion
Der Gradient der §®)-Funktion

\RIGEE!
ist wie folgt definiert:

/V o) [V (i — )] d*r = /V V [6(7)6@ (7 — 7%p)] d*r — /V (Vo] 6@ (7 — 7)) dPr

verschwindet

= v&lr:ro

Der Gradient der §®)-Funktion kann wie die 6®)-Funktion selbst nur dann ausgewertet
werden, wenn iiber diesen integriert wird (Funktional) und dabei die Produktregel korrekt
angewendet wird.

A.9.7 Darstellung der §®)-Funktion im 3-Dimensionalen

Wie in der 1-Dimensionalen Darstellung kann die §®)-Funktion im 3-Dimensionalen mit
Hilfe einer speziellen Funktion in Kugelkoordinaten dargestellt werden:

ﬁm fir |71 <R
s =3" (A.9-108)
0 sonst

Betrachtet man dann den Grenzwert R — 0 beziiglich des zugehorigen Funktionals, so
erhélt man als Ergebnis eine Definition der §®)-Funktion im 3-Dimensionalen:

i [ 6001 6) & =1 0 (A.9-109)

Wie sich aber spéter herausstellen wird, ist beziiglich der elektrischen und magnetischen
Felder folgende Darstellung deutlich eleganter:
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Abbildung A.25: Skizze zur darstellung der o-Funktion

Behauptung: Der Ausdruck (siche auch Abbildung A.25)

1 77
v. (E—IF— F0|3) (A.9-110)

hat die gleichen Eigenschaften wie die §®-Funktion, es handelt sich dabei um keine
"normale Funktion”, sondern um eine singuldre Funktion.

Zu zeigen:

/V(i f'ffo ) P = 1 wenn 75 inV (A.9-111)
1% dm |77 — 7 [* 0 sonst

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird fiir die folgenden Berechnungen das Kugel-
koordinatensystem mit dem Ursprung in 7y gewéhlt, oder anders gesagt, wéhle 75 = 0,
dadurch kann der folgende Term vereinfacht dargestellt werden:

=70 7 T e,

P e s e

In Kugelkoordinaten gilt fiir die Divergenz eines beliebigen Vektorfeldes E

V.-E= %%(TZE,,) + ﬁ (%Eﬂ) + ﬁ (%EW) (A.9-112)
Mit dem Volumenelement
d3r = sin® dv depr? dr
erhélt man daher

1 [ 10,1 ,, .
) or (r ﬁ)r drsindddde — 0 (A.9-113)

Aber Fehler! Die Singularitit der Kugelkoordinaten wurde nicht beachtet! Da der De-
finitionsbereich der Variablen r mit € [0,00) gegeben ist, existiert beziiglich der Ab-
leitung im Punkt r = 0 kein linksseitiger Grenzwert und die Ableitung in diesem Punkt
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kann so nicht durchgefiithrt werden. Deshalb soll die Losung dieses Problems nun iiber
Integralsétze erfolgen. Das heifit, gesucht ist die Losung des Integrals:

1 r
I= v ——d& A9-114
JAS= (As114)
Die Idee ist es nun, das Volumen V' zu unterteilen. Eine Kugel Kr um 75 = 0 mit

dem Radius R und das sogenannte 'restliche Raumgebiet’ ist eine geeignete Unterteilung
(Abbildung A.26 soll dies verdeutlichen).

Abbildung A.26: Aufteilung des Raumgebietes einer kugelsymmetrischen Anordnung

Das Integral iiber den 'Rest’ verschwindet(=0), wenn 7% = 0 nicht im Volumen V ist.
Deshalb ergibt sich:

. -
1:/ V.~ @ A.9-115
Kugel Kr 471'|F|3 ( )

Mit dem Satz von Gaul wird aus dem Volumenintegral ein Oberfliichenintegral:

I= / L7 ey (A.9-116)
1s)

OKugel K dm |F|3

Fiir die weiteren Berechnungen ergibt sich mit den Zusammenhéngen

"l =R
df =idf
7-ii=R
das Integral:
1 R 1
Ny :/ LT / a2f =1 A9-117
OKugel K 4 R3 4 R? OKugel K ( )
Daher gilt:
/V~ (L#) P — 1 wenn 7y inV (A.9-118)
v A |7 — 1p)3 0 sonst
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Analog gilt mit der Definition der 6®)-Funktion:

. 1 ro inV
/ 5<“)(F—Fo)d3r‘—{ e o (A.9-119)
v

0 sonst

Aussage: Die zwei Distributionen sind gleich

R T
W=7 =5V

(A.9-120)

Der formale Zusammenhang dieser Darstellung der §-Funktion mit dem Coulomb-Gesetz

1 Q142 7L — T

F= S
47['50 |F)‘l — f2‘2 ‘7"1 — 7'2‘

(A.9-121)
ist der Beginn der folgenden Kapitel.

A.10 Lernziele Kapitel A
1. Wissen, wie der physikalische Raum definiert ist — Eigenschaften
2. Vektoralgebra anwenden kénnen
3. Uber Komponentenzerlegung und Basistransformationen Bescheid wissen

4. Wissen, wie kartesische, Zylinder- und Kugel-Koordinaten definiert sind. Wie lauten
die Ortsvektoren und Einheitsvektoren. Was bedeutet Koordinatenabhéngigkeit fiir
die einzelnen Koordinatensysteme?

. Wissen, wie Punkte, Linien, Flichen, Kérper und Felder im Raum definiert sind.
Fiir einfache Beispiele mathematische Beschreibungen finden kénnen

t

6. Wissen, was ein totales Differential ist und wie man damit Linienelemente, Fliachen-
elemente usw. berechnen kann

7. Mit Differentialoperatoren umgehen konnen
8. Wissen, wie der Nabla-Operator definiert ist

9. Wissen was Gradient, Divergenz und Rotation bedeuten, deren Definition kennen
und auf Beispiele anwenden kénnen

10. Die mathematischen Eigenschaften einer exakten Sequenz kennen

11. Wissen, was der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung beinhaltet und
wie man ihn anwendet

12. Wissen, was der Satz von Stokes beinhaltet und wie dieser angewendet wird
13. Wissen, was der Satz von Gaufl beinhaltet und wie dieser angewendet wird

14. Wissen, was die Green’schen Theoreme beinhalten und wie diese angewendet werden
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15.

16.
17.
18.
19.

20.

Wissen, wie die Deltafunktion definiert ist, sowohl im 1-Dimensionalen, als auch im
3-Dimensionalen

Wissen, wie die ”Fahigkeiten” der Deltafunktion wirksam werden
Wissen, wie man sich die Deltafunktion vorstellen kann
Wissen, was die Ausblendeigenschaft der Deltafunktion bedeutet

Wissen, wie man mit der Ableitung der Deltafunktion Berechnungen durchfiihrt
und was dies bewirkt

Wissen, wie die in der Ubung ausgeteilte Formelsammlung zustande kommt
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