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Kapitel 1

Allgemeine Einfihrung

1.1 Einleitung

Die Hydromechanik ist Teil der Mechanik, welche in die beiden Bereid¥est-
korpermechanik und Fluidmechanik unterteilt wird. Als Fluide werden dabei
Flissigkeiten und Gase bezeichnet. Wahrend sich die Hyettbamik dem Na-
men nach der Mechanik des Wassers verschreibt, sind ihned@gen, die hier
gelehrt werden, allgemein auf alle Flussigkeiten und Gagesadbar.

Bindeglied zwischen der Festkérpermechanik und der Flaahanik ist didRheo-
logie. Die Rheologie ist die Lehre von der Deformation und dem(¥dievon Stof-
fen. In der Fluidmechanik wird unterschieden in &ieidstatik , die Lehre von
den Fluiden in Ruhe, und di€luiddynamik, in welcher die Zusammenhange
zwischen Geschwindigkeiten, Beschleunigungen und deei dailsgelibten Kraf-
ten behandelt werden. Ahnlich wie in der Festkdrpermedhariden in dekKi-
nematik Geschwindigkeiten ohne Einwirkung von Kraften betrachtet

Das Unterscheidungsmerkmal zwischen Fluiden und Festkanst die Fliel3-
fahigkeit. Beim Fluid fihren bereits geringste Schubspagen zu Verformun-
gen. Nach dem Ende der Einwirkung erfolgt keine Ruckkehnaspriinglichen
Form. Fluide sind demnach nicht formstabil. Wahrend Scpabsungen in Fest-
kérpern von der Grolde der Verformungen abhéngen, ist befrhletien dafir die
Verformungsgeschwindigkeit maf3geblich. Fluide werdehaza unterschiedli-
cher Verhalten auf Druck in Flussigkeiten und Gase untedglit. Gegentber den
Flissigkeiten haben Gase eine hohere Kompressibilitétessine weit geringere
Dichte.

In der Hydromechanik kdnnen mehrere Phasen am Stromurggswpibeteiligt
sein, man spricht dann von Mehrphasenstromungen. Dielegiz@hasen kdnnen
dabei in allen Aggregatzustanden auftreten. Beispiel@digiphasenstromungen
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sind:
flussig-flussig: SuRwasser-Salzwasser
flissig-fest: Wasser-Geschiebe im Fluss

flissig-gasformig: Wasser-Luft.

UnterHydraulik wird eineangewandte Hydromechanikfir die technische Pra-
xis im Bereich des Bauingenieurwesens verstanden. lhoegtiechen Grundla-
gen kommen aus der Hydromechanik. Neben der Theorie diexgeritnente an
physikalischen Modellen und die Anwendung numerischetida¢n (mathema-
tische Modelle) zur Losung von Stromungsproblemen.

Anwendungsgebiete der Hydromechanik im Bereich des Bauiegrwesens sind
vielfaltig. Sie lassen sich am besten anhand der verwendéteerkapitel aufzei-
gen. DieRohrhydraulik ist die Grundlage fir die Bemessung von Versorgungs-
leitungen fur den Transport von Wasser, Erdol und Gas ebereséir den An-
lagenbau in der Verfahrenstechnik. Spektakulére Anwegelrsind die Hoch-
druckleitungen bei Wasserkraftwerken. Im Gegensatz zwdéesr Druck durch-
flossenen Rohrleitungen werden in d&erinnehydraulik Strémungen mit einer
freien Oberflache behandelt. Darunter sind Bache und Fhisseatirliche Ge-
rinne ebenso zu verstehen wie die kunstlichen Gerinne &iBdi und Entwas-
serung, Triebwasserkanale und Gerinne im Bereich der Admvableitung und
-behandlung.

Zunehmend an Bedeutung im Bereich der Wasserwirtschafhgédie Behand-
lung von Grundwasserstromungenund den damit verbundenen Transporter-
scheinungen fir natirliche und im Zusammenhang mit Alasteniger erwiinsch-
te Inhaltsstoffe. Diese Themen bleiben allerdings demefegh Studium der Hy-
dromechanik vorbehalten. Die allgemeingultigen Gruneiteder Hydromechanik
kénnen auch zur Behandlung von Stromungsvorgangen mitemduiden her-
angezogen werden. Beispielhaft genannt seien hier diezuufBewetterung von
Stollen im Tunnelbau und der Transport von Beton in Rohutegen.

1.2 Einheiten und Symbole

Basiseinheiten auf der Grundlage des internationalendtirsystems (SlI) Sy-
steme International d’Unités:

Benennung Symbol Einheit

Lange I [m]
Masse m kgl
Zeit t E

Temperatur T K]
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Die wichtigsten abgeleiteten Einheiten sind:

Benennung Symbol Einheit
Kraft F IN] = kg-g}

Druck p (p] = %]

1.3 ZustandsgrolR3en

Dichte. Fur den homogenen Korper ist allgemein die Dightger Quotient aus
der Masse m und dem Volumen V.

. m kg
p=y N {ﬁ} (1.1)

Druck. Der Druck p ist ein Mal} fir die von einem Fluid auf die Berandung
ausgeubte Normalkraft bzw. flr die Normalspannung im ienetes Fluids. Er
ist durch den Quotienten zwischen Kraft und Flache definiert

F . N
p:K in {W} (1.2)

Temperatur. Die Temperatufl ist zusammen mit der Warmekapazitat ein Mal3
fur die innere (thermische) Energie, die in einem Fluid gédpert ist. Sie wird
gegen einen Bezugspunkt gemessen. Wenn die Temperatuhiim Ki¢] ange-
geben wird, dann ist der Bezugspunkt der absolute Nullpudig spezifische
Warmekapazitét, gibt an, wieviel Energie einem Fluid zugefiihrt werden muss,
um seine Temperatur unkKlzu erhéhen.

Warme [ J }

Ch = 1.3
P~ Masse Temperatur |kg-K (1-3)

Gesetz von Boyle-Mariotte. Fir ideale Gase stehen diese drei Zustandsgréfzen
in einem linearen Zusammenhang.

p
P_R.T 1.4
5 (1.4)

Dabei istT die absolute Temperatur uitidie ideale Gaskonstante.

J
R=848—
kgK
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Bei isothermer Zustandsanderung ergibt sich.
p1V1 = p2V2 (1.5)

Fur reale Gase wie z.B. Luft gilt dies naherungsweise.

1.4 Transporterscheinungen aufgrund der Brown-
schen Molekularbewegung

Man unterscheidet in Fluiden zwei unterschiedliche Transprgange: Konvek-
tion und Diffusion. Die Konvektion geschieht aufgrund deskmoskopischen Ge-
schwindigkeitsfeldes. Die Diffusion ist eine Folge der Brnschen Molekularbe-
wegung und tritt auch in Festkdrpern auf. Sie fuhrt immer mem® Ausgleich

von Inhomogenitaten im betrachteten Volumen. Dabei korreenperaturvertei-
lungen oder Massenkonzentrationen sowie Inhomogenitéder Geschwindig-
keitsverteilung ausgeglichen werden. Der Grund fiur diesesgleich ist die Be-

weglichkeit der Molekiile, die ihre Eigenschaften (Sto#miperatur, Geschwin-
digkeit) mit sich tragen und im Raum “verteilen”.

Massendiffusion. Bezeichnet man mi€ die Konzentration, so ergibt sich ein
linearer Zusammenhang zwischen dem Massenfjussd dem Gradienten der
Konzentration (Ficksches Gesetz) mit dem molekularenuBifinskoeffizienten
Ke.

e = —k.C (1.6)

Warmeleitung. Der lineare Zusammenhang zwischen Warmefluss und Tempe-
raturgradient wird als Fouriersches Gesetz bezeichnetjem Warmeleitkoeffi-
zientenk;.

q=—kOT (1.7)

Ubertragung von Impuls durch die Viskositat. Ebenso wie Warme oder Mas-
se durch die Brownsche Molekularbewegung Ubertragen Wwirel, deren Inho-
mogenitaten ausgeglichen werden, kann auch Impuls Ugertraerden. Die Mo-
lekile tragen ihren Impuls mit sich. Wenn dann Molekule rfetkerem Impuls in
eine Umgebung wandern, in der die umgebenden Molekiile girideren Impuls
besitzen, fuhrt dies zu einem Ausgleich der Gr63e Impulsawan den Moleki-
len. Der Impulsausgleich aufgrund der Molekularbewegueschieht immer in
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Richtung des Gradienten des makroskopischen Geschweitsf{des. Fluide,
bei denen ein linearer Zusammenhang zwischen ImpulsflussG@schwindig-
keitsgradienten besteht werden Newtonsche Fluide genBimmiauf die Flache
bezogener Impulsfluss wird als Spannarigezeichnet. Mit der dynamischen Vis-
kositatu (teilweise auchm benannt) ergibt sich filewtonsche Fluidefolgender
linearer Zusammenhang.

T=p(Ov+0OV) (1.8)

Im Rahmen dieser Vorlesung werden nur Newtonsche Fluidadiget. Die Vis-
kositat (Zahigkeit) ist ein Mal3 fiir die innere Reibung ineemFluid.

Fir eine einfache Stromungssituation — der Stromung eilissigkeitsfilms ent-
lang einer ebenen glatten Platte — ergibt sich aufgrund thio¥itat und des Ge-
schwindigkeitsgradienten normal zur Wand eine Widerstlraft an der Wand.

mit der Wandschubspannung
ou
Tw = ua/ (1.10)

1.5 Kompressibilitdt und Ausbreitung von Druck-
storungen (Schallgeschwindigkeit)

Jedes Medium lasst sich in gewissem Mal3e durch Druckkréaftewuf3en zusam-
mendrticken, es ist kompressibel. Die Kompressibilitatlzdiei ein Mal3 fur die
relative Volumen&nderung pro Druckanderung. Gase sindntksh starker kom-
pressibel als Flissigkeiten. Der Reziprokwert der Konmgpbagat ist der Elasti-
zitditsmodul E, es gilt analog zum Hookeschen Gesetz

dp AV

E=-—— bzw. Ap=-E—- 1.11
do/p P v (1.11)

Typische Werte fiir den E-Modul siffyasser= 2, 1- 10°Pafiir Wasser undE, 1y =
1,5-10°PPa. Um bei Wasser eine prozentual &hnliche Volumenanderurvgpizi-
rufen, bendtigt man eine um das 10000-fache héhere Druekénd, als bei Luft.
Man kann Gleichung 1.11 umformen in

dp E [mT
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und daraus die Wurzel ziehen, um eine Geschwindigkeit zaitern

E m
Diese Geschwindigkeit entspricht der Geschwindigkeit, mit der sich Druckén-
derungen in einem Medium fortpflanzen, &ahallgeschwindigkeit Die Schall-
geschwindigkeit ist abhangig von der Temperatur, als ty@dNerte gelten

cC ~ 1449% fur Wasser bei 19C

¢ ~ 3442 fur Luft bei 20° C

1.6 Oberflachenspannung.

Die Oberflachenspannung ist eine Grenzflachenspannung d&hdsentrennfla-
che gegen Luft. Definiert wird die Oberflachenspannung zu

_Arbeit N-m_ﬂ

0= Hache ™ —m (1.14)

Ursache der Oberflachenspannung sind Adhéasionskraftelzensden Fllssig-
keitsmolekulen. Im Inneren heben diese sich gegenseitjqaawder Trennflache
wirken starkere Anziehung vom Inneren als von den Gasmtdakibn aul3en.
Um vom Inneren an die Oberflache zu kommen, muss der Kohéakiorisiber-
wunden werden. Zur VergrofRerung der Oberflache muss dermdmbelt geleistet
werden (Luftblasen).

Die Oberflachenspannung ist abhangig von der Kombinatienb&ragt fur fol-
gende Grenzflachen in etwa:

o = 0.073N/m fur Wasser-Luft

o = 0.02...0003N/m fur Wasser+Tensid-Luft

o = 0073N/m fur Wasser-Ol

Die Oberflachenspannung ist von Bedeutung fur Tropfen,ySpBlasen, Luftein-
trag in Wasser und fir Stromungseffekte in Kapillaren. Vimkgischer Bedeutung
ist z.B. die kapillare Steighohg fur runde Kapillaren vom Durchmessay
4.0
hg = 1.15
K= 5 0 (1.15)
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Die kapillare Steighdhe ist zu beachten an der Grenze des@masserkorpers zu
den luftgefiillten Hohlrdumen des Untergrunds im Bereich@aindwasserhy-
draulik.

1.7 Besondere Eigenschaften des Wassers

Phasenlubergang/Dampfdruck. Wie andere Stoffe auch, kann Wasser in drei
unterschiedlichen Phasen auftreten: fest, fliissig undgagj. Bei der festen
Phase spricht man von Eis, bei der gasférmigen von Dampénflisssigen Phase
betragt der mittlere Molekiilabstand B0—8m. Welche Phase eingenommen wird,
wird durch die Temperatur und den Druck bestimmt. Im Zussdrabramm kann
man den jeweiligen Zustand ablesen.

Druck

A

fliissig

fest /
p

atm

Tripelpunkt

gasformig

>
0°C 100°C Temperatur

Abbildung 1.1: Zustandsdiagramm von Wasser.

Die einzelnen Phaseniibergdnge werden in folgendem Diagdargestellt:
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erstarren

schmelzen

gasformig

Abbildung 1.2: Phasenlubergénge.
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1.7.1 Dichte von Wasser

Im Allgemeinen ist die Annahme der Homogenitat auch im MedWasser ge-
rechtfertigt. In Ausnahmeféllen (Dichtestromungen) siidhteunterschiede zu
bertcksichtigen. Die Dichte von Wasser ist in erster Ligmperaturabhangig
p = p(t). Fur viele Vorgange in der Natur entscheidend ist die Dahtenalie
des Wassers, das ein Dichtemaximum oberhalb des Gefridgaiaufweist. Dies
hat zur Folge, dass sich z.B. in Seen bei Lufttemperaturenhaltb und unter-
halb des Gefrierpunktes von Wasser eine stabile Schictaunsgellen kann. Fur
T = 4°C betragt fur reines Wasser die grol3te Dighte 999, 97%. Fur den Tem-
peraturbereich von°C bis 100C ist die Dichte von reinem Wasser in Tabelle
1.1 aufgelistet. Die Dichte wird allerdings sehr stark vetbgten und suspendier-
ten Stoffen (Salz, suspendierte Teilchen in Flissen alsv8ighbeeinflusst. Die
Tabellenwerte sind demnach Minimalwerte fur die tats@&tidiDichte.

Erwarmung tber 4C oder Abkuhlung fihrt zur Volumenausdehnung. Ebenfalls
von groRer physikalischer Bedeutung ist die UnstetigkeitDichte beim Uber-
gang zum festen Aggregatzustand (Eis). Diese Anderungiistiner Volumen-
vergrofRerung von ca. 9% verbunden.

1.7.2 Viskositat von Wasser
Die Zahigkeit von Wasser, die, je nach Wandbeschaffenéiegn Einfluss auf die

Reibungsverluste von Strémungen hat, ist sehr stark vohedeperatur abhangig.
Die zugehdorigen Werte finden sich unter Tabelle 1.1.

1.7.3 Warmekapazitat von Wasser

Wasser hat mit ca. 42@Q@, eine vergleichsweise hohe spezifische Warmekapa-
zitat, die geringfugig temperaturabhangig ist.
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1.7.4 Physikalische Eigenschaften von Wasser

Temperatun Dichte dynamische Viskositat kinematische Viskositdt Dampfdruck
T P n v ha = 5%
°C e x- 10383 X- 10*6§ m

0 0,999840| 1,7921 1,7924 0,06

5 0,999964| 1,5108 1,5189 0,09
10 0,999700| 1,3077 1,3081 0,12
15 0,999101| 1,1404 1,1414 0,17
20 0,998206| 1,0050 1,0068 0,24
30 0,995650| 0,8007 0,8042 0,43
40 0,992219| 0,6560 0,6611 0,75
50 0,98805 | 0,5494 0,5560 1,25
60 0,98321 | 0,4688 0,4768 2,02
70 0,97779 | 0,4061 0,4153 3,17
80 0,97183 | 0,3565 0,3668 4,82
90 0,96532 | 0,3165 0,3279 7,14
100 0,95835 | 0,2838 0,2961 10,33

Tabelle 1.1: Physikalische Eigenschaften von Wasser
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1.8 Aufgaben zu Kapitel 1

Aufgabe 1.1

Bei einem Scherversuch zwischen zwei parallelen PlatteAbstand d befinde
sich das zu untersuchende Medium zunéchst im spannuregsiZeistand. Von
der Zeittg bis zur Zeitt; werde die 6rtlich und zeitlich konstante Schubspannung
To aufgepragt, danach sei das Medium wieder spannungsfriezi&ien Sie die
Verschiebund; als Funktion der Zeit und berechnen Sie die maximale Verschie-
bung

a) fur ein Hooke-Medium mit dem Schubmodul G,
b) fur ein Newtonsches Fluid mit der Zahigkgit

Aufgabe 1.2

In einem Becken befindet sich Wasser mit= 20°C. In dieses Becken wird ein
dinnes Réhrchen eingetaucht, das an der Ober- und Unéeoffeit ist. Das Was-
ser wird in diesem Rohr aufsteigen.

a) Worauf beruht dieser Effekt?

b) Welchen Durchmesser musste das Rohrchen haben, dariiladigerspiegel-
differenz zum Wasserspiegel des Beckbps 0,5 m betragt?

c) In welchem Bereich der Hydraulik kdnnte dieser EffekiegiRolle spielen?

d) Wie andern sich die Verhaltnisse, wenn das Becken nichas@/a sondern
Quecksilber enthalt?

Aufgabe 1.3
Wie grofR ist der Uberdruck in einem Regentropfen von 0,5 mnrcBuesser?
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1.9 Verwendete Zeichen

Benennung Zeichen| Einheit
Schallgeschwindigkeit a 2
Kapillarrohr-Durchmesser dk m
Elastizititsmodul Wasser Ew =
Kraft F N
Erdbeschleunigung g 2
kapillare Steigh6he hy m
Masse m kg
Druck P =
Geschwindigkeit Vv 2
Volumen Vv m
dynamische Z&ahigkeit n Pa-s
kinematische Zahigkeit vV %
Dichte p %
Oberflachenspannung o %
Schubspannung T =

12



Kapitel 2

Hydrostatik

Wie in der Festkérpermechanik kdnnen auch in der Fluidmag&haustande un-
tersucht werden, die sich im Gleichgewicht befinden. Diedes Fall bei

e ruhenden Fluiden
e keiner Relativbewegung

¢ gleichformiger Beschleunigung

Die Hydrostatik beschaftigt sich mit dem Kraftegleichgehtiin solchen Zustan-
den. Es treten keine Schubspannungen im Fluid auf und dexkDstdie einzige

relevante Normalspannung. Hauptanwendung der Hydrkssatdie Ermittlung

von Kraften auf Bauwerke unter Einwirkung von Wasserdruak zvB. die Kraft

durch Wasserdruck die auf eine Talsperre wirkt.

2.1 Druck

Der Druck entspricht einer Normalspannung die in alle Racimungen gleich
wirkt.

Kraft F
Druck p= —raft =
FUCK P= Elache A

Der Druck ist eine skalare Grof3e und abhangig von der Pogitig, z) im Raum.

(2.1)

p=f(xy,2)

13
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2.2 Gleichgewicht am differentiellen Element

Zunachst wird die Druckverteilung in einem ruhenden Fluidigelt. Wir leiten
die Druckverteilung aus dem Kraftegleichgewicht am défdrellen Element her.

l Fp,

SEE T
ngl@< lFm Az
“TN I

Abbildung 2.1: Kraftegleichgewicht am differentiellenehent.

An einem ruhenden Fluid greifen an einem differentielle@erint in z-Richtung
die Massenkraffy, (Schwerkraft) und die Druckkraftg,; undFy, an.

Fn = —m-g= —p-gAxAyAz
Fop = p1AXAy
Fo2o = —p2AxAy

Das System befindet sich im Gleichgewicht, wenn die SummeKdéite ver-
schwindet.

0=2F
0=Fm+Fp1+Fp
0= —p - gAXAYAZ+ p1AXAY — P2 AXAY

Mit der Druckanderung\p zwischen oberer und unterer Flachge= p1 + Ap,
ergibt sich daraus

0= —p-9AXAYAZ+ (p1 — p1 — Ap)AxAy
0= —p-gAz—Ap
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Nach dem Grenzubergang ltka — O erhalt man

op
3, P9 (2.2)

Das bedeutet, dass unter hydrostatischen Bedingungemtikaber Richtung ein
Druckgradient vorliegt, der der Schwerkraft entgegen tvDler Druck nimmt mit
zunehmender Wassertiefe zu. In die beiden horizontalentérigen wirkt keine
Beschleunigung. Somit herrscht in allen Punkten einerzbotalen Ebene der
gleiche Druck.

2.3 Bezugsdruck

Gleichung 2.2 beschreibt die Druckdnderung in vertikaiehRing. Um den ab-
soluten Wert des Druckes zu bekommen muss die Gleichungzibgegriert
werden. Fir die Integrationskonstante gibt es grundsétziivei unterschiedliche
Mdoglichkeiten, die sich durch den Bezugspunkt untersaeid

e absoluter Druckpaps
Referenzdruclpg = OPa. Dieser Druck (Nullpunkt) tritt im Vakuum auf,
d.h. dort wo keine Normalkraft auf die Berandung wirkt. Baiwendung
des Gesetzes von Boyle-Mariotte muss unbedingt mit demutbsdruck
gerechnet werden.

e relativer Druckpyel
Referenzdruck ist der lokale atmospharische Drpgk, der an der Was-
seroberflache herrscht. Diese Moglichkeit wird in den neeistallen ange-
wandt.

Prel = Pabs— Patm (2.3)

Der Standardatmosphérendruck ist definiert bélC1lauf Meereshdheam =
1,013 bar=1,013. 10° Pa.

2.4 Statische Druckverteilung im Schwerefeld

In den meisten Fallen ist die Wassertiefe so gering, dassl@nstante Dichte
angenommen werden kann. Integriert man Gleichung 2.2 digser Annahme,
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so erhalt man ,

Z
op,_
/Edz_/—p-gdz
2

2
P2—po = —p-9-(z—2)
P(2 = po—p-9-(z—2) (2.4)

Der Druck ist unter der Annahme einer konstanten Dichte Enmeare Funktion
der Wassertiefe. Er nimmt linear mit der Wassertiefe zu.Raadbedingung, dass
an der Wasseroberflache der atmosphéarische Druck hertistdt;, als Integrati-
onskonstant®y = Patm.

ZM

A4 Po

A [ 4 I I
D, P, rgh

pgh

Abbildung 2.2: Druckverlauf in einem Behélter.

Der Wasserdruck nimmt linear mit der Uberdeckungu und nimmt den Wert
pgh an. Dadurch lasst sich der anschauliche Begriff Deuckhdheeinfuhren.
Durch Umformen der Gleichung (2.4) kann man aus der Druakigleg eine
Hohengleichung machen. Indem wir den Dryz®urchpg teilen, &ndern wir die
Einheit von PascdN /n?] auf Metermund bezeichnen die neue GroRe als Druck-
hohe. Da wir durch die Dichte von Wasser teilen, muss dieckberBezeichnung
der EinheifmW $ (Meter Wassersaule) lauten.

Bewegt man sich nun in dem in Abbildung 2.3 aufgezeichnetenéBer in der
Vertikalen, so kann man feststellen, dass die Summe derialbiestimmtes Ni-
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veau bezogenen geodatischen Hoéhe mit der Druckhéhe zusasinen konstan-
ten Wert ergibt. (Die rechte Seite der sich ergebenden Rleig ist konstant.)

P +z= &qtzo = const.

P9 pP-9
Die einzelnen Terme werden geodatische Hohe, DruckhOheigzometrische
Hohe genannt.

z... geodatische Hohe

——... Druckhohe
P9
P +z... piezometrische Hohe
pP-g
Die piezometrische Hohe ist in einer Flissigkeitssauleonitstanter Dichte eine
konstante GroR3e.

SZ. AV 4
T Po Zo[% D= =
'
pg
h — £k - - = = 7
7,
A Z:0 L ]

Abbildung 2.3: Piezometrische Hohe bei hydrostatischerckverteilung in ei-
nem Behélter.

h:@-l—zo:&-l-m

PY PY

2.4.1 \eranderliche Dichte

Die Annahme einer konstanten Diclte= const ist nicht in allen Fallen gerecht-
fertigt. Bei folgenden Situationen muss mit einer verahdaen Dichte gerechnet
werden.
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e Temperaturschichtung
e Salzgehalt

e Ol auf Wasser

Hat man z. B. einen Behalter mit Fluiden unterschiedlichehi2n so isp nicht
mehr konstant und kann nicht mehr aus dem Integral Gber I&leg (2.2) gezo-

gen werden.
z
/a—p :/ p(2)-gdz
2

Beispiel : Ol auf Wasser

3
T T %o g Po,Z
Az, Po1=P1
—— Zl ———————
h \
AZZ pWasser:pZ \
4 L z \;
| | |
A S S ol !
Z
125 P19Az, p,gAz,
P,9AZ,

Abbildung 2.4: Druckverlauf in einem Behalter bei verarideer Dichte.

In diesem Fall genligt eine Aufteilung in zwei Bereiche.

/gpdz+/apdz_
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Als Referenzdruck wird der Atmospharendruck gewapdt=€ 0).
Flrzg < z< z qgilt:
p(2) = p19(20-2)
Flurz; <z< 1z qilt:
P(2) = p19(Az1) + p29(z1 — 2)

2.5 Druckkraft auf ebene Flachen

Im Folgenden wird die Druckkraft betrachtet, die auf babigpeneigte ebene Fla-

chen wirkt. Der Druck ist eine differentielle Kraft die adhe differentielle Flache

wirkt, p = 9%

diF|=p-d|Al = —p-g-(z—20)d|A|

Die gesamte Druckkraft auf eine Flache ergibt sich folgials dem Integral Uber
alle differentiellen Anteile. Dabei wollen wir sowohl dieeGamtkraft als auch
deren Angriffspunkt ermitteln.

2.5.1 Gesamtkraft

Wir beginnen mit der Gesamtkraft auf eine Flache, die um denk&/a geneigt
unter der Wasseroberflache liegt. Wir benutzen dafur diertinateh als Tiefe
unter der Wasseroberflachiebezeichnet die Koordinate entlang der ebenen Fl&-
che. Sie beginnt an der oberen Kante der Flache gnidie sich beihg unter der
Wasseroberflache befindet (siehe Skizze).

Die Wassertiefe bestimmt sich als Funktion der Koodidaaes
h=hp+ - sina

Die Gesamtkraft bestimmt sich aus dem Integral:
Fges = /pdAzfp-g-hdA:p-g/hdA:
A A A

= p-g-hyp-A +p-g-sin0(-/ZdA
———
const. Anteil A
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N7

Abbildung 2.5: Gesamtkraft auf eine ebene Platte.

mit dem ersten Flachenmomeh{dA

A
[wa=tsA
A
ergibt sich
Fges=ps-A=p-g-hs-A (2.5)

(s... Schwerpunkt

A... Flache

hs... Tiefe des Schwerpunkts

ps... Druck im Flachenschwerpunkt

Die Gesamtkraft auf eine ebene Flache bestimmt sich alsdemsProdukt der
Flache mit dem Druck am Flachenschwerpunkt.

2.5.2 Kraftangriffspunkte

Der Druck wirkt auf jedes infinitesimal kleine Flachenelemp - dA. Der An-
griffspunkt der daraus resultierenden Kraft ist der Fladlobwerpunkt dieses Ele-
ments.

Der Angriffspunkt fur die Gesamtkraft wird nun Giber ein Mamengleichgewicht
hergeleitet:
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Abbildung 2.6: Kraftangriffspunkt.

Z Momente= GesamtkraftHebelarm

Die Summe der angreifenden Momente setzen sich aus derdranzeafinite-
simalen Druckkréaften zusammen. Wir missen also tber diageleen Anteile
integrieren.

Moment:/infinitesimale Druckkraftgeweiliger Hebelarm= GesamtkraftHebelarm

M= [tWF=SF-4=0oF
A
mitdF =p-g-h-dA=p-g-{-sina-dA
ZD-F:/p-g-Z-sina-Z-dA
A

mitF =p-g-hs-A

_p-g--sina o5
ZD_p-g-hs-A [Z dA

mit hs = {s- sina folgt:
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om e [ or

A

aus dem Satz von Steinkee Is+ Z%-Afolgt: (p =0(s+ le_~SA

(s...Schwerpunktskoordinate
hs...Wassertiefe am Schwerpunkt
l¢...Flachentragheitsmoment um die-Achse - Koordinatenursprung

Is...Flachentragheitsmoment um die-Achse - Flachenschwerpunkt

2.6 Aufteilung in x- und z-Richtung

Fur viele Aufgaben der Hydrostatik ist es zweckméaRig, diedRkraft in die
Kraftkomponenten der einzelnen Raumrichtungen aufarteil

Im Folgenden betrachten wir zunachst @esamtkraft in die einzelnen Raum-
richtungen. Danach leiten wir digngriffspunkte her. Um die Gesamtkraft und
den Angriffspunkt zu bestimmen benutzen wir die sogenamnteckfiguren.
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A4

le:Psz

F.=pgh,A)

7.

Abbildung 2.7: Beispiel einer Druckfigur.

2.6.1 Druckfiguren

Die GroRRe der Druckkraft ilmorizontalerRichtung ergibt sich aus dem Produkt
des Druckes am Flachenschwerpupkt= pghs mit der projizierten Flaché,.
Sie ist gleich dem Volumen der Druckfigur fir die Kraft in xeRtung.

Fx = pghsAp (2.6)

Die Grol3e der Kraft invertikaler Richtung ergibt sich aus dem Volumen der
Druckfigur fur die Kraft in vertikaler Richtung. Sie ist gt der Gesamtheit aller
auf dem Bauteil lastenden infinitesimalen FlUssigkeitesgogh.

F = pgV; (2.7)

2.6.2 Ful3punktgerade

Als Konstruktionshilfe fur die resultierende Kraft in vigdler Richtung kann die
sogenannte FulRpunktgerade dienen. Sie wird hier an einepi@elemonstriert.

Die senkrecht auf die Wand wirkende Belastung wird nun inlt@izontalen und
vertikalen Anteil getrennt.

Durch Superposition der Auftrieb- und Auflast-Flachen varsichtlich, dass dem
FuRpunkt der Wand eine besondere Bedeutung zukommt.

Mit der FuRpunktgerade erhalt man die Uberlagerung aus #teflaund Auftrie-
ben. Zunachst zieht man eine vertikale Gerade amfipunkt bis zum Was-
serspiegel. Ist die Flache zwischen FPG und Berandung Ziesetwirkt diese
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TS

Abbildung 2.8: Belastung senkrecht auf eine Wand.

A4

77777777777 T pgh
Abbildung 2.9: Horizontale Belastung.
als Auflast, wenn sie luftgefillt ist, wirkt sie als AuftrieDiese Flachen missen

schlie3lich noch mip - g multipliziert werden, um die Kraft pro Breitenmeter zu
erhalten.

2.7 Auftrieb

Auf einem in Wasser getauchten Korper lastet die Flussigaillep - g-h. An
seiner Unterseite wirkt der Drugh- g(h+ Ah). Dieser Druckunterschied wirkt
auf der gesamten Flache, sodass wir eine Auftriebskiadrhalten.
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TSI TTTT777777

Abbildung 2.10: Vertikale Belastung.

ava

Abbildung 2.11: Auftrieb eines Kérpers unter Wasser

Fa=pw-9-V (2.8)

2.8 Bewegte Bezugssysteme

Das Kapitel “Bewegte Bezugssysteme” kann, wenngleich esdoa klingt, the-

matisch dem Kapitel “Hydrostatik” zugeschlagen werdemimein Beobachter,
der sich mit dem Bezugssystem bewegt, wird das Fluid in Retr@athten. Diese
Uberlegung liegt der Herleitung der Formeln fiir die Wagsiegellagen in beweg-
ten GefalRen zugrunde. Es herrscht also ein Kraftegleideheam differentiellen

Element:

Die an einem Fluidelement angreifenden Krafte sind die Kkraft, die aus dem
Druckgradienten hervorgeht und die Beschleunigung deskldgeses Elements.
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AX

Abbildung 2.12: Anderung des Druckes in X.

Gleichung 2.2 kann ebenso fiir die x-Komponente aufgestelitien:

op

ﬁ: . —_—— p— .

d dm-d— I p-ax
0
as - TP

In dreidimensionaler Betrachtung ergibt sich:

ax
Op=-—p ( ay ) (2.9)
az

Niveauflachen des Druckes sind Flachen konstanten DruBkesegt man sich al-
so entlang einer Niveauflache, so ist definitionsgeman deeAmg des Druckes
gleich null. Das heif3t, dass das totale Differential erflaimer Niveauflache ver-

schwindet:

_op, Op . Op_
dp= axdx+ aydy+ azdz_O

Damit kénnen wir fir die Niveauflachen in bewegten Bezugssyen folgenden
Zusammenhang aufstellen:

p-ax-dx+p-ay-dy+p-a;-dz = 0
(2.10)

Der freie Wasserspiegel istimmer eine Niveaulinie/fla¢hadche gleichen Drucks).
Am Wasserspiegel herrscht der Drugks= pam = const. Also ist die Druckande-
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3%
num——n

Abbildung 2.13: Konstant beschleunigter Behélter.

rung entlang dieser Linie/Flache gleich null. Eine Nivéaiel steht immer senk-
recht zur Beschleunigungsrichtung. Als Beispiel sei aafidiveaulinie “Wasser-

spiegel” in einem ruhenden Behalter verwiesen. Hier wiekliglich die Erdbe-

schleunigung (vertikal), der Wasserspiegel ist horizomi@go senkrecht auf der
Beschleunigung.

2.8.1 Konstant beschleunigte Behalter

Der im Schnitt dargestellte Wagen wird konstant beschtguMan kann beob-
achten, dass der Wasserspiegel verkippt.

Die Erdbeschleunigung tberlagert sich mit der in horizlemtRichtung wirken-
den Komponenteay. Wir erhalten fiir den Wasserspiegel

axdx—gdz=0 (2.11)
und die Wasserspiegellage

ay-X—g-z+const=0 (2.12)

Legt man den Koordinatenursprung in die Behaltermitte aafRibsition des ur-
sprunglichen Wasserspiegels, erhalt man fir die PosigsrVdasserspiegels.

ay-x—g-z=0 (2.13)

Der Druck an einer beliebigen Stelle in diesem Behélter kaumfolgenderma-
Ben bestimmt werden. Wir suchen uns einen Punkt, fir den dekbekannt ist.
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Davon ausgehend, wird Gleichung 2.9 integriert. Wenn meln ziB. den was-
serspiegel senkrecht Gber dem gesuchten Punkt wahlt, & ervan den Druck
durch Multiplikation von Dichte und Erdbeschleunigung dfet vertikalen Uber-

lagerungh an dieser Stelle:
p=p-g-h (2.14)

Eine zweite Mdéglichkeit erdffnet sich wenn man von dem gésere Punkt das
Lot auf die Wasseroberflache féllt und diesen Punkt als Augsaunkt wahlt. Die
Uberdeckung entlang des Lots muss dann mit dem gesamtehl8esigungs-
vektor und der Dichte multipliziert werden

p=p-|d-h-cosu (2.15)

2.8.2 Rotierende Behélter
An dieser Stelle werden oben stehende Uberlegungen aefentie Behalter an-

gewendet. Die mathematische Beschreibung erfolgt sitewvetise in Zylinder-
koordinaten.

urspr. WSP

Die Funktion fir die Spiegellage wird wieder aus der Bedmgudass sie senk-
recht zur Beschleunigungsrichtung steht, gewonnen:
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l—’x /
2
7 row’

g a
adr+a,dz = O
az = ¢

a = o-r
«?-r-dr+g-dz = 0

(2.16)

Durch Integration erhalt man

WP r?
2

Teilt man die Gleichung nun durch g und schreibt dann fiir diedrationskon-
stantez, erhalt man:
W’ - r?

29
Zur Bestimmung der Integrationskonstamewéhlt man den Ursprung der z-
Koordinate am Niveau des Wasserspiegels bei runendem tBehalich bei ro-
tierendem Behélter muss das Volumenintegral null ergebiégemein ist das Vo-
lumenintegral Gber einen rotationssymmetrischen Behéltevariabler Wasser-
spiegellagey durch folgendes Integral gegebén:

+g-z+const=0

+2 (2.17)

71 2 R
V:///rdrd(pdz:O
2 00

IMan beachte an dieser Stelle, dass die Jacoby-Determiaiei(der Volumenintegration
Uber einen rotationssymmetrischen Korper eingefligt wendess.




KAPITEL 2. HYDROSTATIK 30

Wahlt manz; — z = z ergibt sich

2
0
R 3
/(__wzr +2 r)dr =0
29
0
! 2
[_wzr z r} _ o
89 2 |y
_(.OZ-R4+22-R2 — 0
89 2
PR
D = 749

(2.18)

Letztendlich erhalt man fir die Spiegellage in einem retielen Behélter:

P12 PR
— +

2T g 4g

(2.19)

Damit ergibt sich flr den Spiegelunterschi&dh zwischen Achse und Behélter-

wand:
R2. o

Ah = 2o — (—Zl) = 29
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2.9 \Verwendete Zeichen

Benennung Zeichen| Einheit
Beschleunigung a 2

Flache A me

Kraft F N

Auftriebskraft Fa N

Massenkraft Fm N

Druckkraft Fo N

Druck P 5

Absolutdruck pabs %

Relativdruck prel -

Druckhthe p—% mW s
Erdbeschleunigung g 2

geodatische Hohe z m
Wassertiefe h m
Dichte P X9

lokale Koordinate C

lokale Koordinate &

lokale Schwerpunktskoordinate (s m
Volumen Vv m

31



Kapitel 3

Kinematik

Die Kinematik ist die Beschreibung der Fluidbewegung ohimd&ziehung von
Kraften. Dabei spielt es keine Rolle, ob Wasser, Ol, Luft, betrachtet werden.

3.1 Beschreibung von Feldern

In diesem Kontext werden Fluide als Kontinuum betrachtetirBungen sind in
der Regel dreidimensional und zeitabhangig. Deshalb bnd&n das mathe-
matische Handwerkszeug, um dreidimensionale zeitabbérgalder im Rahmen
der Kontinuumshypothese vollstandig zu beschreiben. a¢shreibende Grof3en
(Variablen) kennen wir:

e skalare Grof3en:
Druck p, Dichte p, TemperatuiT, dynamische Viskositgt, kinematische
Viskositatv.

e vektorielle GroRRen:

Vi u

Geschwindigkeitsvektar= [ w | = v |, Beschleunigungsvektay
Vz w

Druckgradientip.

e tensorielle Grof3en:

Spannungstensmrztij: To1 To2 T23

T11 Ti12 Ti3
T31 T32 133

Geschwindigkeitsgradiententenggjér

32
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Der Gradient einer skalaren Gro@ést definiert als
0@/ 0x
grade= o= | 0¢/dy
0¢p/0z
Der Ortsvektor, Geschwindigkeit und Beschleunigung:

X ox/ot u ou/ot
X = (y);v (ay/at ) = ( v );a ( ov/ot )
z 0z/ot w ow/ot

Das totale Differential ist definiert als (hier z.B. des [kes):

_op op op op
dp= I dx+ 3y dy+ 37 dz+ 3 dt
bei stationdren Strémungen verschwindet die Zeitablgitun
0
i 0

3.2 Lagrange - Euler

Bezlglich des Referenzsystems gibt zwei grundsatzliokrachiedliche Betrach-
tungsweisen: Lagrange’sche und Euler'sche Betrachtung.

1. Lagrange:
Bei der Lagrange’schen Betrachtungsweise bewegt man sictiemn be-
trachteten Fluidelement mit. Man verfolgt dieses Fluidedat in der Zeit.
Das fuhrt auf folgende Beschreibung der Stromungsgro(&sediElements.

v/ 2
X): Ot = axa_§t>; A(t) = 65:2(”

2. Euler:
Bei der Euler'schen Betrachtungsweise wird das gesamteh@ssdig-
keitsfeld im Raum beschrieben. Das geschieht normaleewais einem
raumfesten Standpunkt aus. Diese Betrachtungsweise diifireine Be-
schreibung der Stromungsgrof3en als Feld im gesamten Raum.

d=1d(xy,zt)
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3.3 Lokale, konvektive und substantielle Ableitung

Im Folgenden wird beschrieben, wie man zwischen Euler ungtdrage hin- und
her wechseln kann. In den spateren Kapiteln wird zum Bdislpie Kréaftegleich-
gewicht an einem differentiellen Element in der Lagrangeatulierung hergelei-
tet. Mit dem Begriff der substantiellen Ableitung kénnerrwann die entspre-
chende Gleichung in der Euler-Formulierung herleiten.

Wir betrachten dazu die Temperaturdnderung, die ein sialedgpender Betrach-
ter (Lagrange) wahrnimmt, wenn er sich in einem zeitlich tdudmlich variablen
Temperaturfeld (x,y,z t) bewegt. Die Temperaturéanderuf\g, die der Betrach-
ter wahrnimmt, wird als substantielle Ableitully Dt bezeichnet. Sie setzt sich
nach der Kettenregel der Differentialrechnung zusammenl@kaler Anderung
2 und konvektiver Anderung £,

DT oT . uaT +V6T —|—W6T
Dt ot ox  ay 0z
. ~ ~

lokaleAbleitung konvektiveAbleitung

Das lasst sich am Besten im Eindimensionalen verdeutlidbenBetrachter be-
wegt sich von Punkt (1) nach Punkt (2). Die Anderung, die ehtsiergibt sich
durch die Bewegung at$xdT /dx. Wahrend der Bewegung hat sich aber die Tem-
peratur um einen bestimmten Betrdg erhoht. Die dadurch fiir den Betrachter
spurbare ErwarmundT addiert sich naturlich dazu. Die Summe wird als sub-
stantielle Ableitung der Temperatur bezeichnet.

TA /@/’
7/
/ t1
sl
Wdti /
/
oT s
ox _ - T
-
xD x2 X

Abbildung 3.1: Zur lllustration der substantiellen Ableit.

Man kann die substantielle Ableitung auch fir vektoriell®&en verwenden. Die
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Beschleunigung eines Fluidteilchens ergibt sich aus destantiellen Ableitung:
Du

ay Dt
DU
q— ( a ) - == Dy (3.1)

az Dw
Dt

In Vektorschreibweise:
Da_ o0
Dt ot

In Komponentenschreibweise:

+(U-O)yu= %—i—(ﬂ-grad)ci

% oui oui

= Ui—
Dt ot Lox;

3.4 Verformungen

Im Gegensatz zur Festkorpermechanik spielt in der Fluidhaei& nicht der Be-
trag der Verformung, sondern die Verformungsgeschwirgligkine wesentliche
Rolle. Die Verformungsgeschwindigkeit gibt an, mit welclrate ein Fluidteil-
chen gestreckt, rotiert oder geschert wird.

Festkorper Fluid
Spannung ist abhangig vomSpannung ist abhangig von
Betrag der Verformung der Verformungsgeschwindigkeli

—

Als Beispiel sei hier die Stromung durch eine konvergentseietrachtet (Abb.
3.2). Wahrend des Durchgangs durch die Dise wird das Fladhteunigt. Da-
durch werden die einzelnen Fluidteilchen in Stromungsuict gestreckt sowie
quer dazu gestaucht.

Ein Fluidteilchen erfahrt dabei drei Arten von raumlichend&rungen:
1. Translation
2. Rotation

3. Deformation
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%

—

Abbildung 3.2: Verformung eines Fluidteilchens beim Dgahg durch eine kon-
vergente Duse.

Im folgenden wird beschrieben, durch welche Gro3en dieesen Anteile an
diesen raumlichen Anderungen beschrieben werden konramirénslatorische
Anteil wird ganz einfach durch den Strémungsvektor am Ogt 8ehwerpunkts
des Fluidteilchens beschrieben. Der rotatorische und efrmhatorische Anteil
werden durch den Geschwindigkeitsgradiententensor bebeim.

3.4.1 Rotationsanteil

ou
——AVAtL
oy y

—

YA \Y%
t,

u

1
|
|
] I Ay
Xy 1
L

X

AX

Abbildung 3.3: Zur Herleitung der Rotationsrate in einemi@¢lement.

Die Rotationsrate entspricht der Drehgeschwindigkdit,der Winkelanderung/Zeit
= daj/dt. In einer Zeiteinheitdt hat sich das Fluidelement um den Mittelwert der
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beiden Winkel, unday gedreht. Der Winketiy ergibt sich zu

Ay ov 1 ov
e AN ShNA Y,
D= T ax N A T ox
A
y

Analog dazu der Winkedy

AX ou 1 ou
=2 T AYA-— = A
oAy T oy Yy T Ty
AX

Die Netto-Rotationsrate um die z-Achse ergibt sich aus digebaaischen Mit-
telwert der beiden Winkeldeformationsraten und wird alsidngw, bezeichnet.

_d fox+ay) 1l/ov du
%—a< 2)—5Gysﬂ 52

Die Rotationsraten um die anderen beiden Raumachsen Isigbeanalog dazu
herleiten.
_1lfow_ov
=3 dy 0z

(o ow
0)"_2 0z 0X

Der Drehvektom ist durch diese drei Komponenten definiert.

(3

Die Stromung ist rotationsfrei, falls gitb = O.

3.4.2 Deformationsanteil

Die Deformationsrate kann aus mehreren Komponenten leastdlr Scherung,
der Streckung, Stauchung und einer Volumenanderung (lmepkessiblen Flui-
den). Wir betrachten zunachst die Scherung. Die Scherriatieawalog zur Rota-
tionsrate hergeleitet, nur dass beim Winkghuf das Vorzeichen geachtet werden
muss. Die Scherung 2 in derx-y-Ebene ergibt sich damit zu

1/0u ov
€12 = > <a’+ a_X) (3.3)
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>
X

Abbildung 3.4: Zur Herleitung der Scherrate in einem Fliedgent.

bzw. in Komponentenschreibweise

o 1 an OUJ o 1 T
e“_§<a_xj+a_xi) = S (v 7). (3.4)

3.4.3 Geschwindigkeitsgradiententensor

Sowohl die Drehung, als auch die Deformationen werden dugstimmte Anteile
des Tensors der Geschwindigkeitsgradienten darge&wit. Analyse zeigt, dass
die Rotation sich aus deantisymmetrischenTeil und die Deformation sich aus
demsymmetrischenTeil des Geschwindigkeitsgradiententensors darsteikest |

Der Geschwindigkeitsgradiententensor lautet ausgesudmi

gradi =[OV =

du
ox
av
ox
ow
ox

du
oy
ov
ay
ow
ay

du
0z
ov
0z
ow
0z

(3.5)

Dieser Tensor wird in einen symmetrischen und in einen yamtisetrischen An-

teil aufgespalten.

V= %(Dw DVT)—l-%(DV— V)
Der symmetrische Anteil beschreibt die Deformationsratahei die Streckung
bzw. Stauchung in der Diagonalen und die Scherung aul3edealDiagonalen
steht. Die Spur, d.h. die Summe der Diagonalelemente edggbtolumenande-

rung (Divergenz). Im Zweidimensionalen lautet der symimelre Anteil ausge-
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schrieben , Lou o
u u \"
1 . ax  2ley T
é(DV—i—DV )= ( 1(6_\/_,_@) &
2\0x ' oy ay

Der antisymmetrische Anteil beschreibt die Drehung, d.lbhesteht aus den ein-
zelnen Komponenten des Drehvektors:

1.0 0
v = ° 2y :( ° _wz>
2 %(g_\;_@) 0 w, 0

ay

Im Dreidimensionalen:

0 —w
w, 0 —uy (3.6)

3.4.4 Divergenz

Die Divergenz beschreibt die Rate der Volumenanderungsehtgidelements.
Wird ein Element z.B. irk-Richtung gestreckt, so andert sich sein Volurivenh
bei gleichbleibender Ausdehnung in den anderen beidendfmatenrichtungen
zu

9
AVol = AXEL:AtAyAz 3.7)
: O
|<_ 1
|
T R
S | X
AX
I 1
Ax+ax At
0X

Abbildung 3.5: Zur Ableitung der Divergenz.
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Dasselbe gilt fur dig- und z-Richtungen. Im Dreidimensionalen beschreibt sich
die auf das Volumen bezogene Rate der Volumenanderung,ikegenz, als

_6Vo| 1 0u ov ow

le(V) = —6t 7AXAyAZ = & + a/'i‘ E (38)
In inkompressiblen Strémungen gilt
div(V) = 0. (3.9

Diese Gleichung stellt die differentielle Form deontinuitatsgleichung fir in-
kompressible Strémungen dar.

3.5 Ausgezeichnete Linien im Stromungsfeld

e Bahnlinien— zuriickgelegter Weg eines Fluidteilchens

e Streichlinien— verbindet alle Teilchen die einen bestimmten Punkt durch-
laufen haben

e Stromlinien— stehen zu einem bestimmten Zeitpunkt parallel zum Ge-
schwindigkeitsvektor

<\

Abbildung 3.6: Stromlinie mit Geschwindigkeitsvektor.

Der in einer Zeiteinheifst zuriickgelegte Weds ergibt sich zu
ds=v-dt
Daraus ergeben sich folgende Beziehungen

dx =u-dt
dy =v-dt
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bzw.
dx u

dy v
Bei stationaren Strbmungsfelde(%' = O) sind Strom-, Streich- und Bahnlinien
identisch.

3.6 Volumenstrom und Durchfluss

Eine Stromrbéhre besteht aus mehreren Stromlinien, wolreésttémungsvektor
immer parallel zu den Stromlinien und damit auch parallel&chse der Strom-
réhre liegt. Dadurch kann tber die Berandung einer Strorerkéin Fluid ausflie-
Ben. Damit lasst sich eine Stromr6hre sehr gut zur Bestingnaan Durchflissen

\%

?ﬁ =Normalenvektor
/ )

Abbildung 3.7: Stromrdhre.

verwenden. Der Durchfluss bzw. Volumenstronturch eine Stromrohre ergibt
sich aus dem Integral Uber die Geschwindigkeitskomponeltesenkrecht zur
Stirnflache liegt

\'/:/v-ﬁdA (3.10)
A
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Beispiel :

<

=’

Abbildung 3.8: Zum Skalarprodukt zwischen Stromungsgesutiigkeit und
Normalenvektor auf die durchstromte Flache.

Die Komponente senkrecht zur Flache ergibt siclvgzcosb. Folglich ergibt sich
als Volumenstronv bzw. DurchflusQ

\'/:/AN\ cos9dA— Q[g} (3.11)

Der Massenstrom: K
f=p-Q {?ﬂ (3.12)

Ihre Anwendung erféhrt die Definition des Durchflusses beiAdtevendung der

Kontinuitatsgleichung (Erhaltung der Masse) in ihrer integralen Form. Als Bei-

spiel sei hier die Stromung durch eine konvergente Disadsizt.

9

Q,

—

Abbildung 3.9: Zur Anwendung der Kontinuitatsgleichung.

Q1=Q2 bzw. vi-Aj=Vv-A
A1, Ao...senkrecht Durchflossene Flache
V1, Vo...Uber Querschnitt gemittelte Geschwindigkeiten
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3.7 Stromfunktion

Anwendung falls Strémung zweidimensional und inkompesigst

wird aus Kontinuitatsgleichung hergeleitet

Fluid bewegt sich auf Stromlinien

im stationaren Fall gilt : Stromlinie- Bahnlinie

Anwendung in der Potentialtheorie

Die Stromfunktion ist eine im allgemeinen dreidimensienkunktion, die die
Stromlinien definiert. Hier beschrénken wir uns auf die Sifitnktion fur zwei-
dimensionale und inkompressible Stromungen. Die Strokifon wird aus der
Kontinuitatsgleichung hergeleitet. Zunachst definierinndée Stromfunktion¥

dergestalt, dass gilt:

oV ow
u_a—y, v_—& (3.13)
Eingesetzt in die Kontinuitatsgleichuddv(V) = 0 ergibt sich:
0’y W
I 14
oxdy oxoy (3.14)

Aus der Definition der Stromlinien wissen wir, dass gilt

dx v
dy v
vdx = udy

Setzt man darin die Definition der Geschwindigkeiten (Glaitg 3.13) ein, so
erhalt man

ov ov
—&dx— a—ydy
b oW oW
5 O+ a—ydy: 0 (3.15)

Das heil3t, entlang einer Stromlinie ist die Stromfunktiongtant ¥ = 0 bzw.
W = const). Die Stromlinien sind demnach die Linien konstanter Sfrorition.

Ihre Anwendung findet die Stromfunktion in der Potentiatthie, die im nachsten
Kapitel besprochen wird.
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/ ¥ =const.
A

Abbildung 3.10:W = const entlang einer Stromlinie.

44



Kapitel 4

Potentialtheorie

Mit der Potentialtheorie steht eine lineare Theorie zurfiygung mit der unter
vereinfachenden Annahmen Stréomungsfelder berechneewé@hnen. Im Kon-
text dieses Skripts wird angenommen, dass die Stromung

e zweidimensional
e inkompressibeldiw = 0)
e reibungsfrei 1= 0) und
e drehungsfreiotv = 0)
ist. Aus der Drehungsfreiheitdtv = 0) folgt, dass das Geschwindigkeitsfeld als

Gradient eines Potentials (Geschwindigkeitspotenti@[sy’/s| dargestellt wer-
den kann.

V=00 (4.1)
bzw.
L0000
- ox’ Y

Setzt man diese Beziehungen in die Kontinuitatsgleich@r8) gin, so erhalt man
mit unterschiedlichen Schreibweisen:

diw=0(V) =0 (0P) =Ad =0

Der OperatoA wird als Laplace-Operator bezeichnet. Ausgeschriebeetaie
Gleichung dann
ou ov 0°d 0°dP
Syt Tt 4.2
ax+6y ax2+ay2 0 (4.2)
AD

45
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Ebenso existiert eine Stromfunktidh Sie wurde im vorhergehenden Kapitel ein-
geflhrt und fur sie gilt:

oV A 4

ay’ V= T

Die Stromfunktion gentigt ebenfalls einer Laplace-GlemghDiese folgt aus der
Bedingungotv = 0.

AV
52 Y 0 (4.3)

—_——
AW

Die Stromlinien ¥ = const.) stehen in jedem Punkt des Stromungsfeldes senk-
recht auf den Potentiallinield= const.). Entlang der Potentiallinien findet keine
Massenbewegung statt. Stromlinien kénnen als Berandures é{orpers inter-
pretiert werden.

d=const.

y=const.

Abbildung 4.1: Stromlinien' = const.) und Potentiallinierdf{ = const.) stehen
in jedem Punkt des Stromungsfeldes senkrecht zueinander.

Anwendungen. Die Potentialtheorie wurde entwickelt, um analytische urbs
gen fur Stromungsfelder zu erhalten, bei denen die obemgesra Annahmen der
Reibungs- und Drehungsfreiheit einigermal3en gereclgfeind. Dies trifft z.B.
auf den Aul3enbereich einer Tragfligelumstrémung zu. Danafllauend wurden
einfache numerische Verfahren entwickelt (z.B. das 'Pavesifahren).

In der Hydromechanik bzw. Hydraulik findet die Potentiatifie ihre Hauptan-
wendung bei der Berechnung v@rundwasserstromungek&ine Grundwasser-
stromung ist in der Regel eine Stromung durch ein porosesivteddie auf-
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grund der geringen Durchlassigkeit durch Druckunterstehgetrieben wird. Da-
durch erhalt sie ihren Potentialcharakter. Nach dem GesetDarcy ergibt sich
in einem pordsen Medium fir die Filtergeschwindigkeif der Durchlassigkeit
k¢ [m/s] und dem Gefélle der piezometrischen Hi%@éolgender Zusammenhang:

oh
Vi = —Ks 2 (4.4)

Das Gefélle der piezometrischen Hohe ist mit dem GefalleéSdendrohrspiegel-
hdhen gleichzusetzen.

h="P 12 (4.5)
Pg

Die mit der negativen Durchlassigkeit multiplizierte Stavhrspiegelhdhé er-
gibt dann das Geschwindigkeitspotenttal

® = —ksh

4.1 Lo6sung der Potentialgleichung.

Lésungsverfahren im Rahmen der Potentialtheorie berechuerst das Potential
@ und dann daraus die Geschwindigkeiten. Da die Laplacezkleg (4.2) linear

ist, lassen sich Lésungen durch Superposition (Uberlaggreinzelner Elemen-
tarlésungen erzeugen. Dabei verwenden wir folgende veemEhtarldsungen:

e Parallelstromung
e Quellen- bzw. Senkenstrémung
e Potentialwirbel

e Dipol

Parallelstromung

Y) = Up-X+Vo-Y
y)

X —
X, = Up'Y—Vo-X v
X X

YY) = Vo
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Quell- und Senkenstrémung
Q istdie Ergiebigkeit der Quelle. Fal3> 0 ist, handelt es sich um eine Quelle,

falls Q < 0 um eine Senke.

d(xy) = %Inr = %In\/xz-i-yZ

v Vi
Wxy) = gﬁzgarctarﬁ/ A(_
21 21 X ‘\ /
- 3 N
uxy) = E_[m ‘\
v(Xy) = %‘[ﬁyyz Singularer Punkt

Die Quell- bzw. Senkenstromung hat im Koordinatenurspreingn singuléren
Punkt, in dem die Bedingundjw = 0 verletzt ist. Im restlichen Stromungfeld ist
diese Strémung jedoch quell- bzw. senkenfrei.

Potentialwirbel
I" ist die Zirkulation. Falld™ > 0, ist der Wirbel rechtsdrehend.

r
O(xy) = —5- arctarzx

y
W(xy) = %Tln\/xhry2
N\

Iy
uixy) = T2+ Y2 M
X
B I X

V(X,Y) —E_[m

Ebenso, wie bei der Quell-/Senkenstrémung, besitzt dexrfiatwirbel im Zen-
trum eine Singularitat, in der die Bedingur@V verletzt ist. Im restlichen Stro-
mungsfeld gilt jedoch die Bedingung der Rotationsfreih@iiirde man einen
Festkorper in das Stromungfeld bringen, so wirde er siclsfiérenig um den
Koordinatenursprung bewegen ohne sich dabei um die eigense?zu drehen.



KAPITEL 4. POTENTIALTHEORIE

Dipol
mx
P(xy) = Y
my
Wixy) = YR
2 (2
Y- —X
) = M
Viky) = —m oY

(2 +y2)?

49



Kapitel 5

Kinetik

Die Kinetik beschéftigt sich mit der Bewegung von FluiderteurBertcksich-
tigung der einwirkenden Kréafte und Spannungen. Hier hat jeamach Frage-
stellung unterschiedliche Zugangsweisen. Wir gehen Astaon einer Betrach-
tung am differentiellen Element aus und leiten eine allgamésleichung fur
das Kraftegleichgewicht zwischen Beschleunigung, Mdssdten und anliegen-
den Spannungen her, die allgemein fur Kontinua gilt (Beweggleichung von
Cauchy). Unter Einbeziehung einer 'konstitutiven’ Gleiol, d.h. einer Bezie-
hung zwischen Deformationsrate und Spannungszustand uid, Rerden die
Navier-Stokesschen Bewegungsgleichungen erhalteniegdgguhdlegenden Glei-
chungen fur die Beschreibung der Kinetik von Fluiden déeste

5.1 Bewegungsgleichung von Cauchy

Nach dem zweiten Gesetz von Newton &ndert sich der Imputshdiie Einwir-
kung von Kraften

dr .

—_ —_NF A

it > (5.1)
bzw. die Kraft ist gleich dem Produkt aus Masse x Beschlaumig

F=m-a
Auf ein Fluidelement wirken 3 unterschiedliche Kréfte ein:

1. Korperkrafte (Massenkraft€y (z.B. Gravitation)

50



KAPITEL 5. KINETIK 51

2. Oberflachenkraftés (Spannungen: Normal- und Scherspannungen, z.B.
Druck)

3. LinienkrafteR_ (z.B. Oberflachenspannung)

Im Folgenden vernachlassigen wir Linienkrafte, da sie rademveise nur als
Randbedingungen auftreten (z.B. bei Gas/Flussigkeitt@id&#chen). Wir betrach-
ten die Kréftebilanz an einem infinitesimalen Fluidelement

z

}’Y dz

X

V=dxdydz

dx

dy

Abbildung 5.1: Dreidimensionales Fluidelement.

Beschleunigung. Die zeitliche Anderung des Impulse® ergibt sich nach:

d—r—diﬁ' (mit m=const.:) m-d—v— \VA D_V
dt  dt’ - ; at Lo Dt

M .
asse Beschleunigung

(5.2)

Die Beschleunigungv/dt bezieht sich auf ein Fluidelement in Lagrange-Betractsweise.
Wir mussen deshalb die sogenansiidstantielld8eschleunigung betrachten. Das
Fluidelement 'sieht’ zwei Arten von Beschleunigung: tikaleund diekonvekti-

ve Beschleunigung:

Do v o o
Dt ot ox oy 0z
—~—

lokale  konvektive Beschleunigung

Massenkrafte. Als Massenkrafte (Korperkrafte) wirken Feldkréafte, z.Brch
Gravitation oder Beschleunigung des Bezugssystems (Bo}faSie lassen sich
als Gradient eine Potentials schreiben, z.B. des Gramitgpiotentials.
Fe = —0OM-pVv
= —0(gg-pV
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Oberflachenkrafte. Die Oberflachenkrafte sind Kontaktkrafte, die an der Ober-
flache eines Fluidelements wirken. Sie lassen sich in Neramal Tangentialkraf-

te zerlegen.

Abbildung 5.2: Oberflachenkréafte an einem Fluidelement.

Die Kréfte ergeben sich aus den angreifenden Spannungen mit
dR, _dFRs
"TdAT T dA

Im Folgenden betrachten wir den Spannungstensor, um déra@eier Spannun-
gen zur Kréftebilanz in Gleichung (5.1) zu erhalten.

I i
T3
@ =i
2 T31.”" Ta3
1 T3 T
o—| T
T / 22
o —» T21
/ Ty
T11

Die Normalspannungen sind dabeij, T2 undtss.
Die Schubspannungen sindy, T13, T21, T23 USW.

T11 Ti12 T13
T= To1 T22 T23
T31 132 133
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Der Schubspannungstensor ist symmetrisch. Das lasstsaem Gleichgewicht
der Schubspannungen ermitteln, wenn man das DrehmomergmiMittelpunkt
eines Fluidelements betrachtet.

Wir leiten nun dieBewegungsgleichung von Cauchym Zweidimensionalen
aus dem Kraftegleichgewicht in x-Richtung her. Im Zweidimsi@nalen lautet der
T11 T2
To1 Ta22
lumenelement nach Abbildung 5.3. Im Zentrum wirken die Spagent11, T12,
To1 Und T22. Entwickelt man diese Spannungen in einer Taylorreihe wardidk-

sichtigt nur das erste Glied, so greift z.B. an der Seite sitp@r x-Richtung die

Spannung; + 9% an,

Spannungstensqr . Wir betrachten dazu ein zweidimensionales Vo-

_dx 0Ty
2 0x °

dx 07y
+_.
n2 bx

—
_dy 9t

T 2 oy
Abbildung 5.3: An einem zweidimensionalen Element in xHRimg angreifende

Spannungen.

Die Summe aller in x-Richtung angreifenden Krafte lasseh demnach aus den
Spannungen ableiten:

B dxaT]_]_ dxaTll
Z FX - <T11+ ?W) . dde - (T]_]_— ?W) dde
Flache
dyatog dyotz
+ <T21— ?a—y) dXdZ— (T21— Ea—y) dZdX

0 0121
= W'dXdde—f—a—dedde

Das Kraftegleichgewicht nach Gleichung (5.1) schreibh siater Verwendung
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von Gleichung (5.2) als

Du . 01'11 6T21 Du . 01'11 6T21
pVﬁ—<W+a—y)V bzw. pﬁ—<ax + ay)

Die kompletteBewegungsgleichung von Cauchlautet im dreidimensionalen

Du

po = —PI+0T (5:3)

bzw. ausgeschrieben unter Verwendung @h= 2 () + 2,() + ()

Du_ 0dtyy  0Tp1  0Ta
PBr = Tox oy 0z

Dv 012 0Tz 0Tz
PBt ~ “ax dy 0z

W_ 01'13 ang 01'33
Pt = P9t ot oy >

Die Cauchy-Gleichung beschreibt das Kraftegleichgewach¢éinem differentiel-
len Element eines Kontinuums. Sie gilt sowohl in der Fegiktrals auch in der
Fluidmechanik.

5.2 Konstitutive Gleichung

Das Problem bei der Losung der Bewegungsgleichung von @aaesteht darin,
dass fur 9 Unbekannte (drei Geschwindigkeitskomponenteh6uSpannungs-
komponenten) nur drei Gleichungen zur Verfligung stehenhdben es hier al-
so mit einem nicht geschlossenen Gleichungssystem zu teee®System kann
geschlossen werden, wenn uns eine Beziehung zur Verfligeing die die Span-
nungen als Funktion der Geschwindigkeiten ausdriickt. Bolehe Beziehung
nennt markonstitutive Gleichung.

5.2.1 Druck und viskose Spannungen

Der Spannungstensor besteht aus zwei Anteilen

e Druckp
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e viskose Spannungem

Der Druck p ist eine Normalspannung, die in alle drei Raumrichtungesich|
stark wirkt, d.h. erist isotrop. Dabei ist der Druck unabgigrvon den Geschwin-
digkeitsgradienten oder der Viskositat. Wie im Kapitel Hystatik beschrieben,
wird man bei Systemen, die sich in Ruhe befinden raumliclatséaiDriicke mes-
sen konnen. Er wird deshalb vom Spannungstensor abgespalieseparat be-
handelt.

T11 = —pP+011
T2 = —p+02 (5.4)
T33 = —pP—+033

Die viskosen Spannungemn; dagegen sind von der Deformationsrate des Fluids
abhangig. BeNewton’schen Fluidensind die viskosen Spannungen proportio-
nal zu den jeweiligen Geschwindikeitsgradienten, genauaten Elementes;;

des symmetrischen Anteils des Tensors der Geschwindsgkedienten. Das ent-
spricht einer einfachen linearen Beziehung, die mit einepértionalitatskon-
stanten ausgedrtickt werden kann. Diese Proportion&liédssante heil3tlyna-
mische Viskositatp (Zahigkeit)-.

Der symmetrische bzw. deformatorische Anteil des Gesathigkeitsgradienten-

tensors lautet
_lfou
G = 2\0x; 0x

g:%(DU-I—DUT)

bzw. in Tensornotation

Der Tensor der viskosen Spannungen lautet mit der dynasmséiskositayu als
Proportionalitatskonstanten
Oij = 21§; (5.5)
bzw. in Tensornotation
o=2ue (5.6)

Fur Newtonsche und inkompressible Fluide ergibt sich damsigesamter Span-
nungstensor
Tij = —Pdij + 218; (5.7)

bzw. in Tensornotation
T=—pl+2ue (5.8)

1Die dynamische Zahigkeit wird in der Literatur oft auch méta griechischen Buchstabgn
bezeichnet. Sie ist nicht zu verwechseln mit kimematischen Viskositatv = p/p.



KAPITEL 5. KINETIK 56

Beispiele:

ou
T =—p+2-

ov ow
T23=H 0_Z+0_y

5.3 Navier-Stokes-Gleichung

Setzt man nun die konstitutive Gleichung (5.7) in die CauGtgichung (5.3)
ein, so erhalt man die Navier-Stokes-Gleichung fur inkagspible Stromungen
Newton’scher Fluide:

p%‘z—p@—i—ﬂ [—p-1+p(0u+0u")] (5.9)

Sie bildet zusammen mit der Kontinuitatsgleichung (3.8)@rundlage der Fluid-
mechanik inkompressibler Stromungen. Aus ihr kdnnen didfedgend beschrie-
benen Anwendungen — Impulssatz und Bernoulligleichungretduereinfachun-
gen hergeleitet werden. Komplett ausgeschrieben fir dieGeschwindigkeits-
komponenten lautet sie.

ou  ou  ou ~ou  1op (0% 0% O
o4 ox ody 9z = pX ox2  0y2 072
ov, v ov.  ov  1dp (0% 0% 0%
ot ox ody 0z = py ox2  0y2 072
ow_ ow ow ow _ 10p_ . (0w dw o
o4 ox o9y 0z = pz X2 oy2 972

Hierbei wurde a) angenommen, dass die z-Richtung vertixalder Erdoberfla-
che wegzeigt und somit die Erdbeschleunigung in negatiRehtung wirkt, b)
die kinematische Viskositdt = p/p verwendet und c) der viskose Term unter
Zuhilfenahme der Kontinuitatsgleichung vereinfacht wird

5.4 Impulssatz

Der Impulssatz stellt eines der wesentlichen Werkzeugendadenen ingenieur-
malnige Problemstellungen geldst werden konnen. Er enth@Btbschatzung von
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Kréaften, die auf dei Stromung einwirken, ohne die Stromundietail zu kennen.

Der Impulssatz wird durch eine Integration der Navier-8®ksleichung tber ein
geschlossenes Kontrollvolumen hergeleitet. Da bei der éxdung dieses Prin-
zip nicht mehr zwischen den einzelnen Spannungskompamédteck, viskose

Spannungen, Normal- oder Scherspannungen) unterschieztelen kann, son-
dern nur die resultierenden Gesamtkréfte betrachtet wetdgen wir den Im-

pulssatz direkt aus der Cauchy Gleichung (5.3) her. Wirdohten dazu ein ge-
schlossenes Kontrollvolumen nach Abbildung 5.4. Das Kaivtslumen besteht
aus einer konvergenten Dise, die von links nach rechts sécht wird.

r—\
n | =

P =

—
Fsl -_—’///“ Fsz
I

Abbildung 5.4: Zur Integration der Cauchy-Gleichung thkarkontrollvolumen.

\ li=11

Wir integrieren nun Gleichung (5.3) Uber dieses Kontrdlwoeen (K.V.). Zu-
nachst wird die substantielle Ableitung auf der linken &eliér Gleichung in lo-
kale und konvektive Beschleunigung aufgespalten

Du ou
v Mav / 0. 0)adv
/K.v.th /K.V.pat * K.V.p< )

Danach wenden wir den Integralsatz von Gauss an, um das ®ointegral Gber
die konvektive Beschleunigung in ein Oberflachenintegnazuwandeln. In der
lokalen Beschleunigung ziehen wir die Zeitableitung aus tigegral.

DU 0

r_g ddv+ / 0(d- MdA

/K.v.th ot K.v.p K.O. pu(d- 1)
Kontrolloberflache

A ist dabei der nach aul3en zeigende Normalenvektor auf dobstuomte Flache.
Diese Vektorgleichung kann auch in Zeigerschreibweiselgesben werden

/K.V. PBt ~ E/K.V_ puidV -+ /K.O_ puiUjN;dA (5.10)

Die gesamte Anderung des Impulses im Kontrollvolumen sithtaus zwei An-
teilen zusammen



KAPITEL 5. KINETIK 58
e Anderung des Impulses im Inneren des Kﬁ% = %IK.V. pudV
e Impulsfluss tiber die durchstrémten Oberflachen des KIN= [ o puiujn;dA

Zur Veranschaulichung des Impulsflusses betrachten wil@ichstrémtes Ober-
flachenelement nach Abbildung 5.5 Die Geschwindigkeéiansportiert eine be-

Abbildung 5.5: Zum Fluss tber ein durchstréomtes Flachealgm

liebige GroRe durch dieses Flachenelement. Wieviel vosedi€©rol3e durch das
Flachenelement flie3t hangt dabei davon ab, wie grol3 dea@eter Geschwin-
digkeit und wie grof3 der Winkel zur Flachennormaifeist. Daher bilden wir das
Skalarprodukti- i zwischen Geschwindigkeitsvektor und Flachennormales, da
die Projektion des Geschwindigkeitsvektors auf die Flaclemale ergibt. Der
Massenfluss (Transport van) durch das Flachenelement ergibt sich z.B. durch

r'n:/Ap(U-ﬁ)dA

Der Transport von x-Impully = pu ergibt sich zu
My = / pu(d-n)dA= / pu(u-ng+v-ny+w-nz)dA
A A

FUr stationare Stromungen gilt

ou _ dMmp
/ngv_o, =0

Die Anwendung des Impulssatzewvird erst dann handlich, wenn man eine gleich-
férmige Stromung Uber den Querschiitannimmt. D.h. man nimmt an, dags
uber den betrachteten Querschnitt konstant ist mit demaBétf. Des weiteren
legen wir den Kontrollquerschnitt so, dass die Geschwikeltgi senkrecht zum
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betrachteten Querschnitt liegt. Unter diesen Annahmeeinvicht sich der Im-
pulsflussM senkrecht zum durchstromten Querschnitt zu

M = [ plvildA=p-Q-v
oder wenn der Betrag des Geschwindigkeitsvektors einfachimezeichnet wird:
M = pQv

Dabei steht unter den getroffenen Annahmen die Gpieimmer senkrecht auf
der durchstromten Flache und zeigt nach auf3en.

Da die daraus resultierende Gesamtkraft ein Vektor ist,dgimnach fur senk-
recht gleichformig durchstromte Flachen bei stationarerh#@tnissen folgende
vektorielle Kraftebilanz, wobdt fur alle anderen angreifenden Krafte steht:

pQu =3 F (5.11)
Die angreifenden Krafte lassen sich in zwei Anteile unteesden:

1. Volumenkrafte
Fec Eigengewicht
2. Oberflachenkréafte

e Druck auf durchstromte Flachen
A

e Oberflachenkrafte, die von der festen Berandung auf dasréloud-
lumen ausgetibt werdeRy. Dabei wird nicht naher spezifiziert, ob es
sich dabei um Druck- oder viskose Krafte handelt.

Damit gilt folgende Kraftebilanz:

Mi = Fg,i + Fp, + Foi

Die Anteile, die an den durchstromten Flachen angreifemgare zusammenge-
fasst und als StiitzkraFs bezeichnet.

Fsi = —M +Fp; (5.12)
Sie ist vom Betrag her
Fs=p-A+p-Q-v

und wirkt immer senkrecht auf die Flache, ins Kontrollvokmhinein. Die Kraft
Fr, die auf die Berandung wirkt ist demnach

Fri = —Fo,j = Fc,+Fs; (5.13)
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5.5 Bernoulli-Gleichung

Die Bernoulli-Gleichung stellt das zweite wesentliche Weug fur ingenieur-
mafige Aufgaben dar. Mit ihr lassen sich unter bestimmteatd&setzungen Ge-
schwindigkeiten und Driicke in Stromungen abschatzen. t8lk sine Energie-
gleichung dar, die die Bilanz Gber die potentielle, kingdtis und die Energie, die
im Druck steckt, erstellt. Die Annahmen, die fur die Anwenduwer Bernoulli-
Gleichung gelten sind:

e Reibungsfreiheit
e Rotationsfreiheit

e Stationare Verhaltnisse

Unter der Annahme der Reibungsfreiheit wird aus der NaStekes-Gleichung
die Euler-Gleichung

DV
p-ﬁz—Dp—pD(g-a (5.14)

Um die Bernoulli-Gleichung herzuleiten, betrachten wi &uler-Gleichung fur
die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Erdobédl&e-Komponente).

Da wir nur stationare Stromungen betrachten, %It: 0. Deshalb bleibt auf der
linken Seite von Gleichung (5.14) nur die konvektive Besahigung, die folgen-
dermaf3en umgeformt wird

Dw _ ow. ow  ow
Dt  ox 9y oz
. a_w_@ +uau 6W av w
N ox 0z 0z
ou o0v a
= (2(»y)+v(2wx)+ua—+va— W=

10uu 1o0vv 1oww

= —U(ZCO)/> +V(2(,0x> +§a— + EE‘F EE

= —u(20y) + v(2u) +%6_ (U2 + V2 + W)

=k2
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In drehungsfreien Stromungen verschwinden die Termegxdenthalten. Setzt
man nun diesen Ausdruck in die Eulergleichung 5.14 einpésgich fur diew-
Komponente in inkompressiblen Stromungen:

0 <1k2) _ 10p 09z

0z \ 2 pdz 0z
bzw. 5 /1

9 (ke Piyg.2) =

aZ<2k-l—p-l—g z) 0

Bernoull‘i:Funktion

Der Ausdruck%k2 + g + g-z wird Bernoulli-Funktion genannt. Unter den ge-
nannten Voraussetzungen Reibungs- und Drehungsfreskatipnére und inkom-
pressible Stromung ist die Bernoulli-Funktion nicht nurziRichtung konstant,
sondern a) entlang einer Stromlinie und b) auch quer zu deem8hien. Fir
Stromlinien schreibt sich dann die Gleichung

ds

0 /1, p B

%k2+g+g~z:const (5.16)

5.5.1 Anwendungen der Bernoulli-Gleichung

Die Anwendung der Bernoulli-Gleichung erlaubt es, zweieusthiedliche Stro-
mungszustande entlang einer Stromlinie zu vergleichemaw3akann man dann
wichtige Anderungen des Stromungszustandes abschatzen.

Integration entlang einer Stromlinie. Wenn man die Bernoulli-Gleichung ent-
lang einer Stromlinie integriert, erhalt man mjtals Geschwindigkeitskomponen-
te entlang der Stromlinie

‘VSE P1 . ‘Vs|% P2
o teat =ttt o
Zustand 2 Zustand 1 = Zustand 2

Zustand 1
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Man kann die Bernoulli-Gleichung in der Dimension einer e schreiben
g~v2+p-g-z+ p = const
oder auch in der Dimension 'Lange’, indem man dupgteilt.

2
> +z+ P _ const=H

29 P9

Damit fuhrt man dieEnergieh6heH ein, die sich aus drei Anteilen zusammen-
setzt.

Z... Ortshobhe

p_%__ Druckhohe }plezometrlsche Hohe

‘2’—; Geschwindigkeitshéhe
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Stromungen in Rohrleitungen

Man versteht unter dem Begriff Rohrstromung die Stromurgjmer Rohrleitung
unter Druck und ohne freien Wasserspiegel. Rohrleitunggert in vielen techni-
schen Anwendungen auf, z.B. in der Trinkwasserversorgomgfraftwerksbau,
bei Ol-Pipelines, in der chemischen Industrie usw. Im Fotiga betrachten wir
stationére Rohrstromungen inkompressibler und Newtbris€luide in Kreis-
rohren.

In einem Kreisrohr wird die Geometrie der Stromung durch Bemchmessed

und die Langd des Rohrabschnittes bestimmt. Wir nehmen dabei an, dass die
Lange der Rohrleitung wesentlich gréer ist, als ihr Durebser >> d (Ab-
bildung 6.1). Deshalb kann man ohne Einschrankung annehthasa sich das in
dem Rohr ausbildende Geschwindigkeitsprafil)! in x-Richtung nicht andert
ou/ox = 0.

fffffff ey )

X -

Abbildung 6.1: Stromung in einem Kreisrohr.

Aufgrund der Haftbedingung an der Rohrwand gilR) = 0. Da die Uber die
Querschnittsflache gemittelte Geschwindigkeitngleich Null ist, muss an der

Iwir sprechen hier vom zeitlich gemittelten Geschwindiggariofil.

63
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Wand ein Geschwindigkeitsgradient anliegen. Dadurchemtan der Wand eine
Schubspannung, die sogenannte Wandschubspannung bzaréitimgt,,. lhr
Betrag ist

ou
Har
Diese Schubspannung muss durch eine treibende Kraft Ubdemuverden, um
die Stromung aufrecht zu erhalten. Diese treibende KrafhkaB. durch einen
Druckgradienten aufgebracht werden (Abbildung 6.2).

: (6.1)

TW:

|

@<O

2
dx b

pl

Abbildung 6.2: Druck als treibende Kraft in einer Rohrstrérg.

Im Folgenden werden wir zunéchst die Schubspannungsiuergeim Rohr her-
leiten, bevor wir auf empirische Beziehungen zum Verhélmvischen Wandrei-
bung, Geschwindigkeit und Rohrgeometrie eingehen.

6.1 Schubspannungsverteilung

Um die Verteilung der Schubspannung in einer Rohrstromunigezechnen be-
trachten wir ein zylindrisches Kontrollvolumen. Wir stall das Kréftegleichge-
wicht in Richtung der Rohrachss-Richtung) auf. Dazu betrachten wir die Druck-
kraft, die Massenkraft und die Reibungskraft and der Mdlétdie des zylindri-
schen Kontrollvolumens.

Die resultierende Druckkraffp ergibt sich aus dem Druckunterschied zwischen
den beiden Stirnflachep; und p2 (Ap = p2 — p1), jeweils mit der Stirnflache
multipliziert.

Fos= @ (p1— p2) = —r’mAp (6.2)
Stirnflache

Die MassenkrafEg, sergibt sich aus dem Anteil der Massenkraft, des-Richtung
zeigt Fgsina. Der Sinus des Winkela ergibt sich per Defintionem aus sin=
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Abbildung 6.3: Zur Schubspannungsverteilung in einer Rsbmung.

Az/|, wobeiAz die Anderung der geodatischen Hohe (Ortshohe) der Roleachs
mit der Langd bezeichnet.

Az
Fes=— I’ pg -

I
Volumen

An der Mantelflache des Kontrollvolumens greift die Sch#mspngt an. Mit
der Flache multipliziert ergibt sie die Widerstandskgit

Fws = — 21l T
Mantelflache

Bildet man die Bilanz erhalt man:

Fest+FRns+Fps = O
A
_r?ml-pg- 2 —2ml T—r2mAp = O

2t = —r’m(Ap+ pghz)

r
U= 5 (Ap+ pgAz)

Nach dem Grenzubergahg— 0 erhalt man schliel3lich:

r/op 0z

Die Schubspannungr) ist eine lineare Funktion des Radiudn der Achse gilt
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T = 0. Und an der Wand gilt:

W 2 \0s s
- 2 (p-+ pg2)
2 0s

Gradient des piezometrischen Druckes
(6.4)

6.2 Energie- und Drucklinie

Da sich die Wandschubspannurigin FlieRBrichtung nicht &ndertd{y/ds= 0, sie-
he oben), bleibt auch der Gradient des piezometrischenkBsukonstant. Wenn
man den piezometrischen Druck dugmipteilt erhalt man die piezometrische H6-
he p/pg+ z Und damit ergibt sich das wichtige Ergebnis, dass siclargtter
Rohrachse in FlieRBrichtung ekonstantes Gefalle in der Druckhéheeinstellt.
Dieses ist gleich denGefalle der Energiehthe da die Geschwindigkeitshohe
v2/2g in FlieRrichtung konstant bleibt (siehe Abbildung 6.4).

14

P8
\§

<

Abbildung 6.4: Gefalle der Energie- und Druckhdhen in elRehrstromung.

Das Gefalle der Drucklinié; ist gleich dem Geféalle der Energieliniie.

_p_be_0(p
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Die Energiehthe an der Position (2) ist um den Betkagkleiner, als diejenige
an der Position (1).

2 2
Vi P Vs o P2
ot —ta=2+_—-+2+Aa
29 pg T 29 pg
Da gilt vy = v, lasst sich dasselbe auch fur die Druckhdhe (piezometrikicie)
feststellen. 01 02

Hoia="21z24A
pg AT pg TS

Dabei spielt es keine Rolle, ob die Ortshéhe unter oder éeslevauch Gber der
Drucklinie liegt. In diesem Fall, wird der auf den atmospsénen Druck bezo-
gene Druck negativ werden. In Abbildung 6.5 ist so eine Sibunastark Uber-

hoht dargestellt. Die Leistungsfahigkeit bzw. der VerlastEnergiehdhe ist da-
von unberidhrt. Er skaliert nur mit der LaAnge der Rohrleitupgmessen entlang
der Rohrachse.

Abbildung 6.5: Gefalle der Energie- und Druckhdhen in elRehrstromung.

6.3 Reibungswiderstand

Die Verlusthohe wird traditionsgemal auf die Geschwineitghdohe bezogen.
Nach Einfuhrung eines dimensionslosen Reibungsbeivertsd sie mit dem
Ansatz vonDarcy-Weisbachdargestellt.

DNe =\ (6.5)

&%

Ly
d
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Die Wandschubspannung wird mit dem Reibungsbeiwert falgenalRen erhal-
ten.
_Ap¥

Tw 12 (6.6)

Der Reibungsbeiwert ist eine Funktion zweier dimensicsei®arameter
A = f(Reks/d):

e der ReynoldszalRe

v-d  Tragheits-Krafte

Re= = —
v viskose Krafte

(6.7)

e der auf den Durchmesser bezogenen Wandraubeits/d. Sie wird auch
als relative Sandrauhiet bezeichnet.

Fur laminare Stromungen durch glatte Rohre kann man deruRgsbeiwert als
Funktion der Reynoldszahl durch eine analytische LosurgNdwier-Stokes-
Gleichung bestimmen.

64 .
A= Re (fur laminare Stromungen) (6.8)
Dabei kbnnen Rohrstromungen mit Reynoldszaer< 2300 als laminar ange-
sehen werden. Der Uberschlag von laminar zu turbulent gesicba. bei einer

Reynoldszahl voiRe~ 2300. Fiur Rohrstromungen gilt demnach

Re > Reyit — turbulent
Re < Reyjit — laminar

Bei hoheren Reynoldszahlen wird die Stromung turbulenhewvkeine geschlos-
sene analytische Losung der Navier-Stokes-Gleichung mmgglich ist. Man

ist dann auf experimentell ermittelte Werte angewieserrcBuahlreiche Ver-
suche (z.B. Nikuradse, 1926) wurden die Reibungsbeiwestevérschiedenen
ReynoldszahleiRe und Wrelativen Sandrauheiteg = ks/d ermittelt. Sie wer-

den im Diagramm nach Moody (1944) dargestellt (Abb. 6.6).
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Abbildung 6.6: Reibungsbeiwerte fir Rohrstromungen alsnkiion der

Reynoldszahl und relativen Wandrauheit (Moody-Diagramm)
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Man beachte die starke Zunahme des Reibungskoeffizientenlii@ergang von
laminarer zu turbulenter Stromung. Fir die bezogene Raisheu beachten, dass
man mit sogenannten “aquivalenten” Sandrauheiten arbeiigss. Diese “aqui-
valenten” Rauheiten wurden fur unterschiedliche Rohrmalien bestimmt und
mit den Referenzdaten von Nikuradse abgeglichen. In Tebell werden fur aus-
gewahlte Rohrmaterialien die aquivalenten Sandrauhaitgegeben. Fur weitere
Angaben wird auf die entsprechenden Handblcher verwiesen.

Tabelle 6.1: Aquivalente Sandrauheit fiir ausgewéhlte Rakerialien (Auswahl).

Werkstoff bzw. Rohrart Zustand Ks[mm]
Kupfer, Messing, gezogentechnisch glatt 0.00135 - 0.00152
oder gepresst, Glas
Kunststoff neu 0.0015-0.0070
Stahl, nahtlos gezogen typische Walzhaut 0.02 - 0.06
Stahl, geschweilf3t neu 0.05-0.1
leicht angerostet oder verkrustet 0.04-0.5
stark angerostet oder verkrustet 2-3
Gusseisen neu 0.1-0.5
alt oder verkrustet 1-5
stadt. Kanalisationen ca.1.2
Beton neu, Glattstrich 0.1-0.8
rau 1-5
alt, schlechter Zustand 2-28

6.3.1 Sonstige Verluste

In Rohrleitungen entstehen Verluste nicht nur durch die dkgibung, sondern
auch durch Umlenkungen, Verengungen, Erweiterungen, id-Auslauf, Ver-

einigungen, Verzweigung usw. Diese Einzelverlustgsind in der Regel propor-
tional zum Quadrat der mittleren Durchflussgeschwindigéa®i. zur Geschwin-
digkeitshdhe. Sie werden in der Rohrhydraulik durch dndis/erlustbeiwerte ge-
kennzeichnet und folgendermafien beriicksichtigt.

V2

Ae,=C- 2 (6.9)
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Treten in einem Rohleitungssystem mehrere solcher Eiadabte auf, so werden
sie in der Summe bertcksichtigt. Damit ergibt sich der Gégarlust an Energie-
héhe in einem Rohrleitungssystem zu:

2
De=De + Y De, = ()‘IaJFZZi) -\2'—9 (6.10)

Die Beiwerte sind immer von der jeweiligen konstruktivens@dtung abhangig.
So geht die Spannweite der Beiwerte fur Einlaufverlustedeos 0.05 fir abge-
rundete bis zde = 0.5 fur scharfkantige Ausfihrungen.

Beim Auslauf in einen groRen Behélter geht durch die Veralirthg die gesam-
te kinetische Energie der Rohrstromung verloren. Deststlhier ein(y = 1.0
anzusetzen (siehe Abb. 6.7).

2
EL v
:;.;\\izg
DL — <7 ~~._
-3 =
—— »Q —J
2

Abbildung 6.7: Auslaufverlust bei Einmindung in einen go(Behalter.

6.4 Energieplan

Fur einen Energieplan fur ein Rohrleitungssystem geltegefale Grundsatze:

e bei konstantem Durchmesseist die Geschwindigkeitshohe konstant. Dar-
aus folgt, dass die Drucklinie parallel zur Energieliniel&eft. Deren Ab-
stand ist?/2g.

e Einzelverluste werden mit einem Sprung in der Energieli@gicksichtigt.

e Bei einer Durchmesseranderung ergibt sich ein Sprung irEdergieho-
he (aufgrund des Verlustes), in der Geschwindigkeitshélég(und der
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Geschwindigkeitsanderung) und der Druckhéhe (als Koresezjdaraus).
Weiterhin &ndert sich das Gefélle der Energielinie.

e Die Neigung der Energielinie wird durch die Reibungsvegus Rohr be-
stimmt (mittlere Geschw., ReibungskoeffiziantDurchmesser).

¢ Dierichtige Anbindung der Druck- bzw. Energielinien isttzeachten. Beim
Einlauf aus grof3en Behéltern mit Freispiegel startet dex@ielinie auf der
Hohe des Freispiegels minus dem Einzelverlust. Beim AfigtagroRe Be-
halter wird das Niveau der Drucklinie durch den Freispidzgstimmt.

e Der maximale Unterdruck, der ohne Abreissen der Wassersguicht
werden kann, betragt erfahrungsgema itV S

Ein Beispiel fir einen Energieplan wird in Abbildung 6.8 gbgn.

z Ce_\i% c V5

%
I~/

/

ik

Abbildung 6.8: Energieplan eines Rohrleitungssystem®mithmesserwechsel,
Ein- und Auslaufverlusten.
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Stationare Gerinnestromungen

Unter einer Gerinnestromung versteht man eine Stromunggdreein dichte-
res Fluid (z.B. Wasser) von einem dariber liegenden leiehtEluid (z.B. Luft)
durch eine Phasentrennflache getrennt ist und durch Schafteikfluss in ei-
nem offenen Querschnitt flie3t. Der wichtigste Fall von @Geestromungen sind
Wasserstromungen mit freier Oberflache, die sich z.B. isg$di und Kanélen
ausbilden. Normalerweise kann die Dynamik der Luftstrogwund ihr Einfluss
auf die Wasserstromung vernachlassigt werden. An der Rtraseflache, der
freien Oberflache, wirkt als wesentliche RandbedingungAderospharendruck.
Er kann aufgrund seiner geringen Anderung mit der Ortshogistrals konstant
angenommen werden. Demnach ist der Wasserspiegel, in@@ramestromung
identisch mit der Drucklinie im Energieplan.

Unter einer stationaren Gerinnestromung versteht man@enemnestrémung, bei
der lokal keine zeitlichen Anderungen der FlieRtiefe sosés Durchflusses be-
obachtet werden. Stationare Gerinnestrémungen besigzeezeitliche Variation
d/ot =0.

Unter gleichférmigem Abfluss versteht man eine Gerinnestnig, bei der die

raumliche Variationverschwindetg/dx = 0. D.h. hier beobachten wir in Flief3-
richtung konstante Gerinnequerschnitte, Wassertiefe Dunathflisse bzw. Ge-
schwindigkeiten. Dieser Zustand stellt sich unter dem sageterNormalabfluss

ein.

73
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7.1 Begriffe in der Gerinnehydraulik

In der Gerinnehydraulik spielt der Begriff der Flie3tiefe{v. Wassertiefey ei-

ne wesentliche Rolle. Sie wird als
zwischen dem Wasserspiegel und d

die in der Vertikalen gese@e Entfernung
er Gerinnesohle bezeichne

b(y)

Abbildung 7.1: Quer- und

Langsschnitt durch ein Gerinne.

Die DurchflussflacheA ist mit der Flieldtiefey veranderlich. Samtliche Quer-
schnittskenngré3en zur Beschreibung des Stromungsfsidésdaher abhangig

von der Flief3tiefe. Dies sind neben

der QuerschnittsfldcheA(y) die Wasser-

spiegelbreitd = b(y) und der benetzte Umfarigj= U (y). Von groRer Bedeutung
ist derhydraulische Radius Rlas Verhaltnis zwischen Querschnittsflache und be-

netztem Umfang.

Fur breite Gerinne, d.h. fast alle naturliche Gerinne, lgilt> y und damit geht

R—y.

Die Reynoldszahl wird in offenen Gerinne mit dem vierfachgdraulischen Ra-

dius definiert
Re

v-4R

Das Sohlgefélle wird milks bezeichnet und errechnet sich mit dem Neigungswin-

kel € zuls = Az/Ax = sine. Der Vertik
gel betragh = ycose.

alabstand zwischen Sohle und Wasserspie-
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7.2 Gleichformige Bewegung: Normalabfluss

Im Allgemeinen kénnen bei einer Gerinnestromung die drdalBe Energieli-
niengefallelg, Spiegelliniengefélléy und Sohlengefallés unterschiedlich sein.
Wenn alle drei Gefalle gleich sind, dann spricht man vonogiigirmiger Gerin-
nestromung unter Normalabfluss. Dieser Zustand kann ner @ieichgewicht
zwischen der Oberflachenkraft aufgrund der Reibungsverkas der Sohle und
der Massenkraft aufgrund des Sohlgefélles auftreten ebi@gsammenhang wird
wie folgt dargestellt:

| Ax |

Abbildung 7.2: Stationar-Gleichférmige Stromung in ein€m@rinne.

Ein Vergleich der Energieh6hen links und rechts ergibt:

HL+Az = Hr+Aer
2 2

V V
A — = —+A
Z—H/|_-|-2g yR+Zg+ er

Da die Flieltiefe sowie die mittlere Geschwindigkeit nadiavissetzung unver-
anderlich sind, gilt
Az = Neg (7.1)

Und damit
le=Ilw=Ig (7.2)

Mit der Lauflangel ergibt sich das Gefélle der Energielinie lzgu= Aer/AX.
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7.3 Flief3formeln

Zur Bestimmung des Energiehdhenverlustes aufgrund dedi&doungAer wird

wie bei den Rohrstromungen vorgegangen. Das Energiegieféiiel g wird durch
empirisch ermittelte Beiwerte aus der mittleren FlieRpesodigkeitv, dem hy-
draulischen RadiuR und der Wandrauheit bestimmt. Dazu werden in der Pra-
xis zwei Ansétze verwendet: a) die Fliel3formel nach Dara@jisivach und b) die
Flie3formel nach Manning-Strickler.

a) Darcy-Weisbach. Der allgemeine Ansatz nach Darcy-Weisbach wird analog
zur Rohrhydraulik angegeben:

AX V2
Daraus ergibt sich die mittlere Geschwindigkeit zu
1/2
V= (%) RY/2| /2 (7.4)

Den Reibungsbeiweit erhalt man aus dem Moody-Diagramm. Dabei muss man
mit folgenden Definitionen arbeiten:

V-4R Ks
R=V"  ®

Die Rauheitslang&s entspricht der aquivalenten Sandrauheit. Ein paar typisch

Werte sind in Tabelle 7.1 aufgelistet. Dabei ist darauf zotex, dass sich der

Beiwert mit der Wassertiefe andert, da die Rauheit auf deinduwfischen Radius

bezogen wird, der ja von der Wassertiefe abhangt.

b) Manning-Strickler. Eine Alternative ist die Flie3formel nach Manning-Striexk
v = ksRE/31 Y2 (7.5)

Diese Formel wird traditionell im Bereich sehr rauer Geerangewendet und
hat sich in einer Vielzahl von Feldmessungen bewéhrt. FateyiGerinne wird
besser die Formel von Darcy-Weisbach verwendet. Der wiggemntUnterschied
zur Formel nach Darcy-Weisbach besteht im unterschieeitidbxponenten des
hydraulischen Radius und in der Tatsache, dass der StriBkigvert nicht von
der FlieRtiefe abhangt. Der Strickler-Beiwég; ist nicht dimensionslos, er hat
die Einheit[m!/3/s]. Deswegen ist es zwingend erforderlich, die Dimensionen
[m/g] fur die Geschwindigkeit unfim| fur den hydraulischen Radius zu verwen-
den. Ausgewahlte Werte flr den Strickler-Beiwert sind ibdl&e 7.2 aufgelistet.
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Gerinnetypen Ks[mm

Ebene FlieRgewéssersohlen

Sand, Kies dk 90
Grobkies, Schotter 60 - 200
Sohlenpflasterung 30-50

Vorlander, Béschungen

Ackerboden 20 - 250
Ackerboden mit Kulturen 250 - 800
Rasen 60

Gras und Stauden 130 - 400

Tabelle 7.1: Rauheitel von offenen Gerinnen fir die Benutzung in der Fliel3for-
mel nach Darcy-Weisbach. Kleine Auswahl.

Gerinnetypen ksm“/3/g
Erdkanale

mit festem Sand 50
Feinkies 45
Sand, Lehm oder Kies, stark bewachsen 20-25

Naturliche Wasserlaufe

FluBbetten mit fester Sohle, ohne Unregelmafiigkeiten 40
FluRbetten mit méaRigem Geschiebe 33-35
FluRbetten verkrautet 30-35
FluRbetten, stark geschiebefihrend 28

Tabelle 7.2: Strickler-Beiwertks;. Kleine Auswahl.
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7.4 FlielRzustand und Grenzverhaltnisse

In offenen Gerinnen gibt es zwei verschiedene Strémunggzds, “stromend”
und “schie3end”. Beim stromenden Abfluss ist die mittler@@tungsgeschwin-
digkeit kleiner als die Wellenausbreitungsgeschwindigkeim schieRenden Ab-
fluss ist sie groRer. Welche Konsequenzen das auf die geSgméenik der Stro-
mung hat und wie die beiden Zustande aus den Gleichungeerlbiteg werden
konnen, wird im Folgenden beschrieben.

Ausgangspunkt ist die Bernoulligleichung, Dabei ist zudbeen, dass in der Ge-
rinnehydraulik die Energieh6he immer relativ zur Gerirotds angegeben wird.
Weiterhin betrachten wir hier nur Rechteckgerinne mit desite B. Wir betrach-
ten den auf die Breite bezogenen Durchflgss Q/B (spezifischer Abfluss). Die
Energiehdhe ergibt sich zu (Bernoulli):
V2 NG

H=y+ 2 =y+ 29 (7.6)
Diese Gleichung stellt eine Beziehung dritter Ordnung ehesn Wassertiefe, Durch-
fluss und Energiehthe dar. Diese Gleichung ist nicht eingleutler Wassertiefe,
sodass hier eine eingehende Diskussion erfolgt. Wir uctieiden zwei Félle: a)
die Beziehung zwischen Energiehohe und Wassertiefe beit&otem Abfluss,
sowie b) die Beziehung zwischen Abfluss und Wassertiefe twestanter Ener-
giehohe.

7.4.1 Konstanter spezifischer Abfluss

Wir beginnen die Diskussion mit einer Betrachtung der nabgdn Losungen von
Gleichung (7.6) bei konstant gehaltenem spezifischem Adfludunéachst ist ein-
mal festzustellen, dass fir die Grenzfalle> co undy — 0 gilt:

firy—o qit H—y
firy—0 gilt H— oo

Es muss also eine Wassertiefe existieren, fur die die Eg@itie minimal wird.
Dieser Zusammenhang ist im Energiediagranim-(y-Diagramm) dargestellt.

Die minimale Energiehdhe ergibt sich an dem Punkt, an derllitungdH /dy

lUnabhangig davon, ob die Strémung laminar oder turbulént is
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Abbildung 7.3: H-y Diagramm fiir g=const..

verschwindet:

2 2
dH =1— 9 _ 0, woraus folgt L

dy gy3 0y

Die so genannte kritische Wassertigfe bei der die minimale Energiehdhe er-
reicht wird, ergibt sich damit zu

2\ 3
Yo = (%) (7.8)

bei diesem Zustand erhalt man die kritische Geschwindigkeaus Gleichung

=1 (7.7)

(7.7)und
_9 i
Ve = Ve (entsprlchtA>

2u 2 2 2

Ve Ye Ve

— = =1 bzw. =1 7.9

g9-y3 g-Ye (7.9)
Mit der Froude-ZahFr v

Fr= (7.10)
Vay

erhalt man also die kritische Geschwindigkeit bzw. die Gvenhaltnisse bei einer
Froude-ZahFr = 1.

=1 (7.11)
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Die Froude-Zahl beschreibt das Verhaltnis von Stromungdgeindigkeit zur
Ausbreitungsgeschwindigkeit kleiner Weller- , /gy. Kritische Verhaltnisse sind
erreicht, wenn die Stromungsgeschwindigkeit genau detewalisbreitungsge-
schwindigkeit entspricht. Ist sie kleiner, spricht man V8tromen”, ist sie grol3er,
spricht man von “Schief3en”. Im schie3enden Zustand konicerksine Wellen
und damit auch keine Information stromauf bewegen.

Fr < 1— Stromen
Fr > 1 — SchielRen

7.4.2 Konstante Energiehdhe

Um die Lésungen der Gleichung (7.6) fur eine konstant gehalEnergiehthid
zu diskutieren, formen wir sie um in

q2
y3—Hy2+2—g =0.

Daraus lasst sich ableiten

q=/2gvVHy?—y3.

Fur diese Gleichung existieren nur Lésungen, wenn der Aucgdunter der Wur-
zel Hy? — y® positiv ist. Das heifRt, dass gelten myss H. Zuséatzlich gilt fiir
y — 0 folgtq — 0. Das hierfur gultige— y-Diagramm sieht folgendermaf3en aus:

Es gibt wieder einen kritischen Zustand, flr den der Abfligskbnstanter Ener-
giehdhe maximal wird. Dieser Zustand wird mit den Grenzé&#risseny. und
V¢ identifiziert. Liegt die Wassertiefe dariiber, so sprichbman “Stromen”, liegt
sie darunter von “Schief3en”. Fgr< gmax ergeben sich zwei mogliche Fliel3zu-
stande. Ein bestimmter Durchfluss kann bei gegebener Emétge mit zwei un-
terschiedlichen Wassertiefen erfolgen. Man spricht deatxekorrespondierenden
Wassertiefen.

7.4.3 Grenzverhaltnisse

Im Folgenden werden einige Beziehungen fur die Grenzveisak abgeleitet.
Aus der Bedingung.: = ,/gYc, das heil3t bei einer Froude-Zahl vbn= 1 erhalt

man
Ve
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y
A H = const.

H

y |\ ! STR

i — D
/1 SCH

N |
1 | »
Q Q. Q

Abbildung 7.4: g-y Diagramm fir H=const..

Wenn man dies in die Bernoulligleichung (7.6) einsetzt kmn&an

2 2 2

V, V, V,
Hmin= — + =% =3-¢ 7.13
min g +29 2q’ ( )

d.h., im kritischen Zustand ist die Energieh6he dreimal@éschwindigkeitsho-
he.

2
\Y; 1
2_; _ gHmin (7.14)
Konsequenterweise betragt dann die Wassertig3ed2r Energiehdhe.
2
Ye = éHmin (7.15)

7.4.4 Beispiel: Abfluss Uber eine Sohlstufe

Wir betrachten den Fall einer Gerinnestréomung tber einésfdh. Die Energie-
hohe im Oberwasser sk, die Sohlstufe gleiclw. Der Abfluss kann unter zwei
unterschiedlichen Bedingungen erfolgen: 1) stromenddiudd im Oberwasser
und 2) schieRender Abfluss im Oberwasser.

Bei stromendem Abfluss im Oberwasser wird die Wassertiefé/eémauf der
Sohlstufe abnehmen. Durch die Erh6hung der Sohle nimmtmkedgiehdhe vom
Ober- zum Unterwasser um den Betrag der Sohlstufe ab.

Hy = Ho—w (7.16)
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z—
?\
H,=H,-w
H,
-3n 2
Ye=3H, __V/ Y
/ A
= w

Abbildung 7.5: Abfluss lber eine Sohlistufe.

Man bewegt sich dabei von Zustand (1) kin- y-Diagramm in Richtung abneh-
mender Energiehthe. Dabei nimmt die Wassertiefe ab. Diemade& Sohlstufe,
ergibt sich aus

Wmax = Ho — Hmin (7.17)

Bei hoheren Sohlstufen erfolgt ein Aufstau im Oberwassdiasge, bis die Ener-
gieh6he im Oberwasser gerade ausreicht, um auf der Sahtseuminimale Ener-
giehdheHnin zu erreichen.

Bei schieRendem Abluss im Oberwasser wird man sich von ddgg) imH —y-
Diagramm nach links zu kleineren Energiehthen bewegen\assertiefe nimmt
dabei zu. Die maximale Sohlstufe ist wieder durch Gleich(ihg7) gegeben.
Ubersteigt die Sohlstufe diesen Betrag, so wird ein Aufstéoigen. Dieser Auf-
stau geht einher mit einem Wechselsprung im Oberwassereitidm Ubergang
vom schiel3enden in den stromenden Zustand.

7.4.5 Stationar-Ungleichférmige Stromung

Im Kontext dieser Vorlesung soll nicht auf die Einzelheitlem stationar-ungleich-
férmigen Gerinnestromung eingegangen werden. Die folgemsusfihrungen
runden jedoch die Gerinnehydraulik ab und férdern das &adstis.

Aus der Diskussion der Froude-Zahl geht hervor, dass situgen im Stromen
nach Ober- und Unterstrom, im Schief3en nur nach Unterstusioraiten kdnnen.
An der Ubergangsstelle erhalten wir also eine Unstetigl@tman als Wechsel-
sprung bezeichnet. Der Ubergang vom SchieRen zum Strorfagteturch die
Verwirbelungen mit grof3em Energieverlust. Eine mathesghg Beschreibung
des Ph&nomens kann nur mit dem Impulssatz geschehen. SetdienStutzkraf-
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te links und rechts des Wechselsprungs an und vernachldssigeibung an der
Sohle, dann kann man die Gleichung

p‘Q‘VL+/pLdA{_:p‘Q‘VR+/deAR

nach der Flie3tiefe links, bzw. rechts auflésen. Man eriiékiinh Rechteckgerinne
mit durchgehender Sohle:

_WR( 118 Fr2— A (/148 Fr2-
y,__7< 1+8-Frg 1) bzw. yR_Z( 1+8-Fr? 1) (7.18)

Fur andere Querschnittsformen oder Sohlstufen muss derl$sgiz, wie bisher,
angesetzt werden.
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7.5 \Verwendete Zeichen

Benennung Zeichen| Einheit
Flache A 14
Gerinnebreite B m
Wellenausbreitungsgeschwindigkeit ¢ 2
Reibungsverluste Ne m
Froude-Zahl Fr —
Erdbeschleunigung g 2
Energiehdhe H m
Minimale Energiehdhe Hmin m
Energieliniengefalle le —
Wasserspiegelgefalle Iw —
Sohlengefalle Is —
Aquivalente Sandrauheit Ks m
Strickler-Beiwert Kst @
Durchfluss Q @
Durchfluss pro Breitenmeter q gw
Hydraulischer Radius R m
Reynoldszahl Re —
Benetzter Umfang U m
Geschwindigkeit Vv 2
Kritische FlieRgeschwindigkeit Ve 2
Schwellenhéhe w m
Fliel3tiefe y m
Grenztiefe Ye m
Geodatische Hohe z m
Hohendifferenz Az m
Reibungsbeiwert A —




Kapitel 8

Dimensionsanalyse/Ahnlichkeit

8.1 geometrische Ahnlichkeit

— Langen missen mal3stabsgerecht abgebildet werden

8.2 dynamische Ahnlichkeit

dimensionslose Form der Navier-Stockes Gleichung
Navier-Stockes Gleichung fur w-Komponente :

MWW WG IRy 62W+62W+62W (8.1)
ot Vox Yoy ™Waz T paz 9 2 "o 9z '
Druckgradient viskoseVSpannung
Refferenzgrof3en : u, |
_)_(. _X. _E. /_u. /_E. r P—Po
X=p Y=p Z=p U= V=5 p="1p
%+ GV\/ \/_ V\/% B _;a_p'_g_-|+L 62W+62W+62W
ot/ oy’ 0z  poZ w2 u-l\ox2 oay2 072

11 6ZV\/+02V\/+6ZV\/

o F Re\ ox2  ody?2 972
i o Tragheltskraf}

Froude-Zahl : Fr_\/? [Wkr_aﬁ

ul Tragheitskra
Reynolds-Zahl : Re= 1 [Zah%keltskrafﬂ

85
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Dynamische Ahnlichkeit nur dann, wenn Fr und Re in Modell dadur identisch
sind.

8.3 Buckingham-Pi-Theorem

Anzahl der dimensionslosen Parameterm m=u—r

Anzahl der Problembeschreibenden Parameter n

Rang der Dimensionsmatrix r

normalerweise Anzahl der Dimensionen (Einheiten) dieratéh
Beispiel : Rohrstrémung

Ap: f(u7D7|7p7“7kS) - f(Ap7u7D7|7p7u7kS):o

7 beschreibende Parameter : n

Ap | ks M 1
D,p, == [ =0
l‘IJ u? 7p,pU2,D7D7pUD Re
r pe
AloV2
Ne = — . —
& D 29
Al p Ks
Ap==-Z.V*; A=f(Re=
bzw. Ap=1-5V5 ( € D)
Beispiel : Einzelverluste
2
%
€& = ZZ_g
Beispiel : Widerstandskoeffizient von umstromten Kérpern
FW:C\N‘A'g‘UZ

Beispiel : Euscher
Dorginal= 2,0m;  halbgefillty = 1,0m
Up=1¢, Qo=uUo-A= 1,577
Rerginal = 5> = 711;;& =10°
Frorinal = -2 = 17
orginal = gy \/9,81§~1m
Modell : 1:4

~ 0,32
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Dmodell = 0,5M; Ymodell = 0,25m

Frmodell = 0,32 — Upjoden = 0,32-v/9,81-0,25~ 0, 50%1
Réviodel = 125000

= beide Kennzahlen kénnen nicht erfillt werden !
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