Maxwell-eloszlas (impulzus eloszlas)

Py
e
m%\\\\\\\ apy
N apz
L an 7
7]
P dpy
T
7 s
W fm—— =~ e
iy

Abra 1: Impulzus tér

Impulzus-vektor f)(px PysDz ):
f) = mOV .
A megallapitandé mennyiség: az impulzus valdszinliség- valtozo eloszlasa (dW), funkcio) ill. a
stirliségfliggvénye (w,)
d Wp =w de,
ahol
dQ =dp.,dp,dp,
az impulzustér elemi térfogat. di,, a valosziniisége annak, hogy egy molekula (részecske)

impulzusvektoranak vége beletalal a dQQ elemi kockaba.
Feltételek:
1) minden irany az impulzus térben egyenjogu (nincs preferalt irany) — izotrop
tulajdonsag;
2) impulzus vektor komponensei fliggetlennek egy mastol

Vegyiik a p, komponenst.
dw, =wp dpy
Az izotrop tulajdonsag miatt (p, és —p, egyenjoglak), wy, a pi fliggvénye:
2

pr = (p(px

¢és analog modon
2 2
Wp, = ‘P(py)’ Wp, = ‘P(py)’

ahol @ egyelore ismeretlen funkcio.
Annak kdszonhetden, hogy p; (i = x,y,z) komponensek paronként fliggetlenek,

2 2 2
Wpdl=wp dpy Wy dpy - wp,_dp: = olo?)olo2 oo o o -
vagy



2 2 2
Wp = (P(px ) (P(px ) (P(px )
Mivel a w), slirliségfliggvény nem fligghet az impulzus irdnyatol (izotropia tulajdonsag),
hanem csak a nagysagatol:
(2 2 2

Wp = \I/(Px TPy tP; ),

ahol y még egy meghatarozand6 funkcio
2 2 2 2
wlo? = olo? ) olo? ) olp?)
Logaritmaljuk a fenti képletet:
2 2 2
Iny = lncp(px )+ lntp(py)+ lncp(pz )
¢s majd derivaljuk, példaul, p, szerint:
()
v\p

wlp?)
Abszolut analog mdédon kaphatjuk, hogy
w'(pz): ‘P'(Pi)’ v(p?) <P'(p§)_
\I/(Pz) (P(Pi ) \I/(Pz (P(Pg)
Az el6z6 harom képletet egyesitve:

):
cp'(pi) ‘P'(Pi)_ <P'( 3)

2\ (2) {2}
(P(Px ) (P(Py ) (P(Pz )
Abbol, hogy a fenti képletben az elsd tort (hdnyados) csak a p, fliggvénye, a masodik és a

harmadik pedig csak a p, és p. funkcidja megtelelden, a hdnyadosak allandosagaikra
kovetkeztethetiink:

£2px :$2px =
v ¢

L g, p=all
¢

Ennek a linearis, elsdrendil differencidlis egyenletnek a megoldésa (pl. p )% fliggvényében):

2 2
cp(px )= C GXP(— Ppx )
ahol C az integralasi konstans.

Tehat, az impulzus eloszlas — Maxwell-eloszlas —

aw,, =Cexpl-o? b,
dey =C exp(— Bpi }lpy
dw, = Cexpl-pp? hp.

aw, =C> exp(— Bp? )JQ
Hatarozzuk meg a C ¢€s B konstanst.

Normalizécio:
o0 o0 1
jw dp, = jCexp(—sz)dp =l=C=
Px X X X 0
_ - 2
* * | exol- b2 i,
—o0

A C meghatarozasara tekintsiik meg a kovetkezd integralt:



o0

1p)= | expl-pp2 )dpx

— 0
Mivel hasonlo6 integralok gyakran akadnak a termodinamikai statisztikdban, tapasztalat
szerint, nem maga az integralt, hanem a négyzetét érdemes kiszamitani:

I*(p)= _Texp(— B )dx : _]:OGXP(— By’ )dy =
OJiTexp( (x +y ))dxdy

o0

Polaris koordinatarendszerben ( p2 =x%+ y , dS =pdpd9)

O.(fz.fexp( Bp )jdpde 2m- .([exp( Bp ))dp on %'IGXP(—sz)J(pz):
R T R
= 1()= 5
Tehat,
C= ! _[B
| e

Egy idealis egyatomos géaz belsdenergiaja

U= EMRT
2
vagy
U = N(e),
ahol M ¢és p a gaz tomege (kg) és molaris tomege (kg/mol), R gazallando (R =8,314 ! 1 ),
mo

T a gaz abszolut hdmérseklete; N a molekulak szama, <s> a molekulak kinetikai
energidjuknak atlag értéke.
Egy m( tomegii molekula kinetikai energidja €s atlaga
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[zotrop tulajdonsagbol kovetkezik, hogy

=g {p2). =5 (p3). ()= {r2).



<p§ > = ipi -C eXp(— Bp: )dpx = \E : _Zpi : eXp(— Bp: )dpx -

1(B) integralbol

\/% = _OEOGXP(— Br: )dpx d%
—%B_” = - Tp)% -eXp(— Bp: )dpx = Tp)% -eXp(— B3 )dpx =%B_3/2
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Most, figyelembe véve, hogy,

fgy

v=My,

0
1
023

ahol N4 az Avogadro szdm N 4 = 6,021 1
mo

2

2
U:N<8>:N.§<p_x>:§iL:M.NA.§._
2 my 2my2p p 2
¢és vegiil
_ Ng o1
" 2mgRT  2mgkT’

B

ahol k Boltzmann 4llando, k = Ni =1,381-10723 %
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Tehat,
2
1 Px
W, =———exp
Px N 2TmokT 2mykT
2
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