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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Eigenschaften der Zustandsraummethoden
* DGL n. Ordnung — System aus n DGLs jeweils 1. Ordnung.

» Beschreibung des Systems nicht nur durch das Ein-/Ausgangsverhalten sondern durch
(innere) Zustdnde mittels Zustandsvariablen ermoglicht tiefere Einsichten.

» Entwurfsverfahren vorwiegend im Zeitbereich.
» Mathematisches Modell der Regelstrecke erforderlich.
» Machtigkeit der linearen Algebra wird voll ausgenutzt.

e Nummerisch robuste Verfahren — MATLAB.

* Entstand in den 1960er Jahren mit bahnbrechenden Arbeiten von Kalman.

» Wesentlicher technologischer Treiber fiir die Luft- und Raumfahrt (Flug zum Mond).

* QGut erweiterbar auf MehrgroBBensysteme.
* QGut erweiterbar auf zeitvariante Systeme.
* QGut erweiterbar auf nichtlineare Systeme.

« Komplexe Systeme hoher Ordnung sind iibersichtlicher darstellbar.
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Matrix- und Vektorrechnung
Einen Vekor kann man verschieden interpretieren:

» Die Informatik-Sichtweise: Als 1-dimensionales Feld, z.B. zur Implementierung einer
Warteschlange oder eines Stacks.

* Die Ingenieur-Sichtweise: Als Punkt in einem n-dimensionalen Raum bzw. als Zeiger vom
Ursprung des Koordinatensystems zu diesem Punkt.

Bei Vektoren unterscheiden wir zwischen Zeilen und Spaltenvektoren.
« StandardmiBig liegt ein Vektor immer in Spaltenform vor:

aq
a9

Qn

» Um einen Zeilenvektor zu erhalten, muss ein Spaltenvektor transponiert werden:

" =(ar ay o an)
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Matrix- und Vektorrechnung

* Das innere Produkt oder Skalarprodukt zweier Vektoren liefert einen Skalar. Hierflr
missen beide Vektoren die selbe Dimension haben:

b1
T ba &
ab=(a a - ap )| . = aiby + azba + ... + anby = Y asb;
. =1
b,

* Das dupere Produkt oder dyadische Produkt zweier Vektoren liefert eine Matrix. Hierfiir
miussen beide Vektoren nicht die selbe Dimension haben:

aq albl Cllbg cee albn
o a9 agbl agbg cee agbn
ab’ = ( b1 bo b, ) =
A ambi  ambs -+ a,by
&\ utomatic Control University
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Matrix- und Vektorrechnung
Eine Matrix kann man auf vielerlei Arten interpretieren:

» Die Sicht des Informatikers: Eine Matrix ist ein 2-dimensionales Feld. Die Spalten stellen
z.B. x-Koordinaten und die Zeilen y-Koordinaten dar. Eine mxn-Matrix konnte die
Bildpunkte eines Bildes mit n Pixeln in der Waagrechten und m Pixeln in der Senkrechten

reprasentieren, z.B. n = 1024, m = 768.

aii 12 -+ Qlp

a21 Q22 -+ QA2p
A=

Aml AGm2 - Amn

» Jedes Element (Matrixeintrag) konnte bei einem Graubild den Schwarzanteil angeben:
0 (0% Schwarz = Weil}), 127 (50% Schwarz = Grau), 255 (100% Schwarz = Schwarz).

* Die logische Erweiterung eines solchen Matrixbegriffs ist ein Tensor 3. Stufe, der durch
ein 3-dimensionales Feld realisiert wird, das Voxel in einem Volumen beschreibt (statt

Pixel auf einer Fliache).
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Matrix- und Vektorrechnung

* Die Sicht des Ingenieurs: Eine Matrix 4 reprasentiert eine (lineare) Abbildung eines
Vektors x (Eingang) auf einen anderen Vektor y (Ausgang):

y=Azx

e Im allgemeinen Fall konnen die Vektoren unterschiedliche Dimensionen aufweisen, z.B.
dim(x) = n, dim(y) = m. Dann ist die Matrix rechteckig:

Y1 a1l ai1o A1n L1
Y2 a21 Q22 - G2 L2 -
— : : : : Yi = Z Aijj
; : : : i=1 /‘ '\
Ym Aml Am2 *** Omn L i. Ausgang j. Eingang
m x 1 mXxXn nx1

* Gilt n > m (mehr Spalten als Zeilen), dann bezeichnet man die Matrix als fett.
» @Gilt n <m (mehr Zeilen als Spalten), dann bezeichnet man die Matrix als schlank (skinny).

* Gilt n =m (gleich viele Spalten und Zeilen), dann ist die Matrix quadratisch.
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Matrix- und Vektorrechnung

Wir haben es in MRT II meist mit quadratischen Matrizen zu tun. In diesem Fall kann die
Abbildung A4 als Skalierungs- und Rotationsoperation verstanden werden, d.h. der Vektor
x wird durch Multiplikation mit 4 in einen Vektor y abgebildet, indem die Lange und der
Winkel von x verdndert werden. Jede (lineare) Transformation in ein anderes
Koordinaten-system kann durch eine Matrixmultiplikation durchgefiihrt werden.

Beispiel: Rotation des Koordinatensystems

Die x- und y-Achsen sollen jeweils um den Winkel @ im Gegenuhrzeigersinn gedreht werden.

Folgende Transformations-Matrix tut dies:
T ( cosyp —siny )
siny  cosy

Mit ihr konnen wir die alten Koordinaten x und y

in die neuen Koordinaten x "und y " transformieren:

'\ p T\ _ [ cosp —siny T\
y )] T\ wy /] \ sinp cosp Y

1. Zustandsraumregelung
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Matrix- und Vektorrechnung

Eine Matrix-Vektor-Multiplikation kann auch spaltenweise interpretiert werden:

. Je eine Spalte g; der Matrix 4 ist einem Eingang x; zugeordnet:
(51 a1l @12 a3 G4 I
Y2 . a1 @22 23 0424 x2
Y3 @31 @32 a33 (34 L3
Ya 41 @42 Q43 Q44 L4
. Daher kann man die Matrix-Vektor-Multiplikation auch als gewichtete Summe der

Spaltenvektoren g; der Matrix 4 mit den Eingéngen x; als Gewichten verstehen:

(73]
Y2
Y3
Ya

= 210 + Toly + T3a3 + T4y mit A=(a; ay a3 a4 )
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Matrix- und Vektorrechnung

Eine Matrix-Vektor-Multiplikation kann auch zeilenweise interpretiert werden:

« Je eine Zeile g,” der Matrix 4 ist einem Ausgang y, zugeordnet:

Y1 a1l ai2 i3 Qa4 T
Y2 . a1 G2 Q23 0424 x2
Y3 B 31 a32 33 34 Zs3
Y4 41 Q42 Q43 Q44 X4

* Daher kann man die Matrix-Vektor-Multiplikation auch als Satz von Skalarprodukten aus
den Zeilenvektoren g,” der Matrix 4 mit den Eingangsvektoren x verstehen:

T T

Y1 Q%F x Qr}
2 as xr . a

4 = 2 mit A = 2

Ys Q% Zz Q%

Ya ay T ay

A\ tomatic Controly © maoreity
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Das Ein-/Ausgangsverhalten eines linearen dynamischen Systems n. Ordnung mit

Eingang u(¢) und Ausgang y(f) lisst sich durch folgende Ubertragungsfunktion beschreiben:

Y(s)  bps™+ byy_18™ 1 4+ ... 4 bis + by

G(s) = —
(5) Ul(s) S" 4+ anp_18" L+ +ar1s+ag

Ohne Einschriankung wurde hier a, = 1 gesetzt. Wir unterscheiden 2 Fille:
* m <n: Normalfall. Das System ist nicht sprungsfahig.

 m = n: Kommt nur ausnahmsweise vor. Das System ist sprungféahig.

Im Zustandsraum lasst sich ein solches System wie folgt beschreiben:

2(t) = Azx(t) + bu(t) (Zustandsdifferentialgleichungen)
y(t) = ' z(t) + du(t) (Ausgangsgleichung)
A: n X n Systemmatrix c’: 1 x n Ausgangsvektor
b: n x 1 Eingangsvektor d: Durchgriff (= 0 fiir m < n, also normalerweise)
1. Zustandsraumregelung Scite 14 |rof- Dr-Ing. — Umﬁ]mty
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

_____

fahige Systeme

A 5

ult ' t
= : p-dimensionale
— A Vektoren
——: Skalare
x1(t) ajl a2 -+ Qin x1(1) b1
To(t) asy Qo3 -+ Qo x2(t) b2
= . . — . u(t)
Ly, (t) anl an?2 *r Apn Ln (t) bn
1 (t)
wo(t)
y(t) = (c1 ca -+ cn) : + du(t)
Zp (1)
1. Zustandsraumregelung Seite 15 [rof- Dr-Ing, = m
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Wie hangen die Matrizen und Vektoren der Zustandsgleichungen mit den Koeffizienten
der DGL bzw. der Ubertragungsfunktion zusammen?

Betrachten wir zur Vereinfachung zunachst den Spezialfall, bei dem der Zahler der
Ubertragungsfunktion gleich 1 ist:

_Y(s) 1 1 1
TU() s tanas o tasta Al L@ = aUe)

—  S"Y(8)+ ap_18" Y (8) + ...+ a15Y(s) +apY (s) = U(s)

Da ein System n. Ordnung vorliegt, miissen wir n Zustinde definieren. Diese Wahl ist nicht
eindeutig. Jeder Zustand muss aber einem Energiespeicher bzw. Integrator des Systems
zugeordnet werden.

§"Y (8) +an_15" Y (s)+...+ a1 sY(s) +apY(s) = U(s)

N—— N—— N—— N~
sX . (s) Xn(s) Xa(s) X1(s)
T — _J
~
Ableitung von X (s) n Zustande
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Schema im Frequenzbereich

U(s)  sXp(s)| 1 | Xn(s)| 1 [Xnz1(s) X3(s) | 1 [Xa(s)| 1 [Xa(s)=Y(s)
— — ——> . —> — ——» — |——>
S S S S
—0n-1
—Up 2
_al <
—CZO <

A\ tomatic Controly © maoreity
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Schema im Zeitbereich

ut)  @n(t) / (1) / Tna() o 3s(t) / 2 (1) / z1(t) = y(2)

—Ap—1

|
2

i
o
7'}

_al <

A

A\ tomatic Controly © maoreity
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Aus dem Schema kann man leicht die Zustandsgleichungen aufstellen:

£i31 (t) =T (t)
11.72(?5) : I3 (t)

i’n_1(t) = .CIJn(t)
Tn(t) = —ap_12n(t) — an_oxpn_1 — (t) — ... — a1x2(t) — apx1(t) + u(t)

y(t) = z1(t)

In Matrix/Vektor-Schreibweise:
( T2(t) \ ( 0 0 1 0 \ ( x2(t) \ ( 0 \
— . : S : : + | u®)

P 0 0 0 - 1 — 0
K T (1) ) \—ao —ay —ag - —an_l/ \ Ty (1) ) \1/

y(t)=(10 --- 0)z(t)
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Erweitern wir dieses Ergebnis auf Systeme mit beliebigem Zahlerpolynom, aber zunichst nur
fiir nicht sprungfahige Systeme (m < n):
bn8™ 4+ bm_18™ L bis+ by byS™ F b8 .+ bis + by

G(s) = =
(5) "+ Gp_18"t + .. Fa1s + ao A(s)

b, s™ brn—1 gm—1 b1 bo

— Y(S):(A(s) + A(s) +...+A(S)+A(S))U(s)

1
Beim vorherigen Beispiel mit Zihler = 1 war X1(s) = Y (s) und Y (s) = A(s) U(s).
Behalten wir die Definition der Zustande bei so gilt weiterhin:

ACHTUNG: Y(s) ist nun natiirlich wegen des vollstindigen Zahlerpolynoms anders definiert.
Wir iibernehmen aus dem einfachen Fall aber die Definition der Zustinde. Damit ergibt sich:

Y (8) = by s™X1(8) 4 by18™ X1 (8) 4 ...+ b1sX1(8) + boX1(s)

= mem—l—l(S) -+ bm_le(S) + ...+ leQ(S) + bp X1 (S)
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

X ., existiert natiirlich nur, wenn m < n. Fiir den Fall m = n muss es durch SXn ersetzt werden.
Fiir nicht sprungfahige Systeme (also m < n) ergeben sich die Zustandsgleichungen:

1 (t) o 1 0 - 0 21 () 0
( 2o (1) \ 0o 0 1 - 0 \( 22 (1) \ /0\
: = f f LT, : f + | u@)
Tn_1(t) 0 0 o - 1 Tn_1(t) 0
\ Tn (1) ) \ —ag —a1 —Q9 -+ —Qp_1 ) \ xp (1) / \ 1 /
y(t) = (bo b1 -+ bp_2 by_1)z(t)

Diese spezielle Form der Zustandsgleichungen nennt man Regelungsnormalform. Sie hat
u.a. folgenden schone Eigenschaften:

«  Die Zihlerkoeffizienten der Ubertragungsfunktion tauchen direkt in ¢ auf.
Die Nennerkoeffizienten der Ubertragungsfunktion tauchen direkt in 4 auf.

* Die Systemmatrix 4 hat eine ganz spezielle Struktur; von den n X n Elementen sind nur
die n Elemente der letzten Zeile vom System abhingig.

* Der Eingangsvektor b ist ganz unabhingig von den Systemeigenschaften.
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Schema der Regelungsnormalform fiir nicht sprungfahige Systeme im Zeitbereich

> bn—]
Zahler
u(t) T (t) / T (t) z2(t) /wl(t) y(t)
——> —> —e—> by
— Q1|
Nenner
_ao <

Aus jeder Ubertragungsfunktion lassen sich also direkt die Zustandsgleichungen in
Regelungsnormalform aufstellen. Dazwischen existiert eine 1:1-Beziehung.
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Fiir sprungfahige System ist m = n und die Gleichung

Y($) = by Xma1(8) + b1 X (8) + ... + b1 Xo(s) + bo X1(s)
geht tiber 1n:

Y(s) =b,8X,(8) + b1 Xn(s) + ...+ b1 Xo(s) + bp X1(s)

Eliminiert man den ersten Term mittels (siehe Schema im Frequenzbereich)

sXn(8) = —an_1Xp(s) — ... —a1X2(s) — apX1(s) + U(s)
ergeben sich die Zustandsgleichungen in Regelungsnormalform fiir sprungfahige Systeme:
z1(t) 0 1 o - 0 x1(t) 0 \

: = : : Y : : +[ | u)
Fn_1(t) 0
\ i) )\ —a —ar —ar o —ang )\t ) \ 1)

10~ T ) - T s a0 )
AN /! /
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Direktes Aufstellen der Zustandsgleichungen (ohne Umweg iiber Ubertragungsfunktion)

Lageregelstrecke eines elektrischen Antriebs

Dynamik des Dynamik des

elektrischen Teils mechanischen Teils

K, T, K, T, 1

s () V M (#) V w(t) V o(t)
—> > > —————>

Eingangsgrofe: u(t) = us(t) Stromrichtereingangsspannung
Ausgangsgrole: y(t) = o(t) Drehwinkel
ZustandsgroBen: x1(t) = ¢(t) Drehwinkel )

r2(t) = w(t) Drehzahl / Winkelgeschwindigkeit & Rethenfolge

ist willkiirlich
x3(t) = Mys(t) Motormoment )
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

| < |
<1 T ¢

Widerstand Reibung I
| B>—— D*_ — [ M 9.55 e— = MScope
o1 E:— = o =+ w Upra
Induktivitat Trigheitsraoraent
Iotorkonstante

4@%

Quelle: http://www.rn-wissen.de/index.php/Regelungstechnik
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Mit dieser Wahl der Zustdnde ergeben sich folgende Zustandsgleichungen (Mit einer anderen
Wahl der Zustinde ergidben sich andere Zustandsgleichungen, die aber dasselbe Ein-/Aus-

gangsverhalten zeigen wiirden!):

T1(t) = xa(t) (Integrator)

1 K
xo(t) + Thta(t) = Kppes(t) —  o(t) = ———x2(t) + —ng(t) (mechanisches PT))
T'ar Ty
: : 1 Kg :
x3(t) + Tris(t) = Kpu(t) — 23(t) = —=—x3(t) + —u(t) (elektrisches PT))
1g 1's
y(t) = x1(2)

In Matrix/Vektor-Schreibweise:

T (t) 0 1 0 1 (t) 0
- 1 K,
ﬂfz(t) — 0 — Tor Tf{ xo(t) + Ig u(t)
y(t)=(1 0 0)x(t)
1. Zustandsraumregelung T — m
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Wie konnen wir die Zustandsgleichungen nun z.B. in die Regelungsnormalform tiberfiihren?
Es gibt 2 alternative Wege:

1. Aufstellen der Ubertragungsfunktion. — Erstellen der Zustandsgleichungen.

2. Direkte Transformation im Zustandsraum (das lernen wir in Kapitel 1.3).

Durchfiihren des 1. Wegs: by bo
Gy K Eu ] ©32+©s+ el
S)] = —_ =
1+Tgsl+Tyss 33@2+3+@
as al ao

Aus den Zdhler- und Nennerkoeffizienten ergeben sich direkt die Zustandsgleichungen in

Regelungsnormalform:

zo(t) | =1 O 0 1 za(t) |+ O | u(?)
3(t) 0~ —Fort w3 (t) 1
KpKy
i) = (o 0. 0) 2(0
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Definition: Zustand eines dynamischen Systems

Ein Vektor x wird Zustandsvektor (und seine Elemente Zustdnde) eines Systems genannt,
wenn sich allein mittels seines Anfangswertes x(0) und des Verlaufs der Eingangsgrofe

u(t), 0 =t <t, die Ausgangsgrof3e y(z,) bestimmen lésst, und dies fir eine beliebige Zeit ¢,.

Dies bedeutet u.a.:

* Im Zustandsvektor muss alle innere Information tiber das System stecken. Ansonsten
wire die Berechnung der Ausgangsgrof3e nicht eindeutig moglich.

Wenn wir jedem Energiespeicher bzw. jedem Integrator einen Zustand zuordnen, haben

wir diese Forderung erfiillt.

* Der Zustandsvektor kann mehr Elemente enthalten als notig. Wenn der Zustandsvektor
nur die mindestens notwendige Anzahl von Zustdnden enthilt, dann spricht man von
einer minimalen Realisierung (minimal realization).

* Es gibt unendlich viele Wahlmoglichkeiten fiir den Zustandsvektor (Realisierungen), die

auf dasselbe Ein-/Ausgangsverhalten fiihren. Realisierungen, die bestimmte niitzliche
Eigenschaften aufweisen, nennt man kanonische Formen oder Normalformen.

- utomatic Control v
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Weitere Beispiele fir die Wahl der Zustande
Laufkatze

Thets
O |
M Motor Lager Last
D Greifer
1. Ordnung (wenn Ausgang = Drehzahl)
! Mg g Zustinde: Ankerstrom 7a
2. Ordnung Winkelgeschwindigkeit w
Zustinde: Position Katze sk 3. Ordnung (wenn Ausgang = Drehwinkel)
Geschwindigkeit Katze sk Zustinde: Ankerstrom i
Position Greifer s Winkelgeschwindigkeit ¢
Geschwindigkeit Greifer s Drehwinkel ©

A\ tomatic Controly © maoreity
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Warum spricht man vom Zustandsraum?

Wir konnen uns den Zustandsvektor als Punkt in einem n-dimensionalen Raum vorstellen.
Die Zustandsdifferentialgleichung

i(t) = Az(t) + bu(t)

beschreibt dann, wie sich dieser Punkt im Zustandsraum bewegt. Wenn die Eingangsgrofie
u(t) = 0 1st, dann entwickelt sich der Punkt entsprechend der Eigenbewegung des Systems:

i(t) = Ax(t)

Wenn es sich um ein stabiles System handelt, dann wird der Punkt x(¢)

gegen den Ursprung des Zustandsraums streben, d.h. x(r — ) — 0.  Zustandsvektor eines
schwingungsfahigen PT,

Die Funktion f(x) = A x bildet einen Vektor auf einen Vektor e

ab. Man nennt eine solche Funktion ein Vektorfeld. Der 1 \[B(O)'
Punkt bewegt sich in diesem Vektorfeld entlang der 05 ,
Feldlinien, wie ein Teilchen in einem Stromungsfeld entlang T2 o (\;'}\

der Stromungslinien. Fiir 2- und 3-dimensionale Vektor- \)

felder ist eine graphische Veranschaulichung in der Ebene >

bzw. im Raum moglich. 2 -1' 0 i 2

1
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum

Erweiterung auf Mehrgrofiensysteme

Wir wollen uns hier bewusst auf Systeme mit einem Ein- und Ausgang beschrianken, da die
Behandlung von MehrgroBensystemen viele zusitzliche Uberlegungen erfordert, die das
unmittelbare Verstandnis erschweren. Es soll aber kurz gezeigt werden, wie leicht sich die
Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum formal auf den Mehrgrof3enfall
erweitern lasst:

[ Eingang, I Ausgang: n, Eingange, n, Ausgdange:
(t) = Az(t) + bu(t) z(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = ¢ z(t) + du(t) y(t) = Cz(t) + Du(t)
A: nXn, b:nxl A:nXn, B:nXn,
cl: 1xn, d:1x1 Cn,xn, D:n, Xn,

Die meisten Gleichungen lassen sich leicht formal vom Ein- auf den Mehrgrofenfall
erweitern. Im MehrgroBenfall treten aber viel zusitzliche Schwierigkeiten auf, die eine
gesonderte und ausfiihrlichere Behandlung erforderlich machen.
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1.1 Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum
MATLAB

Erzeugen eines dynamische Systems im Zustandsraum:

System = ss(A,b,c,d); % Erzeugt Zustandsgleichungen
[A,b,c,d] = ssdata(System); $ Gibt Matrizen und Vektoren

% zuriick

Umwandeln von Ubertragungsfunktionen in den Zustandsraum und umgekehrt:

[A,b,c,d] = tf2ss(Zaehler,Nenner)

o°

Wandelt Ubertragungsfunktion

o°

Zaehler- und Nennerpolynom in
Zustandsraumform um.

o°

o°

[Zaehler ,Nenner] = ss2tf(A,b,c,d); Umwandlung anders herum.

Berechnung einer minimalen Realisierung:

o°

System min = minreal (System) Berechnet eine minimale
% Realisierung von

"System"
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Wir wollen nun berechnen, wie sich der Zustandsvektor iiber die Zeit entwickelt; und zwar in
Abhéangigkeit eines Anfangswertes x(0) und des zeitlichen Verlaufs des Eingangs u(7). Wenn
der Zustandsvektor x(¢) erst einmal berechnet worden ist, dann konnen wir mit der
Ausgangsgleichung den Ausgang y(¢) ganz leicht bestimmen.

Starten wir also mit den Zustandsdifferentialgleichungen:
i(t) = Az(t) +bu(t) mit z(0) =z

Analog zum eindimensionalen Fall (sieche MRT I) machen wir einen e-Funktionen-Ansatz:
z(t) = e k(1)

Hierbei ist &(¢) ein n-dimensionaler Vektor und die sog. Matrixexponentialfunktion ist wie

folgt definiert: Einheitsmatrix
00 pigi ¥ 2 3
A'tt A A
At AT A" 5 4 3
c —E A I+At+—2't—|—3't+
1=0

Ganz analog zur Reihenentwicklung der skalaren e-Funktion:
at a't’ > @ g
e :Z —1+at—|——t—|— —t3 4.

1 91 l
P 2! 3!
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Die Ableitung der Matrixexponentialfunktion berechnet sich wie folgt:
3 4

d At d AQ 2 AS 3 2 A 2 = 43
I+ At —t —1 = A+ At + =t —t
dt =7 { + + o1 + 31 + . + + — o1 + 3] + .

A* A’ A? A°
=A(L+At+ =+ =t +.. [+ At+ 52+ 50+ ) A
2! 3! 2! 3!
Da sich 4 sowohl links- als auch rechtsseitig ausklammern lésst, ergibt sich:

d
eAt Aeét:eété

dt

Einsetzen von z(t) = e2'k(t) (Variation der Konstanten) in die

Zustandsdifferentialgleichungen liefert:
AedE(t) + e2'k(t) = Ae?'k(t) + bu(t) — e2'k(t) = bu(t)
Eine Inversion der Matrixexponentialfunktion ergibt: (e é’f) ~! _ ¢~At. Daraus folgt:

k(t) = e A u(t)
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Integration liefert:

t
Bewegungsgleichung: Z(t) = ed'z, +/ e 2= u(r)dr
0

Oft wird folgende Abkiirzung eingefiihrt:
B(t) = oA

Diese Funktion wird Ubergangsmatrix oder Transitionsmatrix oder Fundamentalmatrix
genannt. Mit ihr wird die Bewegungsgleichung:

xz(t) = (t)zy + / Pt — T)bu(r)dr

S N

entspricht der Gewichtsfunktion g(¢) im skalaren Fall
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Die Losung der Zustandsdifferentialgleichungen setzt sich aus 2 Teilen zusammen:

¢
z(t) = efly, +/ eA=Tpy(r)dr
0

\ J \ . J
Y Y

Lrei (t> Lorzw (t)

Die homogene Losung x;.(¢) beschreibt die Eigenbewegung des Systems ausgehend von
einem Anfangswert x,, ohne Eingangssignal, d.h. mit u(¢) = 0. Die partikuldre Losung x_.,..(?)

beschreibt die Reaktion des Systems auf einen bestimmten Verlauf der Eingangsgrofie
u(t), 0 = T < ¢. Fiir stabile Systeme klingt der homogene Losungsanteil exponentiell ab und
spielt daher nach einer gewissen Zeit fiir das Ein-/Ausgangsverhalten keine Rolle mehr.

Der Ausgang des Systems berechnet sich direkt aus dem Zustandsvektor (und fiir sprung-
fihige Systeme auch aus dem Eingang) %(t) = c' z(t) + du(t). Dies fiihrt zu:

t
Ausgangsbewegungsgleichung: y(?) :gTeétgo—l—/ cTeA=Tpy(r)dr + du(t)
0
—— = —~ _
Yrei(t) Yerzw (1)
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Losung der Zustandsdifferentialgleichungen im Frequenzbereich:

sX(s) —zg=AX(s) +bU(s) o
Einheitsmatrix

Y(s)=c ' X(s)+dU(s) v

Auflésen der Zustandsdifferentialgleichungen nach X(s) liefert: sX(s) = sl X(s)

(sL—A)X(s) =bU(s) +zo — |X(s) = (sL—A)" (bU(s) + o)

Die Matrix s/ hat immer vollen Rang; deswegen ist s/ — 4, aul3er fiir einzelne Werte s = s,,
invertierbar. Der Ausgang ergibt sich dann zu:

Y(s)=c' (sL—A)"(bU(s) +z0) +dU(s)

Auch im Frequenzbereich zeigen sich die beiden Losungsanteile abhingig vom Anfangswert
und vom Eingang Y;_. und Y___ . Die Ubertragungsfunktion lautet demnach:

erzw-

Gls) =y = c'(sL—A)"'b+d
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

N | .. | Y () |
Beispiel: Gegeben sei folgende Ubertragungsfunktion: G(s) = U (s) = 219543

Das entspricht in Regelungsnormalform den Zustandsgleichung mit

(5 5) (1) (D) e

Daraus berechnet sich die Ubertragungsfunktion zu:

G(s) = cT(sL— A) b+ d = (4 0)[(3 2)—(_03 . )T(?)m

= 0)(§ s—+12>_1((1)>_(4 0)s<s+2§+3-1<8—+32 i)<(1)

Qi;2+3 2+% +3 0 ﬁ 4
— 4 O S _S 8 S — 4 O S S —
( )( 52+2?;+3 32+§s+3 ) ( 1 ) ( )< m ) s2+2s+3

&\ utomatic Control
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Stabilitat der Zustandsgleichungen
Vortiberlegungen:

» Die Ausgangsgleichung bildet lediglich den Zustandsvektor auf den Ausgang ab. Sie ist
daher fiir Stabilitatsbetrachtungen irrelevant.

* In den Zustandsdifferentialgleichungen kann fiir die Stabilitdtsuntersuchung u(¢) =0
gesetzt werden, denn der Verlauf des Eingangssignals hat nichts mit der Stabilitét zu tun.

Wir untersuchen also nur die homogenen Zustandsdifferentialgleichungen:
i(t) = Az(?)
Die Stabilitat des Systems hingt also offensichtlich nur von der Systemmatrix 4 ab!

Im Folgenden werden wir sehen, dass die Stabilitit von den Eigenwerten von 4 abhéngt.
Genauer formuliert:

Ein dynamisches System sei durch Zustandsgleichungen beschrieben. Dieses System ist

genau dann stabil, wenn alle Eigenwerte der Systemmatrix 4 einen negativen Realteil
haben.
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Wie hingen anschaulich Eigenwerte und Eigenvektoren mit der Stabilitit zusammen?

Erinnern wir uns an die geometrische Bedeutung von Eigenwerten und Eigenvektoren. Sie
sind durch folgenden Zusammenhang bestimmt:

Av=2»Av

Ein Eigenvektor der Matrix 4 wird durch die Matrix 4 auf ein Vielfaches seiner selbst
abgebildet. Dieses Vielfache (kann auch < 1 sein) nennt man Eigenwert.

Generell bildet eine Matrix einen Vektor auf einen Vektor ab. Bei einer quadratischen Matrix
sind Eingangsvektor und Ausgangsvektor von der selben Dimension:

w
v w wy
Eine solche Abbildung kann man sich als eine Drehung (im n-dimensionalen Raum) und eine

Skalierung des Vektors vorstellen. Findet keine Drehung statt, die Richtung des Eingangs-
vektors v bleibt also erhalten, dann ist v ein Eigenvektor. Der Skalierungsfaktor A

ist dann der zugehorige Eigenwert. V@ = Av

v w=Av
— A —— | >

v
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Eine n X n Matrix hat n Eigenvektoren und n zugehorige Eigenwerte (die nicht alle unter-
schiedlich sein miissen). Unter bestimmten Bedingungen, z.B. wenn die Matrix 4 lauter
verschiedene reelle Eigenwerte hat, sind die Eigenvektoren linear unabhiangig. Dann spannen
die Eigenvektoren den gesamten n-dimensionalen Zustandsraum auf. D.h. jeder
Zustandsvektor kann als Linearkombination der Eigenvektoren geschrieben werden:

T =oU; + Qs + ... + U,

Kehren wir zuriick zur Stabilitatsuntersuchung:
i(t) = Az(t)

Naherungsweise konnen wir auch schreiben:
Az(t) = Az(t)At

Der Zustandsvektor x dndert sich also pro Zeiteinheit entsprechend dem, was auf der rechten
Seite der Gleichung steht. Das System ist genau dann stabil, wenn der Zustandsvektor in
jedem Schritt kleiner wird, d.h. dessen Anderung negativ ist. Da sich jedes x aus den
Eigenvektoren von 4 zusammensetzen lasst, konnen wir Stabilitidt garantieren, wenn alle
zugehorigen Eigenwerte negativ sind. Alle Eigenvektoren schrumpfen und deshalb auch jedes
x, das sich aus diesen Eigenvektoren zusammensetzt.
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren

Ausgehend von der Definitionsgleichung Av = Av erhalten wir:
(AL—-Apw=0

Da wir hier an der Triviallosung v = 0 nicht interessiert sind, muss A/ — A4 singulér sein, d.h.:
det(AL—A) =0

Dies ist die charakteristische Gleichung des Systems. Das Polynom det(A I — A) heil3t
charakteristisches Polynom und hat den Grad ». Seine n Nullstellen sind die Eigenwerte der
Matrix 4 und damit Pole der zugehdrigen Ubertragungsfunktion (vorausgesetzt es gibt keine
Pol/Nullstellen-Kiirzungen).

Um die Eigenvektoren zu berechnen, setzen wir nach und nach die Eigenwerte in Av = Av
ein und bekommen fiir jeden Eigenwert ein System aus n Gleichungen mit » Unbekannten,
namlich den n» Komponenten des jeweiligen Eigenvektors. Diese Gleichungssysteme sind
unterbestimmt, weil wir nur die Richtung der Eigenvektoren, nicht aber deren Betrag,
eindeutig bestimmen konnen. Ist v ein Eigenvektor, so gilt dies fiir oy ebenfalls. Oft werden
die Eigenvektoren oder eine threr Komponenten daher auf 1 normiert.
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Beispiel: Berechnen der Eigenwerte und Eigenvektoren einer 3 X 3 Matrix

6 —3 4
A= 0 7 -1
0 24 -3

Berechnen des charakteristischen Polynoms:

A—-6 3 —4
det(A\I—A)y=det| 0 A—7 1 = (A—6)(A—T)(A+3)+24)
0 —24 A+3

=A=6)XN - +3)=A-6)(A=3)(A—1)=0

Dies liefert die Eigenwerte:

A =6
Ao =3
Ay =1
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Berechnung des Eigenvektors zu A, = 6:

6 —3 4 o V1 6vy — 3vo + 4’03 = 61
o 7 -1 Vo =6 v — Tv9 — v3 = 6y
0 24 -3 V3 U3 24vo — 3vs = 63

Losen wir die beiden ersten Gleichungen auf:
7”02—?)3:61)2 — VU9 = Vg

6vy —3vs +4vs3=6v; — 6V +va=6v; — vo=0 — w3=0

Daraus erhalten wir den 1. Eigenvektor:

1
Uy = 0
0
- utomatic Control University
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Berechnung des Eigenvektors zu A, = 3:

6 —3 4 U1 U1 6v1 — vz + 4vg = vy
o 7 -1 Vo =31 v — Tvo — v3 = U9
0 24 -3 U3 U3 24vo — 3vg = 3v3

Die beiden letzten Gleichungen sind dquivalent. Wir brauchen also nur die beiden ersten:

71]2 — V3 = 3’02 — 4’02 = V3

13
6v1 — 3ve + 4dvz = vy —  6v; + 13v9 = 31 — V1 = —?’Ug
Daraus erhalten wir den 1. Eigenvektor:
_ 13
3
Uy = 1
4
B\ utomatic Control University
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Berechnung des Eigenvektors zu A, = 1:

6 —3 4 o o 6vy — vz + 4dvg = vy
0 7 —1 V2 =1 V2 —> 7’02 — V3 = V9
0 24 -3 U3 U3 24v9 — 3ug = U3

Die beiden letzten Gleichungen sind dquivalent. Wir brauchen also nur die beiden ersten:

Tvo — U3 = V9 — 6OUg = v3

21
6vy —3ve+4vs=v1 — 6v1+2lveo=v1 — vV = —gvg
Daraus erhalten wir den 3. Eigenvektor:

_ 21

5
Ug — 1
6
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Systemmatrix 4 in Diagonalform

Eine sehr wichtige kanonische Form der Zustandsgleichungen liegt vor, wenn 4
Diagonalform (auch Modalform genannt) aufweist. Die Systemmatrix hat dann folgende

Struktur:
all 0 0
0 a9 0
A = diag{a;} = |
0 0 apn

Es wird sehr selten vorkommen, dass 4 gleich nach der Modellbildung Diagonalform hat.
Vielmehr wird es meist notig sein, die Zustandsgleichungen entsprechend zu transformieren.
Wie das geht behandelt Kapitel 1.3.

Bemerkung: Nur wenn A4 ausschlieBlich reelle und verschiedene Eigenwerte hat, ist es
sichergestellt, dass sich die Zustandsgleichungen auf Diagonalform transformieren lassen.
Andernfalls miissen zusatzliche Bedingungen eingehalten werden bzw. es ist nur eine
Transformation auf "ndherungsweise" Diagonalformen moglich.
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Wichtige Eigenschaften der Diagonalform

Die Diagonalelemente a,; von 4 sind die Eigenwerte A, von 4 und die Eigenvektoren sind die

Einheitsvektoren:
A1 O -+ 0 1 0 0
0 g 0 0 1 0
A — . V1 = . y Uog = . 3 3 Qn — .
: w0 ; : ;
o --- 0 A\, 0 0 1
Das lasst sich leicht zeigen:
A 0 0 1 A1
0 Ao 0 0 0
AQ1 = . = = V4
0
0 0 An 0 0
A1 O 0 0 0
0 Ao 0 1 Ao
Avy = = . = A2¥,
0
0 0 An 0 0
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Das bedeutet, die n Zustandsdifferentialgleichungen sind entkoppelt. Kein Zustand
beeinflusst einen anderen; n PT,-Systeme laufen parallel nebeneinander her (das erklart auch,
warum das bei konjugiert komplexen Polen nicht einfach genauso funktionieren kann).

_____

P TTTTTTTmmmmmmmmsosssossooooooo-oo- > oo !
i 11,‘10 E
ult E T (t) ; x1 (t) ' t
_()._|_> bl / Cl 5“ y( )
A1 [
lan
T (T ; Tp (T
> by, n(t) / Tn( ) @
An [
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Die Diagonalform bietet also den Vorteil, dass man die Eigenwerte (Pole) des Systems sofort
aus A ablesen kann. Die Diagonalform entspricht damit der Partialbruchzerlegung der

assoziierten Ubertragungsfunktion.

Wie vereinfacht sich die Zeitlosung der Zustandsdifferentialgleichungen, wenn A
Diagonalgestalt aufweist?

Die Berechnung der Matrixexponentialfunktion vereinfacht sich erheblich, denn es gilt:

A 0 Ao 0 0 A X
O KRS
. .. 0 : . )
0 - 0 A, o 0 A
e)\lt O O
O Aot O
ol et - e . = diag{e*’}
O 0 e)\nt
: Prof. Dr.-Ing. womatic Contror ' g
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Die Zeitlosung der Zustandsdifferentialgleichungen ist allgemein:
t
z(t) = ey, +/ e A= pu(r)dr
0

Mit einer Diagonalmatrix 4 vereinfacht sich das zu:

t
( [er=m)b u(r)dr \
Mty 0
e’2log [er2(t=Tbou(7)dr
z(t) = . +1 0
e)xntxno ,
[ E=Tbu(r)dr
\ ¢ /

Die Funktionen e*i’ werden auch Modi genannt. Daher kommt auch der Name Modalform.

Sobald die Zustandsgleichungen in Diagonalform transformiert worden sind, lassen sie sich

also leicht als n voneinander unabhédngige DGLs 1. Ordnung I16sen. Fiir eine solche
Transformation miissen wir die Eigenwerte und -vektoren von 4 ausrechnen (s. Kapitel 1.3)!
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Diagonalform bei komplexen Eigenwerten

Treten komplexe Eigenwerte auf (und damit auch komplexe Eigenvektoren), so ist auch die
Diagonalform komplex. Eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten A, o + if3, o — i3 sicht z.B.

SO aus:
A 0 0
0 |[a+10 0 (alle Zustidnde sind entkoppelt)

0 0 o — 10

Da alle Signale und Parameter des Systems reell sind, rechnet man lieber mit rein reellen
GroBen. Dies kann erreicht werden, indem obige Matrix in folgende Form transformiert wird:

A0 O

O |a p (Zustinde x, und x, sind gekoppelt)
0 |—0 «

Die zugehorigen Eigenvektoren sind nun auch reell.

Generell konnen so immer 2 entkoppelte (Diagonalform!) DGLs mit konjugiert komplexen
Parametern zu 2 gekoppelten DGLs mit reellen Parametern (PT,) zusammengefasst werden.
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1.2 Losung der Zustandsgleichungen

Jordanform bei mehrfachen Eigenwerten

Treten mehrfache Eigenwerte auf, kann es sein, dass sich die Systemmatrix nicht mehr in

eine reine Diagonalform bringen lasst. Z.B. kann eine Matrix mit einem doppelten Eigenwert

bei A, und einen einfachen bei A, in eine der folgenden Formen gebracht werden:

A1

0

0
0

A1

0
0

0

A2

oder

A 1] 0
0 M| O
0 0 |\

Fiir eine Matrix mit einem dreifachen Eigenwert bei A; und einen einfachen bei A, gilt eine

der folgenden Formen:

A1

oo O

A1

0
0

A

o OO

oder

0

>
o

2er-Jordanblock

A 1 0 O
0O X| O O
0O 0 |A| O
0O 0 0 |

oder

3er-Jordanblock
A1 0 O
0O XN 1 O
0O 0 X O
0O 0 0 |
ler-Jordanblock

Eine Matrix, die mindestens einen Jordanblock der Grof3e 2 (oder mehr) enthalt, liegt in der

Jordanform vor. Ein Jordanblock enthéilt "Einsen" auf der ersten Nebendiagonale.
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Bevor wir zum Reglerentwurf kommen konnen, bendtigen wir noch einige grundlegende

Eigenschaften der Zustandsgleichungen.

Theorem von Cayley-Hamilton

P(s) sei das charakteristische Polynom einer Matrix 4, dann lautet die charakteristische

Gleichung:
P(s)=8"+apn_15" " +...+a15+ay=0

Setzt man in diese (eigentlich skalare) Gleichung die Matrix 4 ein, so erfiillt sie selbst ihre

eigene charakteristische Gleichung (mit 7 = A°):

PA) =A"+a, 1A '+ ... +a1A+all =0

D.h. die Matrix 4" (und alle hoheren Potenzen von A) sind linear abhéngig von den Matrizen

A'mit i <n:

A" = —a, A" — . —a1A —aol
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Ljapunow-Gleichung

In der Regelungstechnik spielen Ljapunow-Gleichungen an vielerlei Stellen eine wichtige
Rolle. Deshalb wollen wir sie hier kurz vorstellen.

Die n X n-Matrizen 4, B, und C seien gegeben. Gesucht ist die Matrix M, welche folgende
Gleichung erfiillt:

AM+MB=C

Diese Gleichung enthilt n> Unbekannte, ndmlich die Elemente der n X n-Matrix M. Nach dem
Ausmultiplizieren der Matrizen entsteht ein lineares Gleichungssystem mit n> Gleichungen,
das leicht nach diesen Unbekannten aufgelost werden kann.

Man kann die Ljapunow-Gleichung sogar noch etwas allgemeiner formulieren,

indem man unterschiedliche Dimensionen fiir 4 und B zulasst:
A:nXn, B-mxm — Cund M: n X m.

Mit MATLAB konnen solche Ljapunow-Gleichungen mittels
M = lyap(A,B,-C) gelost werden (im Englischen wird der MATLAB
russische Name mit "Lyapunov" libersetzt!).
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Beispiel: Losen einer 2 X 2-Ljapunow-Gleichung

Gr G2\ (% i\ N my my\ (b by
Cr1 O Ay Ay J\ My Ny my, My, [\byy by,
[ Gy T Ay Ay dppiy, mybyy +myybyy by +myyby,
Ay 1My + Ayly) Ay My + ANy, my by +myby My by +myby,y
1 a,,+b, b,, i, 0 m
‘| by, ay +by 0 4, my,
€y ay 0 ay, +by, b,, my,
Cy 0 dy b, a,, +b,, m,
c L m

=L'm = m=L""c

e

Dieses Gleichungssystem mit 4 (2 X 2) Gleichungen und 4 Unbekannten (m,;, m,, m,,, m,,)
kann leicht gelost werden!
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Steuerbarkeit

Fin System hei3t steuerbar, wenn es in endlicher Zeit ¢, von jedem beliebigen
Anfangszustand x, durch einen geeignet gewiahlten Verlauf der Eingangsgrof3e
in jeden beliebigen Endzustand x(¢,) tiberfiihrt werden kann.

Der Zusammenhang zwischen dem Zustand x und der Ausgangsgrof3e y spielt hierbei gar
keine Rolle. Es ist nur von Belang, ob man mit dem Eingang u alle Zustande x beliebig
beeinflussen kann. Deshalb ist klar, dass die Steuerbarkeit alleine anhand von 4 und b

nachgepriift werden kann.

Der Endzustand x(¢,) berechnet sich aus dem Anfangszustand x,, wie wir schon wissen, mit:
z(te) = edlegy + /Ote e A= pu(r)dr

Wihlen wir z.B. x(#,) = 0 so erhalten wir:

te te
—eAley = / e AT py(r)dr = el / e AThu(r)dr
0 0
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Kiirzen fiihrt auf:
te
—Ty = / e A7bu(r)dr
0

Einsetzen der Rethenentwicklung der Matrixexponentialfunktion liefert:

te te te .2 te .3
—Z :b/ u(T)dT—AQ/ TU(T)CZT+AQQ/ T—U(T)dT—ASQ/ T—U(T)dT—I—...
0 0 o 2! o 3

\ J . J AN J A\ J
Y Y Y Y

Uo —U1 U2 —Uu3

—x5 =buo + Abuy + A%bus + A’bus + ...

D.h. x, setzt sich aus (unendlich vielen) n-dimensionalen Spaltenvektoren zusammen.

Jeder beliebige Anfangszustand x, kann nur dann durch einen geeigneten Verlauf der
Eingangsgrofle erzeugt werden, wenn die Vektoren auf der rechten Seite den gesamten
n-dimensionalen Raum aufspannen. Das bedeutet, folgende Matrix (mit unendlich vielen
Spalten) muss Rang n aufweisen:

(b Ab A% A’ -
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Aus dem Theorem von Cayley-Hamilton wissen wir, dass A" linear abhéngig von den
niedrigeren Potenzen von 4 ist, d.h. 4" lasst sich als Linearkombination von I, 4, 42, ... A™!
schreiben. Gleiches gilt fiir alle hoheren Potenzen von 4. Daher tragen nur die ersten

n Spalten obiger Matrix zu ithrem Rang bei. Es reicht also aus zu priifen, ob die Matrix,
bestehend aus den ersten n Spalten, Rang # hat.

Steuerbarkeitskriterium
Folgende n X n-Matrix heif3t Steuerbarkeitsmatrix:
S¢g=(b Ab A% - A"'b)

Wenn die Steuerbarkeitsmatrix vollen Rang hat, dann ist das System (4, b) steuerbar:

Rang S¢ =n

Bemerkung: Bei der numerischen Berechnung der Steuerbarkeit ist es wegen begrenzter
Rechengenauigkeit notwendig eine Toleranzgrenze anzugeben, um zu definieren, ab wo ein
Rangabfall (Singularitit) festgestellt wird. Bei schlechter Konditionierung von S ist es
durchaus sinnvoll, von "schlecht steuerbar" oder "schwer steuerbar" o.a. zu sprechen.
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Welche Art von Systemen sind nicht steuerbar?

« Eigenvorginge, die nicht mit dem Eingang verbunden sind, sind nicht steuerbar.
Das lasst sich leicht in der Diagonalform erkennen. Ist dort ein b, = 0, dann kann der
Zustand x; nicht vom Eingang beeinflusst werden. Dieser Zustand und damit das System
sind also nicht steuerbar.

» 2 parallele Teilsysteme mit denselben dynamischen Eigenschaften sind nicht steuerbar.
Beispiel.:

i 7 | . U
(2)=G ) (&) () =

Da beide Teilsysteme identische Dynamik haben, lassen sich die beiden Zustiande nur

linear abhiangig beeinflussen. Es wird z.B. immer gelten: x; > 0 — x, > 0 (falls 5, und b,
gleiche Vorzeichen haben) bzw. x; > 0 — x, <0 (falls 5, und b, unterschiedliche
Vorzeichen haben).

« Jede Nullstellen/Pol-Kiirzung (in dieser Reihenfolge)
.. : — Nullstelle \—> PolA —
macht je einen Zustand nicht steuerbar.
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Zerlegung eines Systems in einen steuerbaren und einen nicht steuerbaren Teil

Jedes System ldsst sich in einen steuerbaren und nicht steuerbaren Teil zerlegen.

Originalsystem: t=Az+bu

steuerbar

Zerlegtes System: /7 \ [/ A A, N by
) T\ 0 Ay 0 )"

- ) .
ht st
y = (g? Qg) ( L )+du nicht steuerbar

Lo
u steuerbares I Teilsystem (4,,, b,)
Teilsystem ist steuerbar

1z,

' Z
nicht §teuerbares Lo
Teilsystem

Bemerkung: Ist das Originalsystem schon steuerbar, so gilt: Z; =z und Z, = leer,
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Beobachtbarkeit

Ein System heilit beobachtbar, wenn der Anfangszustand x, aus dem tliber einem endlichen
Intervall [0, #,] bekannten Verlauf der Eingangsgrofle und Ausgangsgroe bestimmt werden
kann.

Zur Bestimmung der Beobachtbarkeit ist es nur wichtig zu wissen, wie der Zustand x auf den
Ausgang y wirkt. Deshalb ist klar, dass die Beobachtbarkeit alleine anhand von 4 und ¢’
nachgepriift werden kann. (Die Kenntnis des Eingangsverlauf ist zwar notwendig um den
Anfangszustand zu rekonstruieren; dies 1st aber mit jedem beliebigen b moglich, so dass in b
keine Information liber die Beobachtbarkeit steckt!)

Beobachtbarkeitskriterium ( T \
cT'A

L ) i T A2
Folgende n x n-Matrix hei3t Beobachtbarkeitsmatrix: Sp = cA
Wenn die Beobachtbarkeitsmatrix vollen Rang hat, :

: ~1
dann ist das System (4, ¢’) beobachtbar: Rang Sz =n ch A" )
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Welche Art von Systemen sind nicht beobachtbar?

« Eigenvorginge, die nicht mit dem Ausgang verbunden sind, sind nicht beobachtbar.
Das lasst sich leicht in der Diagonalform erkennen. Ist dort ein ¢, = 0, dann kann der
Zustand x; nicht den Ausgang beeinflussen. Dieser Zustand und damit das System
sind also nicht beobachtbar.

» 2 parallele Teilsysteme mit denselben dynamischen Eigenschaften sind nicht beobachtbar.
Beispiel.:

(ii)(éj))(i;%(ié)u {E}

Zwar beeinflussen beide Zustinde den Ausgang, aber deren Einfluss l14sst sich nicht
mehr trennen, da beide Teilsysteme dieselbe Dynamik aufweisen. Es ldsst sich im
Nachhinein also nicht mehr bestimmen, welcher Anteil von welchem Zustand stammit.

« Jede Pol/Nullstellen-Kiirzung (in dieser Reihenfolge)
. : — Pol A » Nullstelle A—>
macht je einen Zustand nicht beobachtbar.
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Zerlegung eines Systems in einen beobachtbaren und einen nicht beobachtbaren Teil

Jedes System ldsst sich in einen beobachtbaren und nicht beobachtbaren Teil zerlegen.

Originalsystem: z=Ax+bu
T
= d
yoe Lt  beobachibar
Zerlegtes System: ( il ) _ ( A, O ) ( ) . ( b, )u
To Ay Ay by

y = (cf Q)(% >+du

beobachtbares
Teilsystem

\ 4

U o~
g Iz

nicht beobachtbares
Teilsystem

\ 4

Y

N nicht beobachtbar

Teilsystem (4, ¢,")
ist beobachtbar

Bemerkung: Ist das Originalsystem schon beobachtbar, so gilt: ; = und Z, = leer,
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Kalman-Zerlegung

Wenn wir die Zerlegungen beziiglich Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit zusammenfassen,
konnen wir ein System in insgesamt 4 Teile zerlegen:

1. Teil: steuerbar und beobachtbar
1. Teil: steuerbar und nicht beobachtbar
3. Teil: nicht steuerbar und beobachtbar

2. Teil: nicht steuerbar und nicht beobachtbar

¢ K u
Tl 0 T dy 0 | |@E
Z, 0 0 A5 Ay z,
@O | B
Ly
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Dualitit zwischen Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Die Kriterien zur Uberpriifung der Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit sind sehr eng
miteinander verwandt. Wir stellen fest, dass das Steuerbarkeitskriterium in das
Beobachtbarkeitskriterium iibergeht und umgekehrt, wenn

A(—)AT und b« c.

Deshalb sagt man, die beiden Eigenschaften (Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit) sind dual

zueinander. Man kann neben dem "normalen" (priméren) System folgendes duale System
betrachten:

Primares System: Duales System:
£(t) = Az(t) + bul(?) Ep(t) = ATzp(t) + cup(t)
y(t) = c’ z(t) + du(t) yp(t) = b zp(t) + dup(t)

Wenn das primdre System (4, b, c’) steuerbar ist, dann ist das duale System (47, ¢, b”)
beobachtbar.

Wenn das primdre System (4, b, c) beobachtbar ist, dann ist das duale System (47, ¢, b?)
steuerbar.
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Transformation der Zustandsgleichungen

Wir wissen bereits, dass es im Zustandsraum unendlich viele mogliche Realisationen einer
Ubertragungsfunktion gibt, selbst wenn wir uns auf die minimalen Realisationen
beschrianken, d.h. diejenigen, die nur die minimale Anzahl von Zustanden enthalten. Die
verschiedenen Realisation unterscheiden sich nur in der Wahl des Zustandsvektors, sie sind
identisch beziiglich ihres Ein-/Ausgangsverhaltens.

Wie kann man Zustandsgleichungen in andere Realisationen transformieren?

Es wird zunichst eine reguldre (d.h. sie hat vollen Rang) n X n-Transformationsmatrix 7’
gewdhlt. Zwischen dem alten Zustandsvektor x und dem neuen (transformierten)
Zustandsvektor x, wird so umgerechnet:

z(t) =T ap(t) zp(t) =T 'z(t)

Wie die Transformationsmatrix 7" genau gewahlt werden muss, um in die wichtigsten
kanonischen Formen transformieren zu konnen, wird weiter hinten behandelt.
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Mit dieser Transformation ergeben sich folgende neue Zustandsgleichungen:
Tip(t)=ATz,(t) +bu(t) Er(t) =T TAT zp(t) + T Thu(t)
y(t) = ' Tap(t) + du(?t) y(t) = c' Tap(t) + dult)

Mit der Definition einer neuen (transformierten) Systemmatrix und Eingangs- und
Ausgangsvektoren ergibt sich fiir die transformierten Zustandsgleichungen:

ap(t) = Ap xp(t) + bru(t)
y(t) = crar(t) + dr u(t)

mit

Ap = by =T 'b ch=c'T dr =d

AT
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Transformation in die Diagonalform

Um die Zustandsgleichungen in die Diagonalform zu transformieren, muss die
Transformationsmatrix aus den Eigenvektoren v, der Systemmatrix 4 aufgebaut sein:

T= (v, vy -+ Uy)

Dies lasst sich leicht zeigen, indem man die transformierte Systemmatrix ausrechnet:

Ap =T '"AT=T"A(w, v, - u,)=T"(Av; Av, --- Auy,)
Da v, die Eigenvektoren von 4 sind gilt A v, = A;v; und damit:
A1 O 0
0 Ao 0
Ar =T Mwy dowy -+ Apu,) =T 'Tdiag); = diag \; = .
0 0 M\,
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Transformation in die Regelungsnormalform

Um die Zustandsgleichungen in die Regelungsnormalform zu transformieren, muss eine
Transformationsmatrix aufgebaut werden, die von der Inversen der Steuerbarkeitsmatrix S
abhangt. Diese Inverse existiert nur, wenn S vollen Rang hat, d.h. das System steuerbar ist.
Fiir nicht steuerbare Systeme existiert die Regelungsnormalform nicht.

Die Steuerbarkeitsmatrix ist wie folgt definiert:

S¢=(b Ab A% --- A"'b)
Von ihrer Inversen wird die letzte Zeile benotigt:
sEt=( --- 0 1)Sg!

Daraus berechnet sich die Transformationsmatrix zu:

(s

§TA
Sg A

wry

I~
I
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Transformation in die Beobachtungsnormalform

Um die Zustandsgleichungen in die Beobachtungsnormalform zu transformieren, muss eine
Transformationsmatrix aufgebaut werden, die von der Inversen der Beobachtbarkeitsmatrix
Sy abhingt. Diese Inverse existiert nur, wenn S vollen Rang hat, d.h. das System beobacht-
bar ist. Fiir nicht beobachtbare Systeme existiert die Beobachtungsnormalform nicht.

Die Beobachtbarkeitsmatrix ist Von ihrer Inversen wird
wie folgt definiert: die letzte Spalte benotigt:
T
C 0
/ cl'A \ :
Sp = _ b 0
: 1
\ QT An—l }

Daraus berechnet sich die Transformationsmatrix zu:

I:<§B Asp A2§B An_lﬁB)
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen

Die Beobachtungsnormalform kann wie die Regelungsnormalform direkt aus den Zihler- und
Nennerkoeffizienten der zugehorigen Ubertragungsfunktion bestimmt werden. Fiir

sprungfahige Systeme ergibt sie sich aus folgenden Gleichungen:

t

21 (%)
( To(t) \

i1 (1)
\ @nlt)

y()=(0 0

()

0

¥

0
0
1

0

0 —a \

35‘1(15
[ o

t

0 —a1
0 —a9n
1 —0n—1 }

0 1)az(t) + boult)

1 (1) :
\ :Un(t) / \ bn—l —bnan_l /

;\ [ bo—buao

bl — bnal
+ bo — bnag u(t)

Fir nicht sprungfdhige Systeme vereinfachen sich die Gleichungen, weil b, = 0 ist. Der
FEingangsvektor b hat dann nur noch die Elemente b, (i = 0, ..., n—1) und der Durchgriff fallt

weg.

Es existiert eine Dualitidt zwischen der Regelungs- und der Beobachtungsnormalform. Es gilt
(die Indizes R und B stehen fiir die jeweiligen Normalformen):

AR:AE

1. Zustandsraumregelung

br =cpg

¢k = bp
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1.3 Eigenschaften der Zustandsgleichungen MATLAB

Berechnung von Eigenvektoren und Eigenwerten:

A = diag([2 3 4]); % Erzeuge eine Diagonalmatrix

[EV, EW] = eig(A);

o°

Berechnet die Eigenvektoren und -werte von A.

% Die Eigenvektoren stehen in den Spalten der
% Matrix EV. Die Eigenwerte stehen in der
% Diagonale der Matrix EW.

Berechnung von Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit:

System = ss(A,b,c,d); % Erzeugt Zustandsgleichungen

S S = ctrb(System) ; % Erzeugt die Steuerbarkeitsmatrix

S B = obsv(System) ; % Erzeugt die Beobachtbarkeitsmatrix
r = rank(S_S); % Berechnet den Rang einer Matrix

Transformation in Diagonal- oder Beobachtungsnormalform:

[System T,T] = canon(System, 'modal'); $ Transformiert in die
Diagonalform (=Modalform).

o°

T = Transformationsmatrix

%
[System T, T] canon (System, 'companion'); % Transformiert in die
%

Beobachtungsnormalform

A\ tomatic Controly © maoreity
1. Zustandsraumregelun . Prof. Dr.-Ing. i m
g g Seite 73 Oliver Nelloe

of Siegen



1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Grundidee eines Zustandsreglers ist es, die Zustinde — also innere Informationen aus dem
Prozess — riickzukoppeln. Dies steht im Gegensatz zum Standardregelkreis, wo nur die
Regelgrofie — also der Ausgang des Prozesses — riickgekoppelt wird. Damit kann der
Zustandsregler als eine Art systematische Erweiterung des Gedankens der Kaskadenregelung
verstanden werden.

Vorteile des Zustandsreglers sind:

« Kleine Abweichungen werden sehr schnell erkannt und korrigiert, weil viel Information
aus dem Inneren des Prozesses verwendet wird (gleicher Gedanke wie bei der
Kaskadenregelung).

» Es existieren sehr elegante und ausgereifte Verfahren fiir den Reglerentwurf.

* Die erreichbare Regelgiite ist meist sehr hoch.

Nachteile des Zustandsreglers sind:

» Zustandsraumverfahren benotigen gute Modelle und Rechnerunterstiitzung.

* Einfache Interpretierbarkeit der Ergebnisse (z.B. der Reglerparameter) nicht gegeben.
« Fehlende Erfahrung von Anlagenpersonal; keine direkte Verbindung zum PID-Regler.
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Das Blockschaltbild zeigt, dass nicht der Ausgang y(¢) riickgekoppelt wird, sondern der
gesamte n-dimensionale Zustandsvektor x(¢). Der Regler summiert die einzelnen Zustinde

gewichtet auf (Skalarprodukt) und fiihrt das (skalare) Ergebnis zum Soll/Istwert-Vergleich.
Die Stellgrof3e berechnet sich also aus:
w(t) = w(t) — kT z(t) = w(t) — k1z1(t) — koxa(t) — . .. — kpan(t)

Viele Bucher konzentrieren sich zunéchst auf den Fall der Ausregelung der Anfangswerte x,,

und setzen daher w(z) = 0. Wir rechnen weiterhin mit w(¢), wegen des direkteren Bezugs
zum Standardregelkreis.

z(t) T y(t)

w(t) =Ou(t) I (1)

|

Prozess l Zg
/

— A

Bemerkung: Der besseren Ubersicht
halber behandeln wir im Weiteren
nur noch Systeme ohne Durchgriff.
Eine Erweiterung auf Systeme mit
Regler Durchgriff ist aber leicht moglich.

I

N
e
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Der Zustandsregler wirkt also proportional mit den Faktoren £, auf die Zustéinde. Ist es
deshalb auch ein P-Regler?

Nein! Um die Zusammenhinge moglichst klar zu machen gehen wir von folgendem Prozess
mit Zahlerpolynom = 1 aus:

Y(s) 1

U(s) 8"+ ap_15""1+...+ais+ ag

G(s) =

Im Zustandsraum lautet die entsprechende Regelungsnormalform:

£i31<t) 0 1 0 0 :Cl(t) 0
(a0 \ [ V(=0 (0

0 | 0 ¢
; = ; ; ; K I : L
1 (t) o 0 0 .- 1 Zn1(t) 0
\ Tn (1) / \ —ag —a; —Q9 -+ —Qp_1 ) \ Zp (1) / \ 1 /

y(t)=(1 0 --- 0)z(t)

D.h. y(¢) = x,(2).
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Im Laplace-Bereich geschrieben wird die Ausgangsgleichung und die ersten n—1 Zustands-
differentialgleichungen nach einem Tausch der rechten mit der linken Seite zu:

X1(s) =Y (s)
Xa(s) = sX;(s) = sY(s)
X3(s) = sX5(s) = s° X, (s) = s°Y ()

X, (8) = sX,_1(s) = s" 1 X (s) = s 'Y (s)

Der Zustandsregler flihrt ja die Zustande x,(¢), x,(?), ..., x,(¢) zuriick. Damit fiihrt er (implizit)
den Ausgang, den abgeleiteten Ausgang, den zweimal abgeleiteten Ausgang, ... zurtick:

U(s) = W(s) — k1Y (s) — kasY (s) — k3s’Y (s) — ... — k,s" 'Y (s)
P D D, D |

Es handelt sich also um einen PD, ,-Regler. Allerdings mit emnem entscheidenden Unter-
schied zum Standardregler: Die Ableitungen werden nicht durch Differentiation des
Ausgangssignals gewonnen. Statt dessen werden die Zustinde gemessen, die schon diesen
differenzierten GroB3en entsprechen! Es gibt hier also keine Verstarkung des Rauschens!
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Bemerkung: Wer genau aufgepasst hat, wird einen weiteren Unterschied zum Standardregler
erkannt haben: Die Ableitungen beziehen sich ausschlielich auf das Ausgangssignal y(¢).
Beim Standardregelkreis wiirden sie sich auf die Regelabweichung e(7) = w(¢) — y(¢) beziehen.
D.h. der PD,_,-Regler im Standardregelkreis wiirde im Laplace-Bereich so lauten:

U(s) = ki [W(s) = Y ()] + kas[W(s) = Y ()] + ...+ kns" W(s) = Y(s)]

Fiir konstante FiihrungsgroBBen w(¢) = konst. sind aber sowieso alle Ableitung von w(?) gleich
Null: sW(s) =0, s*W(s) =0, ... und dann sind beide Gleichungen (fast) identisch.

Fir den Entwurf eines Zustandsreglers, also die systematische Bestimmung der £;, gibt es
zwel Hauptmethoden:

* Polvorgabe: Es stehen n Reglerparameter zur Verfiigung, mit denen es moglich ist,
die n Pole des charakteristischen Polynoms an gewiinschte Stellen zu verschieben.

*  Optimierung: Die Minimierung einer quadratischen Verlustfunktion fiihrt beim
Zustandsregler (im Gegensatz zum Standardregler) zu einer global optimalen, einfachen,
leicht berechenbaren Losung. Das wird in Kapitel 1.5 behandelt.
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Unser Ziel ist nun eine Gleichung fiir die Bestimmung der Reglerparameter herzuleiten. Dazu
miissen wir die Beziehung zwischen den Reglerparametern und der charakteristischen

Gleichung finden. Die Zustandsgleichungen mit Regler lauten:

ZzAxwLQu:Aerb(w—ETz) iz(A—bET)Eerw

ca y=clz

@
|

D.h. die Systemmatrix 4 wird durch die Zustandsriickkopplung verdandert und die
Fiihrungsgrof3e w tritt an die Stelle der Stellgrof3e u. Alles andere bleibt wie es war.

Da 4 alle Informationen liber die Pole des Systems enthédlt (ndmlich alle Nennerkoeffizienten
a; der Ubertragungsfunktion), kénnen wir erwarten mit Hilfe der Zustandriickkopplung diese
Pole gezielt dndern zu konnen; aber auch nur diese (also keine Nullstellen).

Bemerkung: Das duflere Produkt bk" wird wie folgt berechnet:

b1 biki bike -+ biky
)T by ek ) boky boke --- bok,
bk™ = . . . . , .

by, bn,k1 bpko -+ bpky,
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Mochten wir nun die n Pole A, 4,, ..., A, vorgeben, so wiinschen wir uns folgende
charakteristische Gleichung:

Waunsch: N(s) = (s —A1)(5s—=X2) ... (8= Ap) = 8" +np_18" 1+ ...+ 115+ no

Fiir die charakteristische Gleichung des geschlossenen Regelkreises miissen wir die
Determinante von s/ — (4 — bk”) berechnen. Gleichsetzen der charakteristischen Gleichung des
geschlossenen Regelkreises mit dem Wunschpolynom N(s) fiihrt zu folgender Bedingung:

det (Si— (A—QET)) — "+ n, 18"+ ...+ nis+ng

Ausrechnen der Determinante fiihrt ebenfalls auf ein Polynom n-ten Grades und
Koeffizientenvergleich liefert dann die gesuchten Reglerparameter k..

Allerdings i1st der Zustandsregler nur dann in der Lage alle Pole beliebig zu verschieben,
wenn das System (4, b) steuerbar ist.

Denn wir wissen: Fiir nicht steuerbare Systeme hat die Stellgrofle auf bestimmte Zustinde
keinen Einfluss und kein Regler kann diesen Zustdnden eine gewiinschte Dynamik
aufzwingen.
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Die Berechnung der Determinante in der Polvorgabegleichung gestaltet sich recht aufwindig,
insbesondere fiir Systeme hoher Ordnung (grof3es »). Diese Berechnung vereinfacht sich
extrem, wenn die Zustandsgleichungen in Regelungsnormalform vorliegen:

(0L 0 0y [0

[
I
o
-
—
o
|~
I

0 0 0 1 0
\ w0 o e e ) 1
by 0 0 0
T b2 0 0 0
— bk = (k1 ko kn) =1 . .
bn kl k2 kn
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

( 0 1 0 0 \

0 0 1 0
— A-bk! = ; : : . ;
0 0 0 1

\ (a0 + k1) —(a1+ks) —(az+ks) - —(an—i+kn) /

Das bedeutet: Auch der geschlossene Regelkreis lasst sich in Regelungsnormalform
schreiben. Wir kommen also durch folgende einfache Operation von der Systemmatrix des
offenen zu der des geschlossenen Regelkreises:

a; — a; +kix1, 1=0,1,...,n—1

Weil die Systemmatrix des geschlossenen Regelkreises wieder in Regelungsnormalform
auftritt, konnen wir das charakteristische Polynom direkt ablesen:

det (si — (A — QET)) ="+ (an_1+ kn)sn_l + ...+ (a1 + ko)s + (ag + k1)

Gleichsetzen mit dem Wunschpolynom liefert:

ST+ (an—1+ky)s" T . 4 (a1 +k)s+ (a0t k1) = 5" +np—18" T .+ nas+ng
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Daraus ergeben sich direkt die Reglerparameter:

kz‘_|_1:n7;—ai, izO,l,...,n—l

Oder in vektorieller Form:

E'=(ng n1 -+ np_1)—(ao a1 -+ Gp_1)

Die Reglerparameter entsprechen also gerade den Differenzen zwischen den Koeffizienten des
gewlinschten charakteristischen Polynoms und denen des offenen Kreises. Die Riickfithrung
wird umso mehr verstarkt (k; grofer), je weiter diese voneinander abweichen.

In Regelungsnormalform ist der Reglerentwurf durch Polvorgabe also nahezu trivial. Liegt ein
System nicht in Regelungsnormalform vor (das i1st der Normalfall), dann haben wir zwei
Alternativen:

1. Berechnung der Determinante von s/ — (4 — bk") und anschlieBender
Koeffizientenvergleich mit dem Wunschpolynom.

2. a) Transformation des Systems in Regelungsnormalform (x — x,).
b) Reglerentwurf in Regelungsnormalform mittels k.., = n;, — a

l‘a

c) Ricktransformation des Reglers auf die urspriinglichen Zustinde des Systems (x; — x).
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Polvorgabe fiir Zustandsgleichungen, die nicht in Regelungsnormalform vorliegen

Um die einfache Formel fiir die Polvorgabe in der Regelungsnormalform nutzen zu konnen,
ist es sinnvoll die 1. Alternative zu wihlen. Dazu miissen zundchst die Zustandsgleichungen

auf Regelungsnormalform gebracht werden:
zp(t) = T a(t)
/ \

Regelungsnormalform Originalsystem

Dies geschieht mit Hilfe folgender Transformationsmatrix, in der die letzte Zeile der inversen
Steuerbarkeitsmatrix s’ vorkommt: .
[ 55
T

T—l — §£A2

\ sfa! )
Nach dem Reglerentwurf in Regelungsnormalform wird wieder in den Zustandsraum des

Originalsystems zurtick transformiert:
z(t) =T xp(1)
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Es fehlt noch die Information, wie der Regler £’ transformiert werden muss. Das geregelte
Originalsystem folgt den Zustandsdifferentialgleichungen:

i(t) = (A—bE") () + bult)
Das transformierte System wird dann:
Tip(t) = (A—bk") Tap(t) +bu(t)
— () = (LPAT — T7'bE"T) () + T~ buw()

Daraus folgt:

_ T T
k' =kpT! kp=k'T
Regelungsnormalform Originalsystem
- utomatic Control University
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Statt obige Transformationen der Reihe nach durchzufiihren, ist es moglich, die Gleichungen
zuerst zu vereinfachen. Ist der Regler in der Regelungsnormalform entworfen, soll er ins

Originalsystem zuriick transformiert werden:

E'=kIT ' =[(ng n1 - np_1)—(a0 a1 - an_1)] T

Einsetzen der Transformationsmatrix liefert:

T T
[ [

T 22 T 22
ss4 —(ap a1 -+ ap-1) §SA

sy \ g

Ausmultiplizieren des rechten Produkts ergibt:

55 (aol + a1 A+ asA® .+ Cbn—lén_l)

Nach dem Cayley-Hamilton-Theorem ist der Ausdruck in der Klammer gleich —4”. Setzt man
dies ein, so erhdlt man eine vereinfachte Gleichung fiir den Reglerentwurf durch Polvorgabe
fiir Systeme in beliebiger Zustandsraumform:
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

k' = (no ny

nn—l)

ST
/ §§SA \

ssA” | 4 sTAn
\ sZa )

Formel nach Ackermann

Der Zustandsregler durch Polvorgabe fiir beliebige Zustandsraumformen berechnet sich mit:

k' = st (nol A+ noA® + o g, AV 4 An)

s¢! ist die letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix des Originalsystems.

\

T
50
S8
gA
sLAM!
T an
§5'A /
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Entwurf eines Zustandsreglers mittels Ljapunow-Gleichung

Eine sehr trickreiche und einfach umzusetzende Methode der Polvorgabe ist iiber die Losung
einer Ljapunow-Gleichung moglich. Die Methode lauft so ab:

1. Waihle eine Matrix A, die als Eigenwerte die gewiinschten Pole des geschlossenen
Regelkreises hat. Einschrinkung: Diese Eigenwerte miissen sich alle von den
Eigenwerten von 4 unterscheiden.

Wir konnen also entweder direkt die Wunschpole vorgeben, indem wir eine
Diagonalform wiahlen (da sind die Eigenwerte direkt gleich den Diagonalelementen) oder
wir geben ein charakteristisches Polynom vor,

N(i)=(s=M)(5=X2) o..-(8=Ap) =8" +np_18" '+ ...+ n15+no
indem wir eine Systemmatrix vom Typ der Regelungsnormalform wihlen:
N0 (0 0 1 oo )
0 A 0
N = . oder N = : :
.. O *
0 0 A\, \ 0 0 0 1
—ng —n1 —np ~np1 )
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

~T ~T
2. Wibhle einen 1 x n-Vektor k£ , so dass (IV, £ ) beobachtbar ist. Dieser Vektor kann als
transformierter Riickfiihrvektor/Reglervektor interpretiert werden. Eine mogliche Wahl,
welche die Beobachtbarkeit sicherstellt ist:

—~

kE = (1 1 ... 1)
3. Lose folgende Ljapunow-Gleichung nach T auf:
AT -TN=0bk

4. Der Riickfiihrvektor des Zustandsreglers berechnet sich aus:

~

' =k 17!

Die Funktionsweise dieser Methode kann man wie folgt nachpriifen:  verschiedene Realisationen

~T i , , . des selben Systems
k =k"T (wenn I nicht singular ist)

— AT-TN=0bk'T — (A-bk")T=TN azz@z—l

Wenn wir T als Transformationsmatrix interpretieren, dann sind A — bk” und N System-
matrizen unterschiedlicher Realisationen des selben Systems. Damit haben beide auch die
selben Eigenwerte! Der geschlossene Regelkreis hat also die selben Eigenwerte wie V.
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe

Regelstrecke, offener und geschlossener Regelkreis im Frequenzbereich

Es ist oft niitzlich und auch dem Verstiandnis forderlich, wichtiges Ein-/Ausgangsverhalten
nicht nur im Zustandsraum sondern auch als Ubertragungsfunktion zu beschreiben.

Die Ubertragungsfunktion der Regelstrecke u — y ist:

Gs(s)=c' (sL—A)""b

Die Ubertragungsfunktion des offenen Regelkreises lauft iiber k7 zuriick statt {iber ¢7 zum
Ausgang und ist daher:

Go(s) = k' (sL—A)""b

Die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises w — y muss die
Zustandsriickkopplung mit bertiicksichtigen:

Guw(s)=c"(sI —A+bk") b
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1.4 Zustandsregler durch Polvorgabe MATLAB

Reglerentwurf durch Polvorgabe:
System = ss(A,b,c,d); % Definiere ein System im Zustandsraum
rank (ctrb (System)) % Priife dessen Steuerbarkeit (Ergebnis == n ?)

EW = [-3 -2+4i -2-i]; % Gewiinschte Eigenwerte

o°

k = place(A,b,EW); Reglerentwurf mittels Polvorgabe
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Aus Kapitel 11.1 in MRT I kennen wir folgende quadratische Giitefunktion:
te
J— / [€2(t) + au?(t)] dt
0

Sie bestraft die Regelabweichung und den Stellaufwand. Gehen wir zunichst von einer
konstante Fiihrungsgrofe aus, also von einer Festwertregelung (regulation problem). Dann
konnen wir vereinfachend die Fiihrungsgrofle w = 0 setzen (eine andere Konstante ldsst sich
durch Verschiebung des Arbeitspunktes von y leicht erzeugen). Dann vereinfacht sich die
Verlustfunktion zu:

B e 5 au2
J_/O () + au(t)] dt

Wir wollen also eine Storung innerhalb einer Zeit ¢, "moglichst gut" ausregeln (y soll auf 0
zuriick gehen), wobei obige Verlustfunktion angibt, was mit "moglichst gut" genau gemeint
ist. Wird die Endzeit 7, klein gewaihlt, so kann es sein, dass y noch weit von 0 entfernt ist.
Dabher ist es sinnvoll noch einen Term fiir die Abweichung von y vom gewiinschten Endwert
(= 0) zum Zeitpunkt 7, in die Verlustfunktion aufzunehmen.
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Mit den im Zustandsraum tiblichen Variablennamen lautete dann die vollstandige

Verlustfunktion:
le

J = sy’(te) + / (g7 (t) + ru(t)] dt
0

Fiir mehrere Eingdnge und Ausginge lautet die entsprechende Schreibweise:

J=y(te)" Sylte) + /0 (507 Q, y(t) + ut) Rut)] d

Oft werden die Wichtungsmatrizen S, 0, und R als Diagonalmatrizen gewihlt. Z.B.:

11 0 T 0 U1l
0 Tog === 0 U9

( ul uz PR unu )
0 0 - Tu,n, Un,

2 2 2
= 11Uy T 722Uy + ... T Tpyn, Uy,
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Wenn wir diese Verlustfunktion beziiglich u(¢), 0 < ¢ < ¢,, minimieren wiirden, bekdmen wir
als Ergebnis die optimale Stellgrofsenfolge heraus.

y(t)

optimale Uopt (*) Regelstrecke ————

Steuerung

A

Wir sind aber nicht an einer Steuerung interessiert, sondern an einer Regelung. Wir suchen
die optimale Zustandsregelung (zunichst fiir w = 0):

u(t) = k' z(t)

w(t) = 0~ Uopt (1)

» Regelstrecke ﬂ

7

z(t)

Wenn wir die Zustandsriickkopplung in die Verlustfunktion einsetzen und dann iiber &’ (statt
uber u(?), 0 < ¢ < ¢,) minimieren wurden, erhielten wir den optimalen Zustandsregler.
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Allerdings wire dieser Regler zeitvariant! D.h.
k" =E"(t)
Mathematisch ergibt sich diese Zeitvarianz als Folge des endlichen Betrachtungszeitraums z,.

Einen zeitinvarianten Regler erhalten wir, wenn wir "nur" einen asymptotisch optimalen
Regler fordern, d.h. fiir £, — c. Wir konnen dann annehmen, dass y(¢, — o) = 0; ansonsten
wiirde das Integral nicht konvergieren und wir konnten gar keinen optimalen Regler
berechnen. Weil y(t, — ) = 0, féllt der erste Term 1n der Verlustfunktion weg und sie
vereinfacht sich zu:

J = /000 [qyyz(t> + Tuz(t)} dt bzw. J = /OOO [g(t)TQy g(t) ‘|‘ﬂ(t)TEQ(t) dt

Noch etwas flexibler sind wir, wenn wir die Zustande (und nicht den Ausgang/die Ausgiange)
einzeln gewichten konnen. Deshalb geht man 1.a. von folgender Verlustfunktion aus, die fiir
Q=c QTqy bzw. Q@ =¢ Qy ¢’ obige Verlustfunktion als Spezialfall enthilt:

J = /OO () Qa(t) +ru*(t)] dt| bzw.|J = /00 ()" Qx(t) + u(t)! Ru(t)] dt
0 0
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Die Minimierung dieser Verlustfunktion bzgl. einer linearen Zustandsriickfithrung &7 fiihrt
auf einen zeitinvarianten, optimalen Regler. Dieser Regler wird oft LQ-Regler bzw. linear
quadratischer Regler genannt, weil er auf der Optimierung einer quadratischen
Verlustfunktion bzgl. eines linearen Reglers basiert.

Weitere Bemerkungen zur Verlustfunktion:

e Der Term Q(t)T Q x(t) bestraft Abweichungen der Zustiande von 0. Fiir £ — o miissen
alle Zustande gegen 0 streben, ansonsten divergiert das Integral gegen unendlich.

« Liegt der Arbeitspunkt nicht bei x = 0, so kann man diese Vorgehensweise trotzdem
weiter verfolgen. Zuvor ist nur eine Arbeitspunktverschiebung der Variablen notwendig.
Das wird im nichsten Beispiel veranschaulicht.

* Die Verlustfunktion beinhaltet nur das Ausregeln einer Anfangsabweichung x(0) = x,,.
Dies bedeutet: Der sich ergebende optimale Regler ist auf eine plotzlich auftretende
Verschiebungen des Zustandsvektors ausgelegt. Das entspricht einer impulsformigen
Fiihrungsgrofle w(r) = 0(¢), denn nur ein Delta-Impuls kann eine ruckartige Verschiebung
der Zustinde bewirken. Sprungformige o.a. Fiihrungsgrof3en werden bei der Optimierung
nicht berticksichtigt. Kapitel 1.7 behandelt die dafiir notigen Erweiterungen.
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Ausregeln eines Dirac-Impulses w,(f) = Ausregeln einer Anfangsabweichung x,
t

w(t u(t x(t W L Z(t) = x¢ z(T)dT
U)()(S(t)i ( ) wo(S(t)i ( ) b’wO5(t)i ( ) bLoO‘(t)ﬂ +O/ ( )
t t t N
Prozess lxo
w(t)_ul) [ ) [ el o v
oL (1)

Regler

Ein Dirac-Impuls als Fiihrungsgrof3e ist identisch mit einer Anfangsabweichung des Zustandes
x, = 0. Es werden alle Frequenzen gleich stark angeregt. Im Gegensatz zu einem Sprung als
Fiihrungsgrof3e, entsteht dabei keine bleibende Regelabweichung, auch ohne I-Anteil!
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Beispiel: Arbeitspunktverschiebung zur Nullpunktinderung

O GRS EURY G PO

y(t) = (4 0)z(t)
Gewiinschte (konstante) Fiihrungsgrofle w = 7 (statt w = 0).

Daraus folgen die stationdren Werte (£(¢) = 0):

y=w —y=7 (Sollwert = Istwert)
7
y=4xr1 —x1 = 1 (Ausgangsgleichung)
O=z2 —x2=0 (1. Zustands-DGL)
21

0=-321 —2x2+u —u=3x1 = T (2. Zustands-DGL)

Also konnen wir mit folgenden Transformationen den Arbeitspunkt auf 0 verschieben:

yit) =yt) =7  Ti(t) = w1 (t) — 2 To(t) = 2o(t) (1) = u(t) — 21

1. Zustandsraumregelung Seite g Frof Dr-Ing.
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Der Reglerentwurf findet dann im transformierten System mit w = 0 statt:

(1) = ( o )z(w - ( X )mt)
j) = (4 0)Z(1)

~T ~ o~
Dieser Reglerentwurf liefert einen Regler & = (k1 k2) .

Die Regelung 1auft dann so ab:
1. Messung der Zustiande x,(¢) und x,(?).

—~

~ 7
2. Berechnung der transformierten Zustinde: 21 (t) = z1(t) — 1 Ta(t) = x2(t).

3. Berechnung der transformierten Stellgrof3e:

ﬂ(t) = Z’E(t) — 751251(15) — Egafg( ) =0 — kl <£IS1( ) — Z) — szg(t)

4. Riicktransformation auf die Original-Stellgrof3e:

21 21 7 -
u(t) = o +(t) = 7 - kq (561( ) — Z) — Teazo(t)
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Einschub: Quadratische Matrix-Formen
Eine quadratische Gleichung in einer Variablen x hat folgende Form:
y=ax’+br+c=zxzax+bxr+c

Dabei bestimmen a, b und ¢ die GroBe des quadratischen, linearen und konstanten Anteils.
Die Steigung und Kriimmung dieser Parabel lassen sich aus der 1. und 2. Ableitung

berechnen:
dy d*y
o ar + b, o a

Im hoher dimensionalen Fall 1st die Variable ein n-dimensionaler Vektor x, und eine
quadratische Gleichung lasst sich wie folgt beschreiben:

y=x'Az+bz+c

Die Steigung existiert in n Raumrichtungen. Daher ist die 1. Ableitung ein n-dimensionaler

Vektor, der sog. Gradient. Die 2. Ableitung kann in allen Richtungskombinationen x;, x;
erfolgen und ist deshalb eine n xn-Matrix, die sog. Hesse-Matrix:

dy d*y
—= =2Axz+D, —= =24
de dz? —
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Positive und negative Definitheit

Im einfachsten 1-dimensionalen Fall ist 5 = ¢ = 0 und die quadratische Funktion entspricht

einer Parabel durch den Ursprung. 3 .

y:axz Y4 a>0 y 4 a<0
Diese Parabel ist nach oben gedftnet fiir a > 0 ‘ 3

und nach unten geoffnet fiir a < 0. L B

Im einfachsten hoher dimensionalen Fall ist 5 = 0, ¢ = 0 und die quadratische Funktion
entspricht einer Hyper-Parabel durch den Ursprung.

y=z Az

Diese Hyper-Parabel ist nach oben gedffnet und hat ein Minimum falls A > 0, d.h. positiv
definit, ist. Sie ist nach unten gedffnet und hat ein Maximum falls A < 0 (negativ definit).

40 105 10 1 0
A‘(o 1)*0 A‘(o.s 1 >>0 A‘(o —1) A‘( 0 —1>*0

/)
Dl

4, {7 '[, l/[/

OO e
WS O
\‘\\“.:“:‘ | 7 ! % X "’I’”’////g//ff////////" /
RN % ; N"’"”’r’f,’%%%’f,’/f/” ‘

‘./_i,//{{{//;{//((/‘.

1 \( “
R
“\‘\\“\‘8\‘

7
T
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Eigenschaften positiv definiter (quadratischer) Matrizen A

* Die Matrix 4 hat vollen Rang, d.h. linear unabhingige Spalten.
« Alle Eigenwerte von 4 sind positiv.

 Fiir jeden Vektor x # 0 gilt x4 x > 0.

« Symbolisch schreibt man ,,4 ist positiv definit” als: A > 0 .

e Fiir A— B > 0 kann man auch schreiben: 4 > B .
Das bedeutet dann: x4 x > xB x fir alle x # 0.

 Alle Matrizen der Form 4 = B”B mit vollem Rang sind symmetrisch und positiv definit.
Sie entstehen z.B. als Kovarianz-Matrizen wie sie auch N
. . . . . _ . T
in der mehrdimensionalen GauBverteilung vorkommen: A = Z (z(i) —z) (z(i) — Z)
.. . . =1 Spalte Zeile
Symmetrie in quadratischen Matrix-Formen

Jede quadratische Matrix-Form kann und sollte konventionsgemal mittels einer
symmetrischen Matrix geschrieben werden:

a b x a bte x
(1 x2) ( e d ) < :z:; ) = azi+(b+c)ziz0+drs = (11 22) ( btc c2i ) ( :1:; )
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Partielle Integration:

1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

b b
/ uwv'dt = uv\z —/ u'vdt
Herleitung: Optimaler linearer Zustandsregler a a
Folgende Verlustfunktion soll minimiert werden: mit u = %u, v = %v

J = /OO [z Qa(t) +ru*(t)] dt  mit wu(t) = — kT x(t)
0

Zunichst berechnen wir den Wert der Verlustfunktion fiir das ungeregelte System, d.h. fiir
u(t)=0:

J = / z(t)' Qu(t)dt = / zled 'Qedly dt = gl Py, mit P = / et Qe dt
0 0 0

Partielle Integration liefert:

P = / ed 1Qedldt — oA 1Q A TeA] / ATeA 10 A YAl gt
- . S 0 _ e J

u [ Uu U u (%

. J\

Y

Vertauschen der Multiplikationsreihenfolge von 47! und e’ liefert:

BZ _QA_l _AT/ eé’l'tgeétdté—l _ _QA_l _ATBA_l
0
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Rechtsmultiplikation mit 4 fiihrt auf die:

Ljapunow-Gleichung: A"P + P A= —Q

Die Ljapunow-Gleichung kann auch fiir die Uberpriifung der Stabilitit verwendet werden. Es
gilt ndmlich folgender Satz:

Stabilitat linearer Systeme nach Ljapunow

Ist O eine beliebige, symmetrische, positiv definite Matrix, dann gibt es fiir die Ljapunow-
Gleichung genau dann eine symmetrische, positiv definite Losung P, wenn die Systemmatrix
A stabil ist, d.h. alle ihre Eigenwerte einen negativen Realteil haben.

Bemerkung: Eine quadratische Matrix P 1st dann positiv definit, wenn fiir jeden beliebigen
Vektor x (ungleich 0) gilt:

' Pz >0
Eine positiv definite Matrix hat nur positive Diagonalelemente und positive Eigenwerte.
Die Gleichung z" Pz beschreibt eine (Hyper)-Parabel mit dem Minimum im Ursprung.
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Jetzt berechnen wir den Wert der Verlustfunktion fiir das geregelte System, d.h. fiir
u(f) =—k'x(t) = - x(t)'k:

- /o z(t)" (Q + ”’“EET) z(t)dt = /o z)TQr(t)dt mit Q=Q +rkk"

Mit den gleichen Umformungen wie zuvor beim ungeregelten System erhélt man

J =) Px,

und die Ljapunow-Gleichung Systemmatrix des geregelten Systems

A'P+PA=-Q mit A=A—pk"
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Um den optimalen Regler zu finden, miissen wir jetzt die Verlustfunktion des geregelten
Systems nach den Reglerparametern &, (Elementen von k”) ableiten und nullsetzen:

aJ T oP .
Ok; -0 Ok; =0
Da diese Gleichung fiir beliebige x, gelten soll, muss die Ableitung von P gleich Null sein:

=0, i=12,...,n

Prof. Dr.-Ing.
Oliver Nelles
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Die letzte Gleichung ist erfiillt, wenn TET — QTB , da dann der erste Term zu Null wird und
der zweite Term ebenfalls wegen (P ist symmetrisch!):

") —rk= (0'P) =PTb=Pb — rk=Pb
(r&")

Somit berechnet sich der optimale Regler mittels:

1
Optimaler Zustandsregler: ET = - QTB

Setzt man den optimalen Regler in die Ljapunow-Gleichung ein, so ergibt sich die

1
Matrix-Riccati-Gleichung: AP+ P A — - Pbb P+ Q=0

Die symmetrische, positiv definite Losung P dieser algebraischen Matrix-Riccati-Gleichung
wird in obige Gleichung fiir den optimalen Regler eingesetzt.

Wir erkennen schon, dass fir den Spezialfall » — o die Matrix-Riccati-Gleichung in die
Ljapunow-Gleichung des ungeregelten Systems libergeht. D.h. fiir unendlich hohe
StellgroBBenbestrafung ist der Regler inaktiv mit & = 0 und daher u(z) = 0.
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Nachtrag: Herleitung der Matrix-Riccati-Gleichung

Ljapunov-Gleichung: ATB +PA=—-Q mitA=A4- bk! und Q =Q+rk k1

Optimaler Regler: k= }QT P bzw. k= 1 Pb
T r
Es gilt also:
(A" —kb")P+P(A—-bk")+Q+71kk' =0
r 1 T 17 1 L 7
(A" =~ Pbb )P+ P(A-b b P)+Q+7_Pb-b'P=0
" Y
T 1 T 1 T 1 T
A P——Pbb P+PA—-—Pbb'P+Q+ _Pbb P=0
r r —
1
A"P+PA—~Pbb'P+Q=0
- 7
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

LQ-Reglerentwurf

Wahl der Matrix zur Bestrafung der
Zustinde QO und des Faktors zur
Bestrafung des Stellaufwands r

Y

Losen der Matrix-Riccati-Gleichung
liefert die Matrix P

Y

Berechnung des optimalen
Zustandsreglers k”
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Neben der algebraischen Riccati-Gleichung, im Englischen oft mit ARE (algebraic Riccati
equation) abgekiirzt gibt es auch die die Riccati-Differentialgleichung, im Englischen oft mit
DRE (differential Riccati equation) abgekiirzt. Bei der DRE tritt anstelle der "0" die
Ableitung der P-Matrix:

ATP() + P(t) A~ ~ P(t)bb"P(t) + Q = (1

Die P-Matrix folgt also einer DGL. Eine solche DRE entsteht, wenn der Zeithorizont im
Integral der Verlustfunktion endlich ist. Dann ergibt sich eine zeitvariante P-Matrix und
damit auch ein zeitvarianter optimaler Regler. Fiir den stationéren Fall ist P(¢)
eingeschwungen und daher £(f) = 0. Dann geht die DRE in die ARE fiiber.
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Wahl der Wichtungsmatrix Q und der Stellgrolenbestrafung r

1. Zustandsraumregelung Seite 1] Frof Dr-Ing.

Das Verhiltnis zwischen den Eintragen in O und » bestimmt die Schnelligkeit der
Regelung. Kleine Werte von » machen die Regelung schneller, erfordern aber auch
groferer StellgroBBen (die auch physikalisch realisierbar sein miissen!). Grof3ere Werte
von r verlangsamen den geschlossenen Regelkreis, schonen aber das Stellglied.

Das Verhiltnis der Eintrdge in Q untereinander bestimmt, welche Zustinde wie schnell
gegen "0" gefahren werden. Im Allgemeinen ist es vollig ausreichend, wenn Q als
Diagonalmatrix gewihlt wird; meist hat man sowieso keine tieferen Einsichten fiir eine
sinnvolle Wahl der anderen Matrixelemente.

0O muss so gewahlt werden, dass (4, Q) beobachtbar 1st (hierfiir ist eigentlich die
Erweiterung des Beobachtbarkeitsbegriffs auf MehrgroBensysteme notwendig). Das ist
leicht zu erreichen, wenn Q als Diagonalmatrix ohne Nullen in der Diagonale gewahlt
wird. Die Beobachtbarkeit stellt sicher, dass wirklich alle Zustdnde in die Verlustfunktion
eingehen. Andernfalls konnte man nicht garantieren, dass alle Zustande auch gegen 0
konvergieren.
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

I
Eigenschaften optimaler Zustandsregler "

* Der Regler ist stabil. /.\

Der Regler hat einen Phasenrand von mindestens 60°: =2\ -1 Re

v

Phasenrand: ¢r > 60°

« Die Eigenwerte des geschlossenen Kreises \; sind im Mittel schneller (haben
betragsméBig den grofBeren Realteil) als die Eigenwerte des offenen Kreises A;:

* Der Regler hat PD, ,-Verhalten.
Die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises ist gegeben durch
Go(s) =k' (sL—A)~"b

und weist einen Poliiberschuss von genau 1 auf! Deshalb gilt hier nicht das
Gleichgewichtstheorem nach Bode und der Phasenrand von 60° bleibt auch fiir hohe
Verstarkungen (» — 0) erhalten.

University

u

of Siegen

&\ utomatic Control

1. Zustandsraumregelung Seite 1o Frof Dr-Ing.
Oliver Nelles



1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Erweiterung auf Mehrgrofiensysteme

Fiir mehr als einen Eingang und Ausgang lauft die Berechnungen des optimalen Reglers
vollig analog. Die Verlustfunktion und die Reglergleichung lauten dann:

J = /Ooo 2T Qa(t) + u(t) Ru(t)| dt mit w(t) = —K z(t)

Die Ljapunow-Gleichung des ungeregelten Systems dndert sich nicht, die des geregelten
Systems wird zu:

A'P+PA=-Q mit A=A-BK ud Q=Q+K'RK

Der optimale Regler berechnet sich aus:

K=R'B'P

Und die Riccati-Gleichung heil3t dann:
A'P+PA-PBR'B'P+Q=0
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Beispiel: Optimale Regelung eines Feder-Masse-Dampfer-Systems

Als Zustande fiir dieses System 1. Ordnung / c

wiahlen wir Weg x; = x und Geschwindigkeit /0—\/\/\/\/— m
x2 = Z. Damit ergeben sich folgende Zustands- ? ._-_o
raumgleichungen: /.
5131—£EQC g 1 ? d y:a:(t) u = F(t)
To=——XT1 — —To + —Uu
m m m
y =1, mi+dr+cx=F

mao +dxo +cxr1 = u
Das entspricht folgenden Matrizen/Vektoren:

a=( L L) ()
¢c'=(10)

Im Folgenden wihlen wir als einfaches Zahlenbeispiel: m = 1kg, c = 1N/m, d = 0,1 Nsec/m.

&\ utomatic Control
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Beispiel: Eigenverhalten des Systems

Ohne duBlere Krafteinwirkung, also fiir 7= 0, schwingt das System von seinem Anfangs-
zustand x; = O0m und x, = 1 m/sec oszillatorisch, schwach gedampft seinem Ruhepunkt im

Ursprung des Zustandsraums bei x; = 0 und x, = 0 entgegen. 0
o-(2)
1 {\322 1 /
osf| I\ 1 0.8[
T v ———
sl [ WY
W
o 20 40 60 80 100 -
Zeit [sec] L2 of @

-0.21

-0.41

Dies ist die Antwort des Systems auf die
gegebenen Anfangsbedingungen. Sie ist
identisch mit der Impulsantwort, wie in

-1

Kapitel 1.9 ausfiihrlich beschrieben wird. -1 05 ; 1 05 1

Pole : —0,05 £+ 70,999

-0.6

-0.81
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Beispiel: Optimale Regelung eines Feder-Masse-Dampfer-Systems

Entwurf eines LQ-Reglers zum Ausregeln der Anfangsbedingungen mit den folgenden

1 0

Gewichtungen () = ( 0 1

) und 7 = 1 liefert den optimalen Regler | (0,414 1,256).

1 1

0.8

Q
v.-% 0.5 osl
.g 0 % 0.4+
N x\Q\ 0.2+
-0.5 To of
2 4 6 8 10 12 14 ol
Zeit [sec] '
1.5 0.4}
-0.6
0 1
% \’ll- -0.8 i
=
&0 0.5 P ‘ ‘ :
T) \ -1 -0.5 0 0.5 1
08, . y . . - - - Pole : —0,678 £10,977
Zeit [sec]
&\ utomatic Control University
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Beispiel: Impuls und Sprung als Fiihrungsgrofe

Ist der Regelkreis schon eingeschwungen, d.h. der Zustandsvektor auf x = 0 gefahren, und
wird durch eine Anderung in der FithrungsgroBe w(¢) angeregt, passiert Folgendes:

Impulsanregung w(f) = &(¢) Sprunganregung w(f) = o(?)
1 ! 1 =Y
'§ 0.5 '§ 0.5 /
Heo! ! Ho ! X
Z OK\ AN z L N
N ,CBK N
03 2 4 6 8 10 12 14 i 2 4 6 8 10 12 14
Zeit [sec] Zeit [sec]
15 15
é) 1\ é 1
A S osf
3 |\ c
a Y N __— a °
-0.5 -0.5
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
Zeit [sec] Zeit [sec]
Theoretisch identisches Ergebnis wie zuvor. Bleibende Regelabweichung (v = x,),
Allerdings geringfligige Abweichungen wegen weil Zustandsregler keinen I-Anteil hat.
endlicher Schrittweite des Integrationsverfahrens. Fiir Abhilfe siche Kapitel 1.8.
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

1 0
Beispiel: Schnellere und langsamere Reglerauslegung Q = ( 0 1 )

1) Schnellere Reglerauslegung (Faktor 10) durch geringere Bestrafung der Stellgrofle
= GroBere Reglerverstirkungen: 7 = 0,1 — k' = (2,317 3,727)
=  @GroBere (aggressivere) StellgroBenwerte Pole: —1,327 / — 2.5
= Mehr Leistungsaufwand, starkere Stellgliedbeanspruchung

=  Weniger Robustheit (kleinerer Phasenrand)

2) Langsamere Reglerauslegung (Faktor 10) durch stirkere Bestrafung der Stellgrofie
= Kleinere Reglerverstirkungen: 7 =10 — k' = (0,059 0,356)
= Kleinere (tragere) StellgroBenwerte Pole : —0,228 + 10,999
=  Weniger Leistungsaufwand, schwichere Stellgliedbeanspruchung

= Mehr Robustheit (grof3erer Phasenrand)

Zum Vergleich: Originalregler: 7 =1 — k" = (0,414 1,256) Pole: —0,678 & 70,977
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1 T T
O 0.5 0.8
z 21
'ag o= 0.6
= X2
N -0.5 0.4}
-1 0.2
0 5 . 10 15 20
1) Zeit [sec] I2 of
4 0.2
o 3
<= -0.4
.8 2
&b \u -0.6
— 1
2 I\
20 -0.8
-1 -1 1 1 1
0 5 10 15 20 -1 -0.5 0 0.5
Zeit [sec] T
1 1 T T
O 05 0.8
E \ ml\ O~
S0 / 0.6
PN
N -05 N 0.4r
a1 0.2}
0 .10 15 20
2) Zeit [sec] Z2 o
4 0.2
0] 3
= -0.4
Heo) 2
=
él) 1 -0.6
Q ;
A o u -0.8
-1 -1 1 1 1
0 5 . 10 15 20 -1 -0.5 0 0.5
Zeit [sec L
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ)

Beispiel: Unterschiedliche Zustandsgewichtungen 7 =1
1) Zustand 1 (Weg) wird starker bestraft

= @GroBeres Verhiltnis der Reglerverstarkungen flir Zustand 1 zu Zustand 2:

10 0
Qz( 0 01) - k' =(2,317 2,078) Pole : —1,089 + 71,460

=  Weg wird schneller gegen 0 gefahren als mit Originalregler.

2) Zustand 2 (Geschwindigkeit) wird starker bestraft

=  GroBeres Verhiltnis der Reglerverstarkungen fiir Zustand 2 zu Zustand 1:

0 10

0,1 0
Q:( ) — kT =(0,049 3,079 Pole : —0,374 / — 2,805

= Geschwindigkeit wird schneller gegen 0 gefahren als mit Originalregler.

= Dies ist schwierig und geht stark auf Kosten der Einregelzeit (ca. 2 X so grof3).

Originalregler: () = ( (1) (1) ) — k' =(0,414 1,256) Pole : —0,678 10,977
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1 T T
3 0.8
"g 0.5
'S T 0.6
3
N 0 \//_-_ 0.4
2 0.2}
-0.5 . " . -
1) Zett [sec] T2 o
‘ -0.2
o 3
= -0.4
:8 2
= L\ 06
Q
A o \ -0.8
-1 -1 1 1 1
0 2 4 6 10 -1 -0.5 0 0.5
Zeit [sec] Z1
1 1 . T
q) -
'8 0.5 0.8
1S 4! 06l
z D —
0
N X9 0.4
- 0.2}
0.5 . y . -
2) Zeit [sec] 29 0
) -0.2
L 3
HO R -0.4
=
o \u 06
— 1 !
CEEERN
N 0 -0.8
7 2 4 6 10 1 05 0 05
Zeit [sec T
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1.5 Zustandsregler durch Optimierung (LQ) MATLAB

Reglerentwurf durch Optimierung

System = ss(A,b,c,d); % Definiere ein System im Zustandsraum

rank (ctrb (System)) % Priife dessen Steuerbarkeit (Ergebnis == n ?)
Q = diag([2 3 10]); % Wichtung fir die Zustande

r =1; % Bestrafung fiir die StellgréBe

k = 1gr(A,b,Q,r); % Optimaler Reglerentwurf nach Matrix-Riccati

Ag = A - b*k;

o°

Systemmatrix des geschlossenen Kreises

eig (Ag) % Eigenwerte des geschlossenen Kreises

Losen einer Ljapunow-Gleichung

P = lyap(A',Q); % Loést: A'*P + P*A = -Q

A\ tomatic Controly © maoreity
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1.6 Beobachter

Probleme bei der Realisierung eines Zustandsreglers:
* Alle Zustinde miissen gemessen werden!
* Man braucht also mindestens n Sensoren. — Aufwandig, teuer, evtl. unzuverléssig.

* Manche Zustinde konnen evtl. gar nicht gemessen werden, weil z.B.: Messort rdumlich
nicht zuginglich oder Umgebungsbedingungen (Temperatur, Druck, Vibrationen,
Schmutz, etc.) zu ,,feindlich” sind.

Wie konnen wir das Konzept des Zustandsreglers retten?
» Beobachtung der Zustande!
* Riickkopplung der beobachteten Zustande anstelle der gemessenen Zustinde.

* Beobachter = virtueller Sensor, d.h. die beobachteten Signale werden wie Messwerte
verwendet, obwohl sie eigentlich (aus anderen Messsignalen) berechnete Grof3en sind.

« Bendtigt ein gutes Modell der Regelstrecke.

A\ tomatic Controly © maoreity
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1.6 Beobachter

Y

Zustandsregler Zustandsregler mit Beobachter
w U Yy w U
2 Regelstrecke — 20 Regelstrecke
44 ’
k" Beobachter
« Regler wird mit dem gemessenen \ i
n-dimensionalen Zustandsvektor k"
gefiittert.
Von Aullen betrachtet ist das ein L | Regler mit U
: : _ » Regelstrecke
Standardregelkreis. Alles was mit y°|__Beobachter

"Zustandsraum" zu tun hat, findet

-

in dem bunten Kasten statt.

» Regler wird mit dem beobachteten n-dimensionalen

— Keine prinzipiellen
Unterschiede zur Betrachtung
mittels Ubertragungsfunktionen.

Zustandsvektor 2 gefiittert.
» ABER: Regler mit Beobachter basiert eigentlich nur

auf der Messung zweier skalarer GroB3en: u und y.

A . University
utomatic Control
. Prof. Dr.-Ing.
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1.6 Beobachter

Struktur eines Beobachters: Voriiberlegungen

Die einfachste und naheliegendste Idee fiir den Aufbau eines Zustandsbeobachters ist die
Simulation der Regelstrecke mit einem Modell:

ﬁ% Storungen <— Wirken nur auf das reale System

Y,
» Regelstrecke < Wahre Zustdnde werden
nicht gemessen!
u
e
Y
dell @

> Mode Z 4 3

£ Zustande konnen aber vom

Modell simuliert werden.

Nachteile dieser Vorgehensweise:

1. Die Anfangswerte Zymiissen zunichst aus den Messsignalen rekonstruiert werden.
— Miihsam aber fiir beobachtbare Systeme moglich (Definition der Beobachtbarkeit).

2. Storungen wirken nur auf das reale System. Die dadurch verursachten Abweichungen
zwischen  und £ werden nie ausgeglichen. — Z entfernt sich immer weiter von 2 .

A\ tomatic Controly © maoreity
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1.6 Beobachter

Der 1. Nachteil ist der entscheidende. Dieser Nachteil i1st in der Struktur der Stmulation
begriindet:

Das Ausgangssignal y wird bei der Simulation (aufler fiir die Rekonstruktion des
Anfangswertes) nicht verwendet! So kann ein ""Auseinanderlaufen' von realer
Regelstrecke und Modell nicht festgestellt und verhindert werden.

Aus dieser Feststellung folgt unmittelbar folgende Idee fiir eine Verbesserung:

Das ""Auseinanderlaufen" von realer Regelstrecke und Modell sollte festgestellt werden,
indem man die Abweichung zwischen deren Ausgingen berechnet:

ey(t) = y(t) — 4(t)
Ein Beobachter sollte so aufgebaut sein, dass diesem Ausgangsfehler entgegen gewirkt
wird. — Prinzip Riickkopplung, analog zum Regelkreis!

Der Ausgangsfehler hat im Wesentlichen zwei Ursachen:
* Storungen, d.h. nicht beeinflussbare GroB3en, die nur auf das reale System wirken.

*  Modellfehler, d.h. Abweichung zwischen dem realen System und dessen Modell.
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1.6 Beobachter

Struktur eines Beobachters

Die Struktur eines Beobachters nutzt das Prinzip eines Regelkreises, namlich die
Riickkopplung, fur die Abgleichung des Ausgangs und der Zustidnde.

ﬁ% lStérungen

Yy
» Regelstrecke
u
R ~
|
i Beobachter

Im Beobachter lauft folgendes ab (bei ausschlieBlich positiven Verstarkungen):

e Ist y >y — ey >0 wird die EingangsgroBe in den Beobachter vergrofert,
um die beobachteten Zustinde und den Beobachterausgang zu erhohen.

o Ist y <y — ey <0 lduft es genau anders herum.
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1.6 Beobachter

Luenberger-Beobachter
Der Beobachter nach Luenberger (1964) erweitert die Idee der Parallelschaltung von
Regelstrecke und Modell genau um diese Riickkopplung.

u(t)

—e—— )

\ 4
S

Beobachter

(t) %_O z(t) —  yt)

Einginge des Beobachters: u, y

A
» e
LA WA

i(t)

Ausgang des Beobachters: &
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1.6 Beobachter

Zustandsgleichungen fiir den Luenberger-Beobachter

Z(t) = AZ(t) + bu(t) + Ley(t)
—— X
§(t) = ¢’ &(t) =y(t) — ()
Der Riickkopplungsvektor [ des Beobachters hat die Dimension # X 1 und entspricht dem
1 x n-Reglervektor &’ des Zustandsreglers.

Um den Einfluss der Zustinde des realen Systems und des Beobachters zu veranschaulichen,
soll die 1. Zustandsgleichung nicht von den Ausgidngen beeinflusst werden, sondern nur von
den Zustinden und dem Eingang. Daher eliminieren wir y(t) = ¢’ z(t) und 4(t) = " Z(t)

z(t) = AZt) +bu(t) +1c" (z(t) — (1))

g(t) = ' i(t)
An dieser Gleichung erkennt man, dass sich die Riickkopplung nur dann bemerkbar macht,
wenn eine Abweichung zwischen realem Zustand Z(t) und beobachtetem Zustand Z(t)
auftritt. Jede groBer diese Abweichung ist, desto stiarker wird Z(¢) gedndert, um diese
Abweichung auszugleichen. Der Riickkopplungsvektor / stellt dabei die Geschwindigkeit
dieses Ausgleichsvorgangs ein (entspricht der Reglerverstarkung).
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1.6 Beobachter

Gleichungen fiir gemeinsames System aus Regelstrecke mit Beobachter

Die Gleichungen fiir die Regelstrecke und den Beobachter konnen bequem als ein "grof3es"
Zustandsraumsystem mit 2n Zustinden (n Zustande fiir die Regelstrecke, n Zustiande fiir den
Beobachter) geschrieben werden.

Fassen wir folgende Zustandsgleichungen zusammen:
Regelstrecke: &(t) = Az(t) + bu(t) y(t) =c' z(t)
Beobachter: () = Lc"z(t) + (A—1c")2(t) + bu(t) g(t) = ¢’ &(t)

Damit ergibt sich folgende Matrix/Vektor-Darstellung:

(E0)- (% ) (5) (1)

")

[~ o

N
Na Ny
N TN
N S
SN N’
N
|
N
S
N
N
[ |8
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1.6 Beobachter

Beobachtergleichungen

Messen konnen wir nur den Eingang # und den Ausgang y, nicht aber die Zustidnde x. Die
Realisierung des Beobachters muss mit den MessgroBen auskommen. Daher nutzen wir
wieder die Beziehung y(t) = ¢’ z(t), um die Zustinde der realen Regelstrecke zu
eliminieren:

Beobachtergleichungen: (t) = (A—1c") 2(t) + bu(t) + Ly(t)

Die Ausgangsgleichung ist nur zur Berechnung des Ausgangsfehlers e, wichtig und wird
sonst nicht weiter benotigt.
Die Beobachtergleichungen bedeuten:

» Der Riickkopplungsvektor / andert die Eigendynamik des Beobachters in einer
dhnlichen Weise wie der Zustandsregler &’ die Eigendynamik der Regelstrecke verdndert.

* Der Entwurf des Beobachters kann analog zum Zustandsregler mittels Polvorgabe oder
Optimierung nach Matrix-Riccati geschehen.

* Der Beobachterentwurf ist das duale Problem zum Reglerentwurf und daher konnen die
bisher gelernten Methoden Verwendung finden!
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1.6 Beobachter

Beobachterfehler

Die Beobachtergleichung kann wie folgt umgeschrieben werden. Fiihren wir den
Beobachterfehler ein, also die Abweichung des beobachteten vom realen Zustandsvektor:

e, (t) = z(t) — Z(t)
Die Anderungsrate dieses Beobachtungsfehlers ist damit:
&, (t) = £(t) — 2(t) = Ax(t) + bu(t) — [AZ() +bu(t) + L (z(t) — 2(¢))]

= (A—1Lc") (z(t) — 2(1))
D.h. der Beobachtungsfehler folgt vollig unabhdngig vom Verlauf der Signale u(t) und y(t)
dieser Differentialgleichung:

Beobachtungsfehler: &, (t) = (4 —1 QT) e, (t)

Der Beobachtungsfehler wird also durch ein nicht steuerbares System beschrieben (wir haben
durch duBlere Signale keinerlei Einfluss auf das Systemverhalten). Wenn die Matrix

A—1c" stabil ist, dann klingt jede Anfangsabweichung €,(0) = 2o — o exponentiell
schnell ab. Das Gleiche gilt fiir impulsartige Stérungen d,0(¢) zu beliebigen Zeitpunkten.
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1.6 Beobachter

Dualitat zwischen Zustandsregler und Beobachter

Fiir den Entwurf eines Beobachters muss der Riickkopplungsvektor / so bestimmt werden,
dass die Systemmatrix des Beobachters

A—1lct

die gewiinschte Dynamik aufweist. Da eine Matrix M und ihre Transponierte M die selben
Eigenwerte haben, konnen wir alternativ auch die Dynamik fiir folgende Matrix bestimmen:

(A—1cT) = AT —¢I”

Vom Entwurf eines Zustandsreglers wissen wir schon, wie man den Reglervektor k&
berechnen kann, um die Dynamik folgender Matrix zu bestimmen:

A-bE"
Die beiden Probleme sind also zueinander dual:
R
Zustandsregler A « AT Beobachter
b «— ¢
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1.6 Beobachter

Konsequenzen der Dualitat

Die Dualitiat zwischen Zustandsregler und Beobachter bedeutet, dass wir jedes Entwurfs-
verfahren fiir Zustandsregler auch fiir den Entwurf von Beobachtern nutzen konnen.

Statt A und b als Eingangsinformation verwenden wir A” und ¢; statt dem Reglervektor k"
erhalten wird den Riickkopplungsvektor des Beobachters /7 als Ergebnis.

Beobachterentwurf

* Optimaler Regler: Beim Entwurf nach Matrix-Riccati muss man nur den oben
beschriebenen Tausch der Matrix und der Vektoren vornehmen.

« Polvorgabe: Die Polvorgabe ist besonders einfach, wenn der Zustandsgleichungen in
Beobachternormalform vorliegen. Der Wechsel ins duale System fiihrt ndmlich von der
Beobachter- in die Regelungsnormalform, wo wir die bereits bekannte Polvorgabeformel
verwenden konnen:

Beobachterriickfithrung: [ = (ng n1 --- np_1) — (a0 a1 -+ Gp_1)

1

Erzeugt das charakteristische Polynom s" + n,—18"" " 4 ... 4 n1s + ng.
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1.6 Beobachter

Wichtige Bemerkungen zum Beobachterentwurf

* Der Entwurf eines Zustandsreglers setzt Steuerbarkeit des Systems (4, b) voraus. Damit
ist klar, dass wegen der Dualitét fiir den Entwurf eines Beobachters die Beobachtbarkeit
des Systems (47, ¢’) voraus gesetzt werden muss.

Es ist auch anschaulich verstidndlich, dass sich alle Zustinde im Ausgangssignal
"bemerkbar" machen miissen, denn nur die Differenz zwischen den Ausgangssignalen ¥
und ¥ wird zuriickgekoppelt. Und aus dieser Differenz soll ja gerade der Abgleich der
einzelnen Zustdnde stattfinden.

* Die Eigenwerte des Beobachters sollten deutlich schneller sein als die dominierenden
Eigenwerte des beobachtbarten Systems. D.h. die Eigenwerte von A — [ c! sollten in der
komplexen Ebene deutlich links der dominierenden (mit groffitem Realteil) Eigenwerte
von 4 liegen.

Mit einer solchen Wahl ist sichergestellt, dass der Beobachterfehler deutlich schneller
abklingt als die Eigendynamik des Systems.

* Im Gegensatz zur realen Regelstrecke ist der Beobachter eine reine Simulation. Daher
miissen wir bei der Wahl der Eigenwerte des Beobachters nicht auf Stellgrof3en-
beschrankungen oder Schonung des Stellglieds oder den Energieverbrauch achten!
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1.6 Beobachter

Beispiel: Optimaler Beobachterentwurf

Als Prozess dient das Feder-Masse-Dampfer-System aus Kapitel 1.5, allerdings stiarker
gedampft mit: m = 1kg, c=1N/m, d = 0,5 Nsec/m. Pole : —0,678 + 70,977

« Anfangsbedingung x,=[2m —1m/sec]’.

* Optimaler Beobachterentwurf m1t Gew1chtungen Q= ( 0 1 ) und 7 =1
liefert die Ruckfithrvektor ,

|::>.
|c-.|
I
LN
4
=
(@)

* Die Beobachterpole, also die Eigenwerte von

2 1

\ZE1 /\ 0 —

p \;\é/

“o0 2 4 6 8 10 “o 2 4 6 8 10

Zeit [sec] Zeit [sec]

Zustand 1
)
Zustand 2

Fehler
/
Fehler

N ’

-0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Zeit [sec Zeit [sec
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1.6 Beobachter

Beispiel: Beobachter beschleunigen durch Reduktion von r

e e e o 2 e T
“ (\1\‘!’: (\(JS\‘:}LSS‘;':S\EdnsBHdn‘oghcheN (a:r’w"mm»‘d“ e e G o T — 0’0]_ _) L — (9’050 10738)
- j Z — f Iy
o
§ 0 37\ - g . ?L‘\\ .
é 1 \v/ g 4 ~_ /
N
“o 2 4 6 8 10 2 2 4 6 8 10
Zeit [sec] Zeit [sec]
2 2 ”
1. 1.
5 " 5"
= |\ =
wos Qo5
LT.‘ 0 \\/ L‘Li 0 \\/—
050 2 4 . 6 8 10 050 2 4 . 6 8 10
Zeit [sec] Zeit [sec]
1 2
o« Na. Nk
3\ e~
@ / z /
==} = -
N T3 N Lo
“o 2 4 6 8 10 2 2 4 . 6 8 10
Zeit [sec] Zeit [sec]
1 0
5 / 54/
<= - = /
5./ 5 .
U—i -2 [/ LT-1
A 2 4 6 8 10 2o 2 4 6 8 10
Zeit |sec| Zeit |sec|
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1.6 Beobachter

Beispiel: Beobachterempfindlichkeit in Bezug auf verrauschtes Ausgangssignal

r = 0,1 -, _ b S sA
=R O\ 5N
¥h)
(= g Yx
g 0 \ // %-C'\ — g . 1\ d M\T/&"M A
ﬁ ! \Nfay/ NS 1 M\cﬁ,‘ﬂ
2 2 4 6 8 10 2 2 4 6 8 10
Zeit [sec] Zeit [sec]
2 2
= =
L0 o
S =
ﬁo\ SN s /N s o N~ A f\J\A AN MM
/ NS I VA A/ VA A AR VARV VAR
o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
Zeit [sec] Zeit [sec]
2 2
"(; NAS _(; 1
g of \ / v\\ﬁg A g 0 \\2 /dﬂq WDWN
2 A\ 2 o Sy p o
N Lo N To
2 “ 2 4 6 8 10 2 2 4 6 8 10
Zeit [sec] Zeit [sec]
1 1
5 ° //\/\\/‘v AN RN 5 0 ’/Jn ~7 Y AW‘AV\/A'N\/V‘ Vo
— Lo
= - = /
WA S
|V =3
-3 4
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Zeit [sec Zeit [sec
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Modell verwendet
1.6 Beobachter realer Prozess in Beobachter

Beispiel: Beobachter bei 10%igen Modellfehlern (mit Sinus-Anregung)
*  Modellfehler B ( 0 )
11

A0 1 (0 (0 1
n 4 und Q: = —1 _075 T 1 ’ B _079 _094 ’
Selbst mit Anregung u(7) = sin wt ist nur ein minimaler Beobachterfehler erkennbar!

)
1<)

Ohne bleibende Anregung féllt der Beobachterfehler exponentiell auf 0 ab.

217, 2
ERLTARRN /N 2\ —
g o / \ g o — ~N—
N - N N N -
X2
-2 -2
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Zeit [sec] Zeit [sec]
2 1
~
0
5 5 [ |
= = .
i 5 /
0 —
\/ 2

) 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Zeit [sec] Zeit [sec]
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Zustandsregler verwendet beobachtete statt gemessene Zustande

o
/

u(t) i(t) L(t) y(t)

|

— A
ey(t) +
Ly 3
. (1
Z(t Y
> b QT—0—>
A
Beobachter
T (t)

Regler
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Gleichungen fiir Zustandsregler mit Beobachter
Nun wird im Regler Z statt Z riickgekoppelt:

t=Ax—bk'i+bw=Az - bk'x+bk'x—bk'i+bw
\_/

Zusammenfassen ergibt: Wird addiert und subtrahiert, um auf die
, T T . gewiinschten Zustinde zu kommen.
T = (A—bk )z+bk (x —2)+bw
H—I
f— QQB

Gemeinsam mit der Beobachtergleichung ¢, = (A —Lc") e, kdnnen wir folgende Zustands-
differentialgleichungen mit 2n Zustédnden (Jeweils n Zustdande in x und e,) aufstellen:

() (48 ) () ()

Aus Kapitel 1.6 wissen wir, dass die 1. Halfte dieses Gleichungssystems, welche den
Beobachterfehler e, beschreibt, nicht steuerbar ist. Und aus Kapitel 1.3 kennen wir obige
Struktur des Gleichungssystem als eine Zerlegung in einen steuerbaren Anteil (Zustands-
vektor x) und einen nicht steuerbaren Anteil (Zustandsvektor e, ).
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Gleichungen fiir gemeinsames System aus geschlossenem Regelkreis mit Beobachter

Wihrend die Gleichungen auf der vorherigen Folie sehr gut fiir die Analyse des Systems
geeignet sind, sollen hier die Gleichungen hergeleitet werden, die direkt auf die Zustande und
geschitzten Zustdnde fithren und daher besser fiir eine Simulation des geschlossenen
Regelkreises mit Beobachter geeignet sind.

Fassen wir folgende Zustandsgleichungen zusammen:
Regelkreis:  &(t) = Az(t) — bk’ Z(t) + bw(t) y(t) = ' z(t)
Beobachter: i(t) = LQT_(t) + (A — QET — LQT) 2(t) + bw(t) y(t) = QTi(t)

) wie

Damit ergibt sich folgende Matrix/Vektor-Darstellung:

(50 )= (@ a1 ) (50)

S~ IS
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Wichtige Fragen

*  Wie beeinflussen die Eigenwerte des Beobachters die Eigenwerte des Regelkreises?

« Kann man den Zustandsregler mit Beobachter genauso entwerfen wie den Zustandsregler
ohne Beobachter (also mit gemessenen Zustdnden)?

» Wie sind die Eigenwerte fiir Regelkreis und Beobachter sinnvoll zu wahlen?

*  Wie beeinflusst der Beobachterfehler die Stabilitdat und die Dynamik des Regelkreises?

Den Schliissel zur Antwort dieser Fragen liefert das

Separationstheorem

Die Eigenwerte des Regelkreises setzen sich aus den Eigenwerten der Matrix A — bk" und
den Eigenwerten der Matrix A — Lc" zusammen. Die erste Matrix beschreibt die Eigenwerte
des Regelkreises mit Zustandsregler ohne Beobachter. Die zweite Matrix beschreibt die
Eigenwerte des Beobachters.
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Der Beweis fiir das Separationstheorem ergibt sich sofort aus der Block-Dreiecks-Struktur
der Systemmatrix der Zustandsdifferentialgleichungen. Diese fiihrt dazu, dass das
charakteristische Polynom der Systemmatrix gleich dem Produkt der charakteristischen
Polynome der beiden Matrizen auf der Hauptdiagonale ist:

et ( sI —A+0bk" bk

o Th e ) e (L A b (oL 44 17)

Konsequenzen des Separationstheorems

» Der Beobachter dndert nichts an den Eigenwerten des Regelkreises mit Zustandsregler

ohne Beobachter. Insbesondere ist die Stabilitidt nicht beriihrt. Dies liegt nicht daran, dass
eine gute Zustandsschitzung & ~ x vorausgesetzt wiirde. Vielmehr ist es in der Struktur
der Gleichungen begriindet und gilt selbst dann, wenn der Beobachterfehler grof3 ist!

* Dennoch hingt die Giite der Regelung natiirlich von der Grof3e des Beobachterfehlers ab.

* Der Regelkreis hat 2n Eigenwerte, n davon werden durch die Zustandsriickfiihrung &
bestimmt, die #» anderen durch die Beobachterriickfiihrung /.

* Der Zustandsregler mit Beobachter kann genau so entworfen werden wie der ohne.
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Wahl der Eigenwerte des Beobachters

* Die Eigenwerte des Beobachters sollten deutlich schneller sein als die dominierenden
Eigenwerte des beobachtbarten, zustandsgeregelten Systems. D.h. die Eigenwerte von
A —lc" sollten in der komplexen Ebene deutlich links der dominierenden (mit grof3tem
Realteil) Eigenwerte von A — bk’ liegen.
Mit einer solchen Wahl ist sichergestellt, dass der Beobachterfehler deutlich schneller
abklingt als die Eigendynamik des geschlossenen Regelkreises. So wird auch
gewahrleistet, dass der Beobachter die Regelgiite nur wenig verschlechtert im Vergleich
zu einem Zustandsregler mit gemessenen Zustinden.

» Als Faustregel macht man den Beobachter ca. 2 bis 6 Mal so schnell wie den
geschlossenen Regelkrelis.

* Die Beobachterdynamik darf nicht beliebig schnell gemacht werden! Zwar spielen
Einschrankungen durch StellgroBenbeschrinkungen, Schonung des Stellglieds, Sparen
von Energie, usw. keine Rolle, weil der Beobachter ein rein simuliertes System ist. Aber
es muss ein Kompromiss zwischen schneller Beobachterdynamik (Wunsch: [ grof3)
einerseits und Rauschempfindlichkeit (Wunsch: [ klein) gefunden werden. Je starker y(¢)
verrauscht ist, desto vorsichtiger (also langsamer) sollte man den Beobachter einstellen.
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Zustandsregler mit Beobachter im Frequenzbereich

Die Fiihrungsiibertragungsfunktion w — y eines Regelkreises mit Zustandsregler mit
Beobachter ist gegeben durch:

Gu(s) =c"(sI—A+bk")"'b

Es spielt fur die Fihrungsiibertragungsfunktion keine Rolle, ob wir einen Beobachter
verwenden, um die Zustande zu rekonstruieren, oder die Zustiande direkt messen!

Mathematisch erklart sich dieses erstaunliche Ergebnis damit, dass die » Zustande des
Beobachterfehlers e (#) nicht steuerbar sind, d.h. sie sind von w(#) nicht beeinflussbar:

( i((tt)) ) _ ( A_QMT AQ_&;T ) ( é((tt)) )+ ( S )w(t)

Obwohl der geschlossene Regelkreis 2n Pole hat, die sich aus den jeweils n Eigenwerten der
Matrizen A — bk’ und A —Ic" zusammensetzen, tauchen in der Fiihrungsiibertragungs-

funktion nur die Eigenwerte von A — b k" auf,

D.h. die Eigenwerte des Beobachters, also der Matrix 4 — lQT, werden weggekiirzt!
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Warum taucht der Beobachter nicht in der Fithrungsiibertragungsfunktion auf?

Eine weitere anschauliche Erklirung liefert folgende Uberlegung: Bei der Berechnung von
Ubertragungsfunktionen kommt es nur auf den partikuliren Teil der Losung der DGL an, d.h.
den Teil der durch das Eingangssignal (hier w(¢)) verursacht wird. Der homogene Teil der
Losung, welcher das Abklingen der Anfangswerte beschreibt, wird nicht berticksichtigt. Man
nimmt an, der Anfangswert sei schon abgeklungen. Dies bedeutet fiir die Beobachter-
gleichung, dass e (0) = 0, also Zy = Zy, angenommen wird.

Das ist in der Praxis natiirlich nicht der Fall. Die Dynamik mit der ein anfanglicher
Beobachterfehler e (0) = 0 abklingt, wird durch die Beobachterdynamik mitbestimmt. Daher
beeinflusst die Wahl der Beobachterpole in der Realitét selbstverstiandlich die Giite der
Regelung.

Man muss sich auch klarmachen, dass in der Realitidt der Beobachterfehler nicht
ausschlieBlich durch den Anfangswert bestimmt ist. Vielmehr werden durch Storungen und
Modellfehler staindig neue Abweichungen zwischen dem wahren Zustandsvektor und dem
beobachteten Zustandsvektor hervorgerufen. All dies ist in den Gleichungen nicht
berticksichtigt.
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Zustandsregler mit Beobachter als Standardregelkreis

Man kann zeigen, dass ein Regelkreis mit Zustandsregler mit Beobachter durch folgende
Blockschaltbilder dargestellt werden kann:

W (s) Apfs) Gs(s) Y (s) W(s)| Ap(s) |[W(s) B(s)
C(s) B(s) C(s)

Y (s)

A 4

Gs(s)

A 4

B(s) |,

Apfs) | Eigenwerte des Beobachters
kiirzen sich raus

D.h. er lasst sich als Standardregelkreis mit dynamischem Vorfilter (Vorsteuerung) darstellen.
Ob wir mit den obigen Ubertragungsfunktionen rechnen oder der Zustandsraum-darstellung
ist nur fiir den Entwurf, die Analyse und die Implementierung interessant; aus Sicht der
Regelstrecke ist das vollig egal. Die Polynome lassen sich recht einfach berechnen:

Ap(s) = det (Si — A+ QT) (char. Polynom des Beobachters)
C’( 3) — det (3 I—-—A+b ET + 1 QT) (char. Polynom des Beobachters im geregelten Kreis)

B(s) 7\ !
C(s) ) !

=ET(sl—A+bET+L

o
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Verbindung zum Kalman-Filter

Ein Kalman-Filter, von Kalman 1960 entwickelt, ist auch ein Zustandsbeobachter. Bei der
Herleitung des Kalman-Filters geht man im Vergleich zum Luenberger-Beobachter von einer
anderen, ndmlich stochastischen, Beschreibungen der Signale und der Verlustfunktion aus:

E(t) = A(t) + bu(t) + e(t)
y(t) = Ta(t) + v(t) ™ Prozessrauschen mit Kovarianzmatrix O = E{e(t) e(t)”}

Messrauschen mit Varianz r = E{v*(t)}

Man geht also davon aus, der Zustandsvektor x sei durch ein Prozessrauschen und der
Ausgang y durch ein Messrauschen gestort. Die Stiarke dieser Rauschsignale wird durch die
Kovarianzmatrix Q bzw. die Varianz r bestimmt. Des Weiteren werden Annahmen tiber die
Natur dieser Zufallsprozesse gemacht. So nimmt man an, sie folgen einer Gaufschen
Wahrscheinlichkeitsverteilung und sind statistisch unabhangig.

Es wird nun der Filter bzw. Beobachter (die Begriffe sind hier synonym zu verstehen)
gesucht, der den Erwartungswert des quadratischen Fehlers zwischen dem realem
Zustandsvektor  und dem geschitzten (beobachtetem) Zustandsvektor Z moglichst klein

macht:
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

E{efe} >min. mite=xz—2

Als stationdre Losung (also flir t — o) dieses Problems ergeben sich die selben Gleichungen

wie fiir den Luenberger-Beobachter entworfen nach Matrix-Riccati! Die mathematischen

Losungen sind zwar gleich, aber sie konnen/miissen anders interpretiert werden:

Kalman-Filter

Messrauschen ist grof3: Ausgangssignal y
ist nicht zuverlassig, weil stark verrauscht.
— Mache Riickkopplung schwach (/ klein).

Prozessrauschen ist grofs: Geschitzte Zu-
stinde sind stark gestort, d.h. weichen stark
von den realen Zustinden ab. — Mache
Riickkopplung grof3, um geschitzte Zustande
schnell den realen anzugleichen (/ grof3).

1. Zustandsraumregelung

Optimaler Luenberger-Beobachter

Stellgrofienbestrafung r ist grof3: Grof3e
StellgroBen fiithren zu hohen Bestrafungen in
der Verlustfunktion. — Mache Stellgrof3en
klein, d.h. mache [ klein.

Beobachterfehlerbestrafung Q ist grofs: Die
Abweichung zwischen realen und beobacht-
barten Zustdnden wird stark bestraft.

— Mache Riickfiihrungsvektor / grof3, damit
die Dynamik des Beobachters schnell wird
und sich daher der Beobachtungsfehler
schnell der Null nihert.
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Die Interpretation von Q und r sind vollig verschieden, aber die Auswirkungen sind die
selben.

* Der Luenberger-Beobachter entworfen nach Matrix-Riccati erzielt einen Kompromiss
zwischen den Bestrafungen Q und r.

* Der Kalman-Filter erzielt einen Kompromiss zwischen der Zuverlassigkeit des
Messsignals y (je zuverlassiger, desto starker die Riickfithrung /) und der Genauigkeit des

geschitzten Zustandsvektors Z (je genauer, d.h. ndher an x, desto schwécher die
Riickfiihrung /).

Interpretation des Prozess- und Messrauschens

Die beiden Zufallsprozesse sollen nicht notwendigerweise wirkliches Rauschen nachbilden.
Stattdessen will man mit ihnen die Zuverlissigkeit oder Genauigkeit modellieren, mit der ein
Signal zu erhalten ist.

* Das Messrauschen modelliert das wirkliche Rauschen auf dem Signal y aber z.B. auch
Fehler im Sensor.

» Das Prozessrauschen modelliert Ungenauigkeiten im Modell (4, b, ¢).
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Zeitvariantes Kalman-Filter

Das eigentlich Innovative am Kalman-Filter war, dass man nicht nur die stationar (fiir t — o)
optimale Losung berechnen konnte (die aquivalent zum Luenberger-Beobachter ist), sondern
auch die zu jedem Zeitpunkt optimale Losung. Sie erfordert eine zeitvariante Riickfiihrung:

[ = [(t). Diese Losung ist dual zu dem zeitvarianten Zustandsregler, der in Kapitel 1.5 im
Zusammenhang mit der Riccati-Differentialgleichung besprochen wurde.

Wenn alle Randbedingungen iiber die Zeit gleich bleiben, schwingt /(¢) sehr schnell auf
seinen stationdren Endwert /(# — o0) ein, der identisch mit der 4quivalenten Luenberger-
Beobachter-Riickfiihrung ist. Besonderen Vorteil bietet der Kalman-Filter daher nur, wenn
oft von einem unbekannten Anfangswert gestartet werden muss, so dass dieser
Einschwingvorgang stindig vorkommt oder wenn sich bestimmte Randbedingungen tiber die
Zeit verandern. Dies konnten z.B. die Starke des Rauschens sein oder es konnte sich um
einen zeitvarianten Prozess handeln. Solch zeitvariantes Verhalten kann der Kalman-Filter
berticksichtigen und zu jedem Zeitpunkt die optimale Riickfiihrung berechnen.

Einen Zustandsregler mit Kalman-Filter als Beobachter nennt man oft LQG von
"linear quadratic Gaussian'', wobei sich letzteres auf die Verteilungsannahme der
Zufallsprozesse bei der Herleitung des Kalman-Filters bezieht.
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Reduzierter Beobachter

Ein Beobachter, so wie wir ithn bisher kennen, rekonstruiert » Zustinde. Oft ist aber der
Ausgang y gleich oder proportional zu einem Zustand, z.B. in der Regelungsnormalform, in
der die Ausgangsgleichung lautet:

y(t) =(o 0 - 0)z(t) — y(t)="bow1(?)

AuBerdem kommt es vor, dass einige weitere Zustdnde gemessen werden und andere nicht.
Mit dem Beobachter, den wir bisher kennen gelernt haben, werden aber immer alle Zustinde
rekonstruiert, auch diejenigen, die gemessen werden konnen. Das ist unnotig aufwandig und
verschenkt Qualitit, da vorhandene Informationen nicht genutzt werden.

Einen Beobachter, der diesen Nachteil vermeidet und nur die nicht messbaren Zustdnde
rekonstruiert nennt man reduzierten Beobachter. Auf eine Herleitung und Angabe der
Gleichungen des reduzierten Beobachters verzichten wir hier, siche Kapitel 8.4 in [Lunze 2].
Die Grundidee der Herleitung ist, alle messbaren Zustinde in dem Ausgangsvektor y(¢) zu
sammeln und diese Zustinde durch die korrespondierenden gemessenen Elemente in y(¢) zu
ersetzen. Dann entsteht ein Beobachter mit n— Zustinden, wenn » die Anzahl der messbaren
Zustande ist.
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1.7 Zustandsregler mit Beobachter (LOG)

Robustheit des Zustandsreglers mit Beobachter

Der Zustandsregler mit Beobachter wurde in den 60er und 70er Jahren sehr erfolgreich
eingesetzt, insbesondere in der Luft- und Raumfahrt. Gerade die leichte Erweiterbarkeit auf
Mehrgroflensysteme und die natiirliche Integration linearer Modelle spielten dabei eine
wichtige Rolle.

Zunehmend gab es aber Misserfolge aus dem Bereich der verfahrentechnischen Industrie.

Dort sind genaue Modelle meist nicht verfligbar. Die Prozesse sind nichtlinear, teilweise mit
verteilten Parametern und oft nicht genau verstanden und modellierbar. Man muss generell mit
groben, stark vereinfachten Modellen leben. Hier erwies sich der Zustandsregler mit
Beobachter als nicht sonderlich robust in Bezug auf die Modellfehler.

Im Jahre 1978 zeigt J. Doyle in seinem bahnbrechenden Aufsatz "Guaranteed Margins for
LQG Regulators" mit dem Abstract "There are none!", dass Zustandsregler mit Beobachter
beliebig unrobust sein konnen, d.h. im ungiinstigsten Extremfall schon bei1 kleinsten
Modellfehlern instabil werden konnen. Das steht im krassen Gegensatz zum Zustandsregler
mit gemessenen Zustanden (LQ), der ja mindestens 60° Phasenreserve aufweist.

Diese Enttiuschung l6ste den Boom der robusten Regelungstheorie in den 80-90er Jahren aus.
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1.8 Folgeregelung (Tracking)

Vermeidung einer bleibenden Regelabweichung bei Fihrungsgrofienspriingen

Bisher haben wir uns nur mit der Ausregelung von Anfangswerten x, des Zustandsvektors
beschiftigt. Es wurde angenommen, dass die Fithrungsgrofle w(z) = 0 ist bzw. w(¢) = konst.
und durch eine einfache Transformation auf Null gebracht werden kann.

Nun wollen wir das Problem der Festwertregelung (regulation) auf das Problem der
Folgeregelung (tracking) erweitern. Eine Minimalforderung ist dabei das Vermeiden einer
bleibenden Regelabweichung bei Spriingen der Fithrungsgrole w. Wie wir aus

Kapitel 10.2 von MRT I wissen, konnen wir dies auf 2 Arten gewahrleisten:

1. Statischer Vorfilter.
2. I-Anteil im Regler oder Strecke.

Der 1. Weg vermeidet die bleibende Regelabweichung mit Hilfe einer Steuerung. Dies wirkt
sich nicht auf die Dynamik, insbesondere auch nicht auf die Stabilitit, des Regelkreises aus,
ist aber empfindlich gegeniiber Modellfehlern und Storungen.

Der 1. Weg ist robust gegeniiber Modellfehlern und Storungen (d.h. selbst dann wird meist
eine bleibende Regelabweichung vermieden), senkt aber die Phase des offenen Regelkreises
um 90° ab, was destabilisierend wirkt.
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1.8 Folgeregelung (Tracking)

Statisches Vorfilter Vorfilter

Ein statisches Vorfilter skaliert einfach w m u Y
N N — — Regelstrecke

die Fiihrungsgrofle, so dass bei einem x

Sprung von w(t) keine bleibende Regel- . kE\llaI‘ |

abweichung entsteht. ' Beobachter

Die Ubertragungsfunktion von w nach y ist: N

Gu(s)=c"(sL— A+bk") 'bv k7 44_

Dies gilt unabhdngig davon ob wir mit oder
ohne Beobachter regeln. Zur Vermeidung bleibender Regelabweichungen fordern wir eine
Verstarkung (s — 0) der Fiihrungsiibertragungsfunktion von 1:

1

A+ ) ho=1 — |v=
e bE)T T(—A+bEN)1b

In allen Gleichungen miissen wir nun w(#) durch vw(z) ersetzen. Um das Fiihrungsverhalten
weiter zu verbessern, kann v durch eine Ubertragungsfunktion V(s) mit Verstirkung v ersetzt
werden, die gewlinschte dynamische Eigenschaften hat, s. Vorsteuerung/Vorfilter in MRT 1.
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1.8 Folgeregelung (Tracking)

PI-Zustandsregelung (ohne Beobachter)

In folgendem Blockschaltbild wurde ad hoc ein Integrator eingebaut, der die Regel-
abweichung aufintegriert. So wird es moglich eine konstante Stellgrof3e u(¢) zu erzeugen,
auch wenn die Regelabweichung gleich Null ist.

Der zusétzliche Integrator macht die Einfiihrung eines zuséatzlichen Zustandes x,,
erforderlich. Der Parameter K, = 1/7 ist der zugehorige Integrationsbeiwert.

Regler Strecke ﬁ%
SUEo . EEN T GUAAN ) SR ORI <IN —
— 14
I —
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1.8 Folgeregelung (Tracking)

Gleichungen fiir PI-Zustandsregler

Zunichst die Gleichungen ohne die Zustandsriickfiihrung:

t=Az+bu -
. T y=c x
Tpil1=W—Y=wW—C X

Zusammengefasst zu einem n+1-dimensionalen Zustandsvektor:

GE)-( A ) GE ) (8)e (1)

ﬁ_J ~ v \ J ——

~ ' Nt
& A 7 b f
T 14
~T
C
Das fiihrt auf folgendes Gleichungssystem:
I=AZ+bu+ zu
T~
y=cz
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1.8 Folgeregelung (Tracking)

Die Stellgrofe berechnet sich zu:

T x

g

~T

Einsetzen dieser Reglergleichung fiihrt auf:

53 ~ o~ L~ T~
zz(A—bE)eriw y=cz

Eine Verwendung der "Schlange"-Gro3en ("~") statt der normalen in den Standardformeln
fiir Polvorgabe oder LQ-Entwurf nach Matrix-Riccati liefert n+1 Reglerparameter, wovon der

letzte der Starke des I-Anteils entspricht: k,,, = —K,.

Eine Verwendung der "Schlange"-Groflen liefert auch unmittelbar die Gleichungen fiir einen

Zustandregler mit Beobachter.

Eine solche Vorgehensweise hat neben vielen anderen Moglichkeiten, einen I-Anteil in die

Zustandsregelung einzubringen, den Vorteil, dass sich die bekannten Entwurfsverfahren
direkt nutzen lassen und keine Reglerparameter "von Hand" eingestellt werden miissen.

1. Zustandsraumregelung
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1.9 Fuhrungs- und Storgrofienmodelle

Modellierung verschiedener Signaltypen

Die Gewichtsfunktion g(¢) eines linearen dynamischen Systems G(s) charakterisiert alle seine
Eigenschaften. Die Gewichtsfunktion gibt die homogene Losung der DGL des Systems an,
also wie es auf eine bestimmte Anfangsbedingung antwortet. Sie beschreibt ebenfalls die
partikuldre Losung auf einen Delta-Impuls &(t) als Eingangssignal.

Fiir ein System 1. Ordnung konnen wir das im Blockschaltbild so darstellen:

Anfangsbedingung = 0 Anfangsbedingung = d,,
d,o(1) dynamisches System d, g(?) 0 dynamisches System d, g(?)
mit Gewichtsfunktion g(z) mit Gewichtsfunktion g(z)

Wir konnen also bestimmte Signalklassen (Impulse, Spriinge, Rampen, Sinus-Funktionen mit
einer bestimmten Frequenz, etc. ) mit Hilfe eines dynamischen Systeme charakterisieren, das
die entsprechende Gewichtsfunktion besitzt.
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1.9 Fuhrungs- und Storgrofienmodelle

Aquivalenz zwischen Ausregelung einer Impuls-Fiithrungsgrofie und Anfangsbedingung

Allgemein gilt:

t 0+
z(t) = e+ / oA Tpu(r)dr — z(0) = iﬁ/
0

0+
e 2Thu(T)dT = o+ / Ib5(7)dr

Fiir einen Dirac-Impuls als Eingang u(t) = &(t) gilt daher: z(0) =zo+0

D.h. ein System reagiert auf einen Dirac-Impuls als Eingangssignal genauso wie auf eine
Anfangsbedingung x,=5!

Gleiches gilt fiir einen Prozess ugo
Regelkreis. Die beiden  w(t) u(t) z(t) z(t) 1 ()
. »O » b / c —
folgenden Szenarien ¥_
sind dquivalent:
— 14
w(t) =0(t) und z, =20
x(t
oder kT z(t)
w(t) =0 und zy,="> Regler
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1.9 Fuhrungs- und Storgrofienmodelle

"Inneres Modell"-Prinzip

Von dem "Inneren Modell"-Prinzip wissen wir, dass die Regelgrofie einer Fiihrungsgrofie
asymptotisch (d.h. fiir # — o) fehlerfre1 folgt bzw. eine derartige Ausgangsstorung
asymptotisch unterdriickt, wenn im offenen Regelkreis G(s) eine Ubertragungsfunktion
enthalten ist, die mit der Signalklasse der Fiihrungsgrofle bzw. Ausgangsstorung

korrespondiert.

Typische Signalklassen sind: Zeitsignal Inneres Modell in G(s)
Delta-Impuls o(?) 1

Sprung o(t) 1/s

Rampe to(t) 1/s?

Sinus- oder Cosinus-Schwingung sin(wyt) o(t) 1/(s?>+ w,?)

der Frequenz w, cos(wyt) o(t) 1/(s?>+ w,?)

Zeitliche Verschiebungen und verschiedene Amplituden spielen dabei keine Rolle. Es kommt
nur auf die Signalform an (deshalb konnen auch sin- und cos-Signale gleich behandelt

werden).
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1.9 Fuhrungs- und Storgrofienmodelle

Signalklassenmodell im Zustandsraum

Man kann die inneren Modelle von der Ubertragungsfunktionsform in den Zustandsraum
transformieren. Dabei verwendet man Modelle ohne Eingang u, deren Ausgang sich autonom
aus den Anfangsbedingungen entwickelt. Diese Modelle sind daher auch nicht steuerbar.
Normalerweise sind diese Modelle grenzstabil oder instabil, da sonst die Anfangs-
bedingungen exponentiell gegen Null abklingen wiirden (keine sehr typische Signalklasse).

Signalklasse Sprung:
Ein Integrator wird im Zustandsraum durch folgendes System 1. Ordnung beschrieben:
z1 =0 mit .CL‘1(O) = dp

y==a

Signalklasse Rampe:

Ein Doppelintegrator wird im Zustandsraum durch dieses System 1. Ordnung beschrieben:
T1 = T2 mit xq (O) = dy

T1 =To =0 mit $2(0):0

y==a
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1.9 Fuhrungs- und Storgrofienmodelle

In Matrix/Vektor-Schreibweise ist das:

(2)-(0o)(n) = (20)-(7)
y = (1 0)(2)

Signalklasse Sinus/Cosinus-Schwingung mit Frequenz w,:

In Kapitel 1.2 wurde erklart wie die reelle Block-Diagonalform fiir konjugiert komplexe Pole

aussieht. Damit erhalten wir:
) = ( Cf)o ) — Cosinus

() =( 20 (o) e (2

L1 . X1 (0) 0 '
— (1 0 _
Y ( ) ( T ) oder mit ( 332(0) ) ( do — Sinus
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1.9 Fuhrungs- und Storgrofienmodelle

Fiithrungs- und Storgrofienmodell

Diese, eine bestimmte Signalklasse beschreibende, Zustandsraummodelle konnen in die
"normalen" Zustandsraumgleichungen, welche die Regelstrecke (evtl. mit Zustandsregler und

evtl. mit Beobachter) beschreiben, integriert werden.

Wenn wir also z.B. FithrungsgroBBen in Rampenform erwarten, dann setzen wir das
entsprechende Zustandssystem zur "virtuellen" Generierung der Fiihrungsgrof3en ein:

Jo
/

Cw Regelstrecke

Aw Beobachter

Fiihrungsgroffenmodell
kT

Analog kann man beim Storgro3enmodell vorgehen.
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1.9 Fuhrungs- und Storgrofienmodelle

Durch die Integration eines Fithrungs- oder StorgroBenmodells erweitert sich der
Zustandsvektor, z.B.:

o (a)

Entsprechendes gilt fiir einen evtl. Beobachter.

Auf dieses Weise enthilt dann der offene Regelkreis das innere Modell des entsprechenden
Signals und kann es nach dem "Inneren Modell"-Prinzip ausregeln.

Diese Vorgehensweise wurde auch in Kapitel 1.8 beim Herleiten des PI-Zustandsreglers
verfolgt, wo ein zusatzlicher Zustand den I-Anteil repriasentiert. Den gleichen Regelkreis mit
[-Anteil hiatte man auch erhalten, wenn man anstelle des manuellen Hinzufiigens des
Integrators, ein Fiihrungs- oder Storgrofenmodell mit Signalklasse "Sprung" integriert hitte.
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2.1 Zeitdiskrete Systeme

Digitale Regelung

Mit dem Begriff "Digitale Regelung" bezeichnet man die Regelung zeitabgetasteter Systeme.
Synonym werden auch die Begriffe zeitdiskrete Regelung oder Abtastregelung verwendet.

Hauptvorteile der digitalen gegeniiber der analogen Regelung
» Realisierung in Software statt Hardware ist kostengiinstiger und flexibler.

» GroBerer Funktionsumfang kann realisiert werden (komplexere Regelalgorithmen,
Identifikation, Adaption, Uberwachung, Diagnose, Lernfihigkeiten, ...).

Aus diesen Griinden sind heute fast nur noch digitale Regler im Einsatz. Die Behandlung
digitaler Regelsysteme unterscheidet sich von den analogen wie folgt:

« Differenzengleichungen statt Differentialgleichungen. Summen statt Integralen.
Differenzen statt Ableitungen.

e Z-Transformation statt Laplace-Transformation.
* Andere Stabilitatskriterien. Einfachere Behandlung von Totzeiten. Einfachere Simulation.

* Ganz neue Moglichkeiten (Deadbeat-Regler) und Einschriankungen (Abtasttheorem).
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2.1 Zeitdiskrete Systeme

Digitale oder analoge Regelung?

Beispiel: Stromregler fiir elektrische angesteuerte Ventile in einem elektronischen Motor-
oder Getriebesteuergerdit fiir Pkws

Analoge Realisierung

* Regler wird mit Operationsverstiarkern, Widerstinden und Kondensatoren als Hardware
auf der Platine des Steuergerits realisiert.

» Baueile und Platz auf der Platine kosten eine bestimmte Summe pro gebautem
Steuergerat. — Stiickzahlabhdngige Kosten.

* Hohe Regelgiite, da kein Informationsverlust durch Abtastung.
» Fir beliebig schnelle Prozesse geeignet (keine Rechenleistung notwendig).
*  Nur fiir einfache Reglerstrukturen (wie PID) sinnvoll.

» Reglerstruktur und Reglerparameter konnen nach Abschluss des Hardware-Designs nicht
mehr verandert werden. — Friihzeitige Festlegung, wenig zeitliche Flexibilitit.

«  Kein Update ohne Austausch (oder Anderung) der Hardware moglich.
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2.1 Zeitdiskrete Systeme

Digitale Realisierung

« Regler wird in Software realisiert; typischerweise in C programmiert.

* Einmalig fillt ein Entwicklungsaufwand an; Hardwareaufwand entsteht nicht
(vorausgesetzt es ist noch geniigend Rechenleistung des Mikrocontrollers frei).
Entwicklungsaufwand kann evtl. auf mehrere Projekte umgelegt werden— Fixkosten.

» Benotigte Rechenleistung steigt linear mit der Abtastfrequenz an.

* Beliebig komplexe Reglerstrukturen konnen leicht realisiert werden. Auch beliebige
Nichtlinearititen lassen sich umsetzen.

*  Reglerstruktur lasst sich durch Umprogrammieren dndern.

*  Reglerparameter lassen sich durch Kalibration, d.h. auch nach Freigabe der Hard- und
Software des Steuergerites ganz kurzfristig (auch noch in der Fertigung) dndern.
— Sehr groBe zeitliche Flexibilitit (Anderung am Ende erhohen allerdings das Risiko).

* Updates lassen sich leicht durchfiihren, sowohl wiahrend der Fertigung ab einer
bestimmten Seriennummer als auch (im Notfall) als Riickruf. — Geringe Kosten.

» Verschiedene Varianten fiir verschiedene Baureihen lassen sich leicht erzeugen.
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2.1 Zeitdiskrete Systeme / Digitale Regelung
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2.1 Zeitdiskrete Systeme
Abkiirzung: u(k) = u(kT,)

Analog/Digital- und Digital/Analog-Wandlung y(k) = y(kT)
A/D-Wandlung
: . . Sensor U 0}0 LU A/D ulkTy) Computer

* Abtastzeit 7, liegt zwischen 0

usec (Signalverarbeitung) \ N

und Stunden (thermisch, u(?) (1) u(kT,)

biologische Prozesse) / 10 Je°°°°
« Amplitudenauflosung , || : 0 R

von 8, 12 oder 16 Bit. t t t
D/A-Wandlung kT #({ v

_ Computer VKT, » D/A 0 > HaltegliedL

» Computer rechnet mit

zeitdiskreten Folgen.

« Halteglied 0. Ordnung (KTo) . * e . YD) W)
erzeugt stiickweise . N

konstante Signale.
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2.2 Differenzengleichungen

Beziehung zwischen Differential- und Differenzengleichungen

Der Computer verarbeitet Signalfolgen, die zeitsynchron mit der Abtastzeit 7|, abgetastet
werden. Aus der Eingangsfolge u(k) berechnet der Computer die Ausgangsfolge y(k).

y(k) +ary(k—1)+ ...+ apy(k —n) = bou(k) + byu(k — 1) 4+ ... + bppyu(k — m)

Beispiele fiir die zeitkontinuierliche und zeitdiskrete Beschreibung dynamischer Systeme:

zeitkontinuierlich zeitdiskret
nicht

P y(t) = Ku(?) y(k) = Ku(k) sprungfihig!

. - -~ /
pT,  Y(t) +a1y(t) = bou(?) y(k) +ary(k —1) = bru(k —1)
P, (0) +ari(t) + azii(t) = bou(t)  y(k)+ dry(k — 1) + aoy(k —2) = bru(k — 1)
D y(t) = Kpu(t) y(k) = bo(u(k) — u(k — 1))

t ~
L uO =K [ u(rr y(k) = y(k — 1) + byu(k — 1)
0
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2.3 Digitaler Regelkreis

Aufbau eines digitalen Regelkreises

T Regler

Analoger Regelkreis

u(t)

Strecke

\ 4

Digitaler Regelkreis

sl

sl

o,

w(t e(t e(k k u(t y(t)
L’f_(—% oo ( )= A/D » Regler » D/A u )= Halteglied )= Strecke T»
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2.3 Digitaler Regelkreis

Aufbau eines digitalen Regelkreises

Alternativ kann die Fithrungsgrof8e auch im Computer direkt erzeugt werden
und der Soll/Istwert-Vergleich wird im Digitalen durchgefiihrt:

— Regler >

Computer

Der Regler ist ein Computerprogramm, welches die Folge der Stellgro3en ausrechnet, z.B.
fiir einen I-Regler:

u(k) =ulk — 1)+ Ke(k)

Bei integralwirkenden Stellgliedern berechnet man so die Anderung der StellgroBe:
Au(k) = Ke(k)

mit Au(k) = u(k) — u(k — 1). Dies wird als Geschwindigkeitsalgorithmus bezeichnet.
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2.3 Digitaler Regelkreis

Regler — Stellglied — Strecke

e(k)

Regler

R D/A-Wandler
mit Halteglied

Regler erzeugt eine Signalfolge

\ 4

Stellglied Strecke

Z.B. ein I-Regler mit Verstarkung 1 berechnet aus der Regelabweichung e(k) und der alten
Stellgrofle u(k-1) die neue StellgroBe u(k):

u(k) = u(k — 1) + e(k)

Diese Signalfolge muss ins Analoge gewandelt werden. Ublicherweise verwendet man dafiir
ein Halteglied 0. Ordnung, d.h. die zeitdiskreten Werte werden fiir einen Abtastschritt

konstant gehalten.

Aus der Folge:

wird das kontinuierliche Zeitsignal: «(0), (1), u(2),u(3),...

2. Digitale Regelung
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2.3 Digitaler Regelkreis

u(t)t u(1)

u(3)

0 To 2T, 3T, 4T, t

Dieses Signal lésst sich aus Rechtecken zusammensetzen: u(t) =

u(0)[o(t) —o(t —To)] +u(l)[o(t — Ty) — o(t — 2Ty)] + u(2)[o(t — 2Tp) — o(t — 3Tp)] + - ..

0‘<t — TO) O'(t — 2T0)

1 1 — 1

Hvy
@F‘y
\V)
53
@FV

T() TO 2T0 TO
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2.3 Digitaler Regelkreis

Regler erzeugt eine Signalfolge

Im Laplace-Bereich ist dies:

1 1 1 1
U(s) = u(0) | = — Z¢ Tos 1) | Ze~Tos _ ~ o—2T0s 9 —2Tos _ = ,—3Tos
() = u( )L o ] + u( )Le o + u(2) o e +
1_6—T08

Halteglied 0. Ordnung

1 — B_TOS OO

— —kﬁToS
k=0 /\ ,\
Abtastwerte Totzeiten kT,
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2.3 Digitaler Regelkreis

Beispiel: P-Regler mit PT,-Glied w ¢ | Regler Y Strecke Y
Zeitkontinuierlicher Fall: | a T
P-Regler: u(t) = Kre(t)

PT,-Strecke: T'9(t) + y(t) = u(t)

Geschlossener Regelkreis: T'4(t) + y(t) = Krlw(t) — y(t)]

\ 4

T Kgr

K100 Tolt) = el

— TG(t) + (Kp + 1)y(t) = Kpuw(t) —

Der geschlossene Regelkreis hat also auch PT,-Verhalten. Und zwar mit einer Zeitkonstanten
von T/(Kg+1), die umso kleiner wird, je groBBer die Reglerverstarkung ist und einer
Verstarkung von K,/(Kp+1), die umso weniger von 1 abweicht (also eine umso kleinere
bleibende Regelabweichung aufweist), je grofler K ist.

Der geschlossene Regelkreis ist strukturstabil, d.h. K, kann gegen unendlich gehen und die
Stabilitat ist (theoretisch) nicht gefahrdet. (Mit Hilfe der Laplace-Transformation hitten wir
das schneller herleiten konnen. Aber da wir die z-Transformation als deren zeitdiskretes
Aquivalent noch nicht kennen, beschriinken wir uns hier auf den Zeitbereich.)
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2.3 Digitaler Regelkreis

Beispiel: P-Regler mit PT,-Glied - i
Zeitdiskreter Fall:

P-Regler: u(k) = Kre(k)

PT,-Strecke: y(k) + a1y(k — 1) = biu(k — 1)
Geschlossener Regelkreis: y(k) + a1y(k — 1) = bi Kglw(k — 1) — y(k — 1)]

— y(k) = —(Cll -+ blKR)y(k — 1) -+ blKRw(k — 1)

A\ J
Y

= a1. Muss betragsmafig < 1 sein, damit Stabilitit gesichert ist!

Firw=0 gilt: y(k) = a1y(k — 1
irw =0 gilt: y(k) = a1y( ) Der geschlossene Regelkreis ist stabil fiir:

y(1) = a1y(0) 14+ a4 l—aq
3 9 = < Kr <
y(2) = ar1y(1) = ajy(0) by by
: Im Gegensatz zum analogen Regelkreis, ist
y(k) = &}fy(O) der digitale Regelkreis nicht strukturstabil!

Dieser Ausdruck strebt nur gegen 0, wenn |G| < 1 ist.
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2.4 Digitaler PID-Regler PID: u(t) = Kp (e(t) 4 Ti /0 e(T)dr + TD%e(t)>

I
Zeitdiskretisierung des PID-Reglers

Es gibt viele Moglichkeiten, ein zeitkontinuierliches System in ein zeitdiskretes System
umzuwandeln. Am einfachsten ist die Approximation mittels Differenzenquotienten. Eine
solche Approximation hat aber den schwerwiegenden Nachteil, dass sie nur fiir sehr kleine
Abtastzeiten eine gute Naherung darstellt:

Approximation mittels Differenzenquotienten (nur fiir sehr kleine 7))

P-Anteil: u(k) = Kpe(k)

k
D-Anteil: u(k) = TDe(k) _;o(k — u(k) = % Z e(i — 1)
i=1
k—1

Fantet: (k) = u(k— 1) + 7e(l— 1) uk—1) = 23 e - 1)

PID-Regler: u(k) = u(k — 1)+ Kp (1 + %) e(k) + Kp (— - —) e(k — 1)
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2.4 Digitaler PID-Regler

Ubliche Variante des digitalen PID-Reglers

Die obigen Naherungen werden sehr schlecht, wenn die Abtastzeit nicht sehr kein gegeniiber
den relevanten Prozesszeitkonstanten gewahlt wird. Darliber hinaus ist nicht gewahrleistet,
dass stabile Prozesse nach dieser Approximation auch im Zeitdiskreten stabil sind. Eine
wesentlich bessere Variante nutzt die Trapezregel zur Integration:

Trapezregel fiir den I-Anteil:

k—1
u(k) = Lo (6(0) + e(i) + e(k))

Ty 2 - 2

1

Dieses Vorgehen ist gleichbedeutend mit der Anwendung der bilinearen Transformation
oder Tustin-Transformation von der Laplace-Transformation zur z-Transformation:

2 z—1 21— z71
S = _—
TQZ—I—l T()l—l—z_l
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2.4 Digitaler PID-Regler

Digitaler PID-Regler (mit Trapezregel):

TO Ip TO Tp Tp
q0 P( +2TI+T0> q1 KP( 1+ 2 ) q2 KpToe(k‘ 2)

Die 3 Parameter des digitalen PID-Reglers ¢,, ¢, und g, konnen, wie im obigen Kasten
angegeben, zu den Parametern des analogen PID-Reglers in Beziehung gesetzt werden. Das
ist wichtig, wenn man einen analogen in einen digitalen Regler umwandeln mochte oder die
Interpretation in Form eines P-, I- und D-Anteils benotigt. Generell wird dieses Vorgehen nur
empfohlen, wenn die Abtastzeit um den Faktor 10 kleiner ist als die dominierende
Prozesszeitkonstante.

Ansonsten konnen die 3 Parameter ¢, ¢, und ¢, auch als unabhéngige Werte gesehen werden
und direkt durch beliebige Reglerentwurfsverfahren bestimmt werden.
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2.5 Faltungssumme

Faltungsintegral und Faltungssumme

zeitkontinuierlich zeitdiskret
Fo(0 Tok)
u(t) \ (1) uk) [ o y(h)
> —+—t . 0.,
14 k
! k
) = [ gt~ Pyu(rydr (k) = 3" glk — iJu(i
0 i=0
t k
= /g(’r)u(t — 7)dT = Zg(l)u(k — 1)
i=0
0
» Die Gewichtsfunktion g(7) enthélt alle » Die Gewichtsfunktion g(k) enthélt alle
Informationen tliber das lineare System. Informationen tiber das lineare System.

* Leichter rechnet es sich im Frequenzbereich * Leichter rechnet es sich im Frequenzbereich
mit der Laplace-Transformierten G(s). mit der z-Transformierten G(z).
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2.5 Faltungssumme

Eigenschaften der Faltungssumme

* Ausgeschrieben liest sich die Faltungssumme wie folgt:
y(k) = g(kF)u(0) + g(k — Du(l) + ... + g(L)u(k — 1) + g(0)u(k)

*  Wie im Zeitkontinuierlichen ist die Gewichtsfunktion identisch mit der Systemantwort
auf einen (zeitdiskreten) Dirac-Impuls am Eingang u(k) = &(k):

u(0)=1,u(1)=0,u2)=0, ... — yk)=gk).

* Nur fiir sprungfahige Systeme existiert g(0). Im Normalfall gilt also g(0) = 0.

« Hat die Gewichtsfunktion die Lange /+1, ist also endlich, d.h. alle g(i) = 0 fiir i > /, dann
hat das System eine endliche Impulsanwort (finite impulse response, FIR). Man
spricht dann auch davon, dass y(k) ein gleitender Mittelwert (moving average, MA) ist.

« Ist die Gewichtsfunktion unendlich lang, dann hat das System eine unendliche
Impulsantwort (infinite impulse response, IIR). Ahnlich wie im Zeitkontinuierlichen
kann dann der Ausgang aber tiber eine endliche Gleichung aus vergangenen (im
Zeitkontinuierlichen: abgeleiteten) Ausgangswerten berechnet werden:

y(k) = —a1y(k —1) — ... —any(k —n) + bou(k) + byu(k — 1) + ...+ bpyu(k —m)
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N N N

2.6 Abtasttheorem und Aliasing Rad steht
scheinbar!

Abtastung zeitkontinuierlicher Signal

Jeder hat schon einmal drehende Speichenrdder einer losfahrenden Kutsche im Film gesehen.
Zuerst siecht man das Rad beschleunigen. Ab einer gewissen Drehzahl scheint das Rad
plotzlich seine Drehrichtung zu @ndern und schnell riickwaérts zu drehen (obwohl die Kutsche
weiter beschleunigt). Dann scheint das Rad immer langsamer zu werden bis es sogar stehen
bleibt. Das ist ein offensichtlicher Widerspruch zur immer schneller fahrenden Kutsche.

Diese komischen Effekte werden durch das sog. Aliasing verursacht und treten bei allen
abgetasteten Systemen auf. Offensichtlich gibt es Probleme, wenn wir Signale abtasten,
deren Frequenz in den Bereich der Abtastfrequenz kommt. Der Film spielt dabei die Rolle
des Abtasters mit einer Bildwiederholrate bzw. Abtastfrequenz von f, = 25 Hz.

Was passiert, wenn wir ein Signal der Frequenz f= 1 Hz mit f, = 1 Hz abtasten?

4 5 6

W -

t [saec]
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2.6 Abtasttheorem und Aliasing

Aliasing
Offensichtlich geht die Schwingung komplett verloren. Wir erhalten ein Signal der Frequenz
null (einen Gleichwert). Diese Tatsache ist unabhingig von der Phasenlage des Abtasters

(nur die Hohe des Gleichwertes hingt davon ab). Zur Illustration noch ein paar weitere
Beispiele mit f= 0.9 Hz, 0.7 Hz, 0.5 Hz und 0.3 Hz und jeweils f, = 1 Hz.

f=09Hz f=0.7Hz

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
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2.6 Abtasttheorem und Aliasing

Abtasttheorem

Aus den Beispielen der vorangegangenen Seite erkennen wir empirisch, dass wir mindestens
mit der doppelten Signalfrequenz abtasten miissen (f = 0.5 Hz, f, = 1 Hz), um das Signal nach
der Abtastung noch richtig wiedergeben zu konnen. Reale Signale bestehen aus einem
Gemisch vieler Frequenzen. Dann bezieht sich die Forderung nach der doppelten
Abtastfrequenz auf den Signalanteil mit der hochsten Frequenz f.

max-*

Shannonsches Abtasttheorem

Das Signal x(7) soll abgetastet werden. Die hochste Frequenzkomponente von x(?) sei f,

max-*

Dann muss die Abtastfrequenz mindestens doppelt so gro3 gewahlt werden, wie die hochste
Frequenzkomponente von x(?):

fO > 2fmax

Ist dies nicht gewéhrleistet, kommt es zu Aliasing, d.h. die Frequenzkomponenten mit
f >'2f, werden in den Bereich niedrigerer Frequenzen gespiegelt. Auf diese Weise konnen
hochfrequente Storsignale grol3en Schaden anrichten und niederfrequente Nutzsignale
tiberlagern.

In der Praxis wahlt man ca. f,=5...10f_

ax
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2.6 Abtasttheorem und Aliasing

Veranschaulichung des Abtasttheorems und des Aliasing-Effekts

Wenn das Abtasttheorem eingehalten wird, kann das Originalsignal aus dem abgetasteten
Signal rekonstruiert werden, d.h. es findet durch die Abtastung kein Informationsverlust statt.
In Realitét sind aber die meisten Signale nicht bandbegrenzt, haben also gar keine Kompo-
nente maximaler Frequenz /. bzw. f_.. = . Vielmehr sind in vielen typischen Signalen

(Spriinge, Rampen, Rechtecke, ...) alle Frequenzen von 0 bis unendlich enthalten. Solche
Signale lassen sich daher aus dem abgetasteten Signal nicht perfekt rekonstruieren.

A

z1(1) X1 (i) |

v
v

A A

2(t) [ Xa(iw)]

v
v
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2.6 Abtasttheorem und Aliasing

Veranschaulichung des Abtasttheorems und des Aliasing-Effekts

Spektrum des kontinuierlichen Signals

X (iw)]
bandbegrenztes
/ Signal
0 Wmax w

Spektrum des abgetasteten Signals wo = 2wnax

Spektrum des abgetasteten Signals wy > 2wmax

I

1
—Wmax 0 Wmax f wo \ w

wo -+ Wmax

Wo — Wmax

»

Spektrum des abgetasteten Signals wy < 2w ax

A iwTo A iwTy
Xs(e™7)] [ Xs(e™7)]
N N N
/7 N\ /7 N\ /7 N\
/ \ / \ / \
/ \ / \ / \
/ \ / \ / \
/ \ / \ /
Vi l A . Vi A .
4 I e T 1
—Wmax 0 Wmax W0 \ w —Wmax 0 fwma.x wo \ W
/
Wo — Wmax W0 T Wmax WO — Wmax W0 T Wmax
2 D' R l R l - utomatic Control University
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2.6 Abtasttheorem und Aliasing

Aliasing bei der Abtastung einer Sinus-Schwingung mit Kreisfrequenz w,

wo > 2wq wo < 2wq
X (iw)] TIX (iw)|

4 4 4 4 P4 4

1o I I I

| | | |

| | | |
; L : | ' > | - . | L,
—wo w1 0 w1 wy wo W —wy —Wi 0 Wowi  Wo S w
Wi — Wo 9 w1 + wo w1 — Wo B w1 + wWo

Jede Signalkomponente der Frequenz w, wird durch das Abtasten an folgende Frequenzen
gespiegelt:
wi=wi +lwg mitl=...,—-2,—-1,0,1,2,...

Solange w, im roten Bereich bleibt, also das Abtasttheorem nicht verletzt, liegen die
gespiegelten Komponenten aullerhalb des roten Bereichs (linkes Bild).

Sobald w, den roten Bereich verlisst, wandert eine gespiegelte Komponente hinein und
verursacht Aliasing (rechtes Bild)!

Wandert w, bis w,, so entsteht eine Alias-Komponente bei w = 0 (stehendes Speichenrad).
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2.6 Abtasttheorem und Aliasing

Anti-Aliasing-Filter

Um Aliasing zu verhindern, muss das analoge Signal vor der Abtastung mit einem Anti-
Aliasing-Filter gefiltert werden. Dieses Filter ist notwendigerweise ein analoges Filter, denn
nach dem Abtasten kann das Aliasing nicht mehr riickgdngig gemacht werden.
Typischerweise werden sehr steile Filter mit einer Grenzfrequenz bei w, eingesetzt, um die
niederfrequenten Signalanteile moglichst wenig zu verzerren aber alle Frequenzen oberhalb
von o, sehr stark zu dampfen.

t t
y(k) Halteglied ul )¢ Strecke y()

k
> Computer u(k)

» A/D

» D/A

\ 4

A

Anti-Aliasing-Filter

Mit einem Trick kann auch ein digitales Anti-Aliasing-Filter eingesetzt werden. Dazu muss
zundchst mit viel hoherer als der geplanten Abtastrate abgetastet werden, z.B. mit 8w,
(8-fach Oversampling). Die Frequenz muss so hoch sein, dass dort keine signifikanten
Signalkomponenten mehr existieren. Die gespiegelten Frequenzen liegen dann weit
aullerhalb des Bereichs |w| < wy/1. Danach wird digital gefiltert und downgesamplet.
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2.6 Abtasttheorem und Aliasing

Aliasing in der Bildverarbeitung

Die Signalverarbeitung taucht nicht nur im Zusammenhang mit zeitlichen Signalen auf. Auch
fir raumliche Signale wie z.B. Bilder (2-dim. rdumliche Signale) gelten die selben Gesetze.
So wie man zeitliche Signale filtern kann, ist Gleiches auch mit raumlichen Signalen
moglich. In der Bildverarbeitung tritt deshalb ebenfalls der Aliasing-Effekt auf. Eine hohe
(riumliche) Frequenz entspricht einer dichten Abfolge von abwechselnd hellen und dunklen
Punkten. Wenn bei der Reduzierung der Auflosung (entspricht der Abtastung) kein Anti-

Aliasing-Filter verwendet wird,

spiegeln die hohen Frequenzen Ohne Anti-Aliasing Mit Anti-Aliasing

in die niederfrequenten Bereiche ” ~ WA ad
"

und storen das Bild. Ahnliches PP VY
kennt man vom Fernsehen, wenn ;

jemand Kleidung mit kleinem Karo-

muster tragt. In der Bildverarbeitung e
nennt man dies Moiré-Effekt. ‘
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3. Kurzubersicht:
Zeitdiskrete Systeme
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Inhalt Kapitel 2

3. Zeitdiskrete Signale und Systeme
3.1 Zeitdiskrete Signale
3.2 Differenzengleichungen
3.3 Z-Transformation
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3.1 Zeitdiskrete Signale

Aquidistante Abtastung eines zeitkontinuierlichen Signals mit Abtastzeit 7, 0
1.2 T T T T T T T T T T \ \ \ \

Al i

0.8

0.6

u(t) o4t

0.2

_ | | | | | | | | | | | | | |
%35 12 o 6 3 o0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
kontinuierliche Zeit ¢ [sec]

k= ..,-2,-1,0, 1, 2, 3, .
Abtastung zu den oo () =
Abtastzeitpunkten ¢ = kT, Folge: {u(k)} _{ 0,0,0,0.26, 0.45, 0.59, ---}
12T0 :.3 sec
1+ _—.__".___i
0.8 (2) e b
u(k) 823‘ u(l) i
0.2 u(=1) u(0)--* B
-t ---0----0----¢---¢ |
o ,

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

diskrete Zeit k
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J- Paul Dirac, 1902-1984

(www.wikepedia.orqg)

'
Leopold Kronecker, 1823-1891 |

(www.wikepedia.orqg)

3.1 Zeitdiskrete Signale

Einheitsimpuls und Einheitssprung

Der zeitdiskrete Einheitsimpuls (Kronecker-Delta) ist mit Hohe 1 hingegen unterschiedlich
zum zeitkontinuierlichen Dirac-Impuls (Hohe o) definiert. Daher kann der Einheitsimpuls im
Zeitdiskreten tatsdachlich in der Praxis realisiert werden und stellt keinen, nur theoretischen
Grenzfall dar. Wird ein zeitdiskreter Einheitsimpuls auf einen D/A-Wandler mit Halteglied
gegeben, so ist seine Lange und damit die darin enthaltene Energie proportional zu 7,

ok (k) 1 Flache = Energie = 7,
1 D/A-Wandler 1 /

— >

mit Halteglied

1 | 1 | | | >
I I

2-10123 45k 2T, 0 T, 3T, 57,1

Der zeitdiskrete Einheitssprung entspricht einfach dem abgetasteten zeitkontinuierlichen
Einheitssprung. Wihrend des 1. Abtastschrittes sind o (k) und 0k (k) identisch!

o(k)
14 o o o o o Beziehung: o (k) =o(k) —o(k —1)
. d . o(t)—o(t —Tp)
s D0t = —o(t) = ]
DM I Das entspricht (1) prd (t) o T,
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3.1 Zeitdiskrete Signale Riickwirtsverschiebung: M) [ 9(k) =u(k 1),
Zeitlicher Verschiebe-Operator Vorwirtsverschicbung: u(k) P y(k) =u(k+1) .
‘ i < 0: 14 Schritte Verzogerung
2" =< i=0: keine Verschiebung
t > 0: 1 Schritte Pradiktion
1.2
033: .———*""""'—"—."_-i lu(k)
0.6 u2) o i
u(k) gt ”(1) o7 - 2
. o ks : [tk = 1)
-0 (ZT | | | | | | | | | | | | |
5 4 3 =2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 B
diskrete Zeit £
u(k — 2)
Verzogerung um 2 Schritte: 2_21 y(k) = u(k-2)
1.2 . | =
" e
0.8 ,.,———*""—"* 7 lu(k)
0.6 N -
(k) 0.4 2 Abtast- e | 2
0.2/ schrltte _ )
OT———+———0————0————&———0 ———————— y(3) M(l) - lu(k_Q)
0% 4 3 2 a1 0 1 é & 5 6 7 8 10
diskrete Zelt k
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3.1 Zeitdiskrete Signale

Up-Sampling und Down-Sampling
Wenn die Abtastfrequenz eines bereits abgetasteten, d.h. zeitdiskreten Signals verdandert
werden soll, dann werden folgende Operationen benétigt:

u
*  Down-Sampling: Reduktion der Abtastfrequenz um den Faktor M. ( M >
k k
»  Up-Sampling: Erh6hung der Abtastfrequenz um den Faktor M. u(k) >t M y(k) >

Diese Operationen werden z.B. benotigt, um unterschiedlich schnell abgetastete Signale auf
eine gemeinsame Abtastzeit zu synchronisieren oder um fiir versehentlich bzw.
vorsichtshalber (um Informationsverlust zu vermeiden) zu schnell abgetastete Signale den
Speicherbedarf zu reduzieren und die numerischen Eigenschaften zu verbessern.

y(k)[ o o y(k) = u(kM)

(k)
u(k] W i (k/M) k=0,+M,=2M X
012 3 k% y(k)={u B Rl e ’

y

'. . “(%) 0 sonst
s Y(#) y““)[ : ’ ’
0123456 k o
T S S S ST R S G S
012345678 910111213 k
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3.1 Zeitdiskrete Signale

Aliasing beim Down-Sampling

Beim Abtasten eines zeitkontinuierlichen Signals kommt es zu Aliasing, wenn die Abtast-
frequenz f, nicht mindestens 2 Mal groB3er ist als die hochste Signalfrequenz f, .. Dasselbe
gilt auch fiir das Down-Sampling eines zeitdiskreten Signals! Vor dem Down-Sampling
mussen daher alle Frequenzen groB3er als f,/2 mit einem Anti-Aliasing-Filter herausgefiltert
werden. Dieses Anti-Aliasing-Filter ist hierbei

ein digitales Filter (siche Kapitel 4)! 2_fach T = 2msec  £™W = 500 Hz

| > 2 °

Down-Sampling 1}

To = lmsec  fo = 1000 Hz o y(k)o 1
2 : : : : : : : : : P& At Aliasins! 1
&~ 1aSINg.
1, | 0“0‘85\0% _2 1 1 1 L 1 1 |g 1 1
N\ 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
u(k)O - k
17 Ly 2
e,

Y Y S AN 1 f
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 «S’JO
k & y(k)o/v\/
I cin |
u(k) = sin(27 - 20¢) + sin(27 - 350¢) & Aliasing!

_2 1 1 1 1 1 1 1
neu 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
\ > f, é )/ 2 k
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3.2 Differenzengleichungen

DGL — Differenzengleichung

Fir kleine Abtastzeiten 7, — 0 kann jede DGL nidherungsweise diskretisiert werden, indem
man die Ableitungen durch Differenzenquotienten ersetzt:
x(t) — z(t — Tp) z(t) —x(t —Tp) x(t) —2x(t — To) + x(t — 2T1pH)
x(t) = , T(t) ~ = 5 e
T() TO TO

Diese Néherungsmethode weiBt fiir 7, > 0 erhebliche Nachteile auf. Fiir einen Uberblick
iber alternative Methoden siehe Kapitel 4. Aus einer DGL n. Ordnung (m < n)

y(t) +a19(t) +azfi(t) + . . .+ any ™ (t) = bou(t) +b1a(t) + baii(t) + . . .+ bu™ (1)
wird so eine Differenzengleichungen ebenfalls n. Ordnung:
y(k)+a1y(k—1)+asy(k—2)+...+any(k—n) = bou(k)+biu(k—1)+bou(k—2)+. . .+bpu(k—m)
Wihrend die Simulation eines zeitkontinuierlichen Systems die Integration der DGL

erfordert, ldsst sich ein zeitdiskretes System ganz einfach durch Auflésen der Differenzen-
gleichung nach y(k) simulieren, wenn man die n vergangenen Ein- und Ausgangswerte kennt:

y(k) = bou(k)+bru(k—1)+bou(k—2)+. . .+bpu(k—m)—ar1y(k—1)—aoy(k—2)—...—any(k—n)
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3.2 Differenzengleichungen

Moving Average (MA) System

Der Ausgang berechnet sich aus einer gewichteten Mittelung des verzogerten
Eingangssignals:

y(k) = bou(k) + bru(k — 1) + bou(k —2) + ... + b,u(k — m)

Ein solches System wird auch als FIR (finite impulse response) charakterisiert, da es eine auf
exakt null abfallende Impulsantwort (Gewichtsfunktion) aufweist.

Autoregressive (AR) System

Der Ausgang berechnet sich aus einer gewichteten Mittelung des verzogerten
Ausgangssignals:

y(k) = —ary(k —1) —asy(k —2) — ... —ay(k — n)

Ein solches System weist eine IIR (infinite impulse response), d.h. eine unendliche
Impulsantwort (Gewichtsfunktion) auf.

Moving Average Autoregressive (ARMA) System

Hierbei kommen sowohl MA- als auch AR-Terme vor. Dies stellt die allgemeinste
Beschreibungsform dar und weist natiirlich ebenfalls eine IIR auf.
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3.2 Differenzengleichungen

Homogene Losung: Simulation fir u(k) =0

Wenn der Eingang u(k) = 0 ist, hdangt der Zeitverlauf nur von den Anfangswerten ab. Als
einfaches Beispiel betrachten wir eine Differenzengleichung erster Ordnung mit 5, = 0:

y(k) = bou(k) —a1y(k — 1)

Wenn die Anfangsbedingung y(—1) bekannt ist, kann der Zeitverlauf der Ausgangsgrofle y(k)
fiir alle k& berechnet werden:

k=0: y(0) =bou(0) —ary(—1) = —a1y(-1) Stabil: la,| <1
k=12 y(1) = bou(1) — a1y(0) = —ary(0) = (—ar)y(-1)  |Imsebil a1

5 Grenzstabil: |a,| =1
k=2:y(2)=bou(2) —ary(l) = —ar1y(1) = (—a1)” y(-1)

ke (k) = bou(k) — ary(k — 1) = —ary(k — 1) = (=) y(<1)

Fiir Differenzengleichungen n. Ordnung mit » > 1 lauft die Berechnung entsprechend,
allerdings werden dann die n» Anfangsbedingungen y(-1), y(-2), ..., ¥(—n) benotigt, weil y(k)
von y(k—1), y(k-2), ..., y(k—n) abhangt.
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3.2 Differenzengleichungen

Stabilitat einer Differenzengleichung I. Ordnung

An der obigen homogenen Losung lassen sich leicht folgende 3 Falle unterscheiden:

1 — G————————————— 1.2
®
0.9 ] 7 ] 1 ©¢ © © © o o o o o o
0.8 1 6 o |
0-7 (] o Ll b .
odl ° stabil 5 instabil ¢ ] 08 grenzstabil
0.5 . 4 . 0.6
0.4 ® 3 ° f
0.3 [ J o » o Y | 0.4t
0.2 ., L e ° 0.2
o1t a, =-0.8 ° Ta =-12 | a,=-1
% 1 2 3 45 6 7 8 9 10 % 1 2 3 45 6 7 8 9 10 % 1 2 3 45 6 7 8 9 10
k k k

Sollte a, > 0 sein, ergeben sich alternierende (zwischen positiv und negativ springende)
Zeitverldufe, zu denen keine Entsprechung bei den zeitkontinuierlichen Systemen existiert:

1 8 ,

0.8 . 6 . . o | 1t e ° ° ° °
0.6 ° stabil . instabil , | grenzstabil

0.4 . o 0.5

0.2 ¢ . . 2l o ° 1
oa; =0.8 . ! of ota, =1

-0.2 ° 1 2 ° j

0.4 . ¢ 4 ¢ . | -0.5

-0.6 °

-0.8 -6 a, = 1.2 ;. -1 ° ° ° ° °
o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 % 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

k k k
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3.2 Differenzengleichungen u(k) = o (k) = { 1 k=0

0 sonst

Impulsantwort

Fiir u(k) = 6 (k) ergibt sich fiir den Ausgang y(k) die Impulsantwort, die wie im Zeit-
kontinuierlichen, mit der Gewichtsfolge g(k) identisch ist. Wir nehmen der Einfachheit
halber an, dass alle Anfangsbedingungen = 0 sind und somit die homogene Losung wegfallt.
Als einfaches Beispiel betrachten wir eine Differenzengleichung erster Ordnung mit b, = 0:

y(k) = bou(k) — a1y(k — 1)

Wenn die Anfangsbedingung y(—1) = 0 ist, kann der Zeitverlauf der Ausgangsgrof3e y(k) fiir
alle £ wie folgt berechnet werden:

k=0: y(0)=bou(0) — ary(—1) = bo
k=1: y(1) =bou(l) — a1y(0) = —a1bo
k=21 y(2) = bou(2) — ary(1) = (—a1)” bo

ke y(k) = (—a1)" bo

Es ergibt sich also ein qualitativ dhnlicher zeitlicher Verlauf wie bei der homogenen Losung.
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3.2 Differenzengleichungen u(k) = o(k) = { 1 k>0

Sprungantwort

Fiir u(k) = o(k) ergibt sich fiir den Ausgang y(k) die Sprungantwort. Wir nehmen wieder der
Einfachheit halber an, dass alle Anfangsbedingungen = 0 sind und somit die homogene

Losung wegfillt. Als einfaches Beispiel betrachten wir wieder eine Differenzengleichung
erster Ordnung mit b, = 0:

y(k) = bou(k) — a1y(k — 1)

Wenn die Anfangsbedingung y(—1) = 0 ist, kann der Zeitverlauf der Ausgangsgrof3e y(k) fiir
alle £ wie folgt berechnet werden:

k=0: y(0) =0bou(0) —ary(—1) = bg (identisch mit Impulsantwort)
k=1: y(1) =bou(l) — a1y(0) = by — a1bg = by (1 — a1)
k=21 y(2) = bou(2) — a1y(1) = bo — arbo(l — a1) = bo (1 — ay + af)

. k
k y(l{}) — bg (]. —al + a% — ... (—al)k) — bg Z (—al)i
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3.2 Differenzengleichungen

Beziehungen zwischen Impuls- und Sprungantwort
Erinnerung: Im Zeitkontinuierlichen galten zwischen der Impulsantwort g(7) und der

Sprungantwort /(¢) die Beziehungen:

i(t) = %O'(t) — g(t) = %h(t) o(t) :/0 §(r)dr — h(t):/o g(T)dr

Aus den zuvor berechneten zeitdiskreten Impuls- und Sprungfolgen ergeben sich im
Zeitdiskreten vergleichbare Zusammenhinge:

S(k) = o(k) — ok —1) — g(k) = h(k) — h(k — 1)

k k

o(k) =Y ox(k—1i) — h(k)=> g(k—1i)

1=0 1=0

D.h. Differenzen ersetzen die Ableitungen, Summen ersetzen die Integrale. Im Zeitdiskreten
lasst sich also wesentlich leichter rechnen als im Zeitkontinuierlichen, insbesondere mit Hilfe
eines Computers. Die Anzahl der Summanden steigt allerdings mit der Simulationszeit & an!
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3.2 Differenzengleichungen

Faltungssumme

Die Gewichtsfolge (Impulsantwort) kennzeichnet alle Eigenschaften eines linearen,
zeitdiskreten, dynamischen Systems, genauso wie die Gewichtfunktion dies fiir
zeitkontinuierliche Systeme tut. Die Systemantwort auf ein beliebiges Eingangssignal u()
lasst sich fiir zeitkontinuierliche System mit Hilfe des Faltungsintegrals bestimmen:

y(t) = / " glryut —r)dr = / " gt — Tyu(r)dr ul) "o 120

— 00 — 00

Im Zeitdiskreten ldsst sich entsprechend die Antwort auf jedes beliebige Eingangssignal u(k)
mit Hilfe der Faltungssumme bestimmen:

y(k) = Y g@u(k—i)= > g(k—i)u(i)

1=—00 1=—00

uh) [~ 12

Wir setzten normalerweise voraus, dass u(k) = 0 fiir £ < 0; dann muss die erste Summe nur
bis i = k und die zweite Summe erst ab i = 0 laufen. Ist zudem das System kausal, d.h.

g(k) =0 fiir £ <0, dann muss die erste Summe erst ab i = 0 und die zweite Summe nur bis
i = k laufen.
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3.2 Differenzengleichungen

Faltungssumme (vereinfacht)

Mit diesen Vereinfachungen ergibt sich fiir die erste Formulierung der Faltungssumme:
k
y(k) = g()u(k —i) = g(0)u(k) + g(L)u(k — 1) + ... + g(k)u(0)
i=0
In der zweiten Formulierung der Faltungssumme ist die Reihenfolge umgekehrt:

k
y(k) = Zg(k —)u(i) = g(k)u(0) + g(k — Du(1) + ... + g(0)u(k)

Offensichtlich sind beide Formulierungen identisch!

Die Faltungssumme ist, insbesondere mit Computer-Hilfe, wesentlich einfach zu berechnen
als das Faltungsintegral.

ACHTUNG: Mit fortschreitender Simulationszeit £ — oo, wichst die Anzahl der Summanden
linear an. Wenn also die Gewichtsfolge unendlich lang ist (IIR), dann wichst auch der
Rechenaufwand und Speicherbedarf unendlich stark an. D.h. fiir die Simulation von IIR-

Systemen miissen wir uns eine geschicktere Alternative liberlegen. Bei Gewichtsfunktionen
der Lange L (FIR) bleibt die Anzahl der Summanden hingegen auf L beschrankt.
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3.2 Differenzengleichungen

Faltung mit einem Impuls

Im Zeitkontinuierlichen hat der Dirac-Impuls 8(¢) die Ausblendeigenschaft, d.h. die Faltung
eines Zeitsignals mit einem Dirac-Impuls liefert wieder das Zeitsignal. Der Dirac-Impuls ist
also bzgl. der Faltung das neutrale Element (wie die ,,0° bei der Addition und die ,,1* bei der
Multiplikation). Zur Berechnung der Impulsantwort wihlen 4 g(t)

wir u(f) = 6(¢) und berechnen als Impulsantwort mittels des
Faltungsintegrals und der Ausblendeigenschatft:

) = [ T (M8t — T)dr = g(t)

— 00

D.h. die Impulsantwort eines linearen, kontinuierlichen, dynamischen Systems ist identisch
mit dessen Gewichtsfunktion!

Im Zeitdiskreten wéhlen wir u(k) = (k) und berechnen mittels der Faltungssumme:

o g(k)

B : N (I :
y(k) = > g@ox(k—i) =g(k) ,°° ® 4(i)
Auch hier gilt also die Ausblendeigenschaft und die ‘
Aquivalenz von Impulsantwort und Gewichtsfolge. 0 k i
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3.2 Differenzengleichungen

Geometrische Reihe

In den vorherigen Folien tauchte immer wieder eine geometrische Folge oder Reihe auf. Eine

geometrische Reihe ist die Summe einer exponentiell verlaufenden Folge von Zahlen:

00
Zxk =20+t + 2+ 4.
k=0
Mit folgendem Trick kann man den Wert dieser unendlichen Reihe berechnen:
q:x0+x1+x2+x3+...
xrq = x1+x2+a§3—|—x4—|—...

1
¢g—zq=12" — q(l—2)=1 — ¢q=

1l—=x

Daraus folgt fiir [x| < 1 (fur [x| > 1 divergiert die Reihe gegen unendlich):

1
Zxk:x0+x1+x2+x3—|—...

1—x
k=0

Eine erweiterte Formel lasst sich fiir die endliche Reihe herleiten: 17

1 — wn—i—l

n

k=0
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3.3 Z-Transformation Abkiirzung: u(k) = u (kT)

Beschreibung abgetasteter Signale

Ein Abtaster (Sampler) mit A/D-Wandler erzeugt aus dem zeitkontinuierlichen Signal u ()
das zeitdiskrete Signal u(k) = u (k7). Eine Abtastung des kontinuierlichen Signals zum
Zeitpunkt 7', wird als Multiplikation von u (¢) mit einem Dirac-Impuls zum Zeitpunkt 7', also

mit 6(z—T,), beschrieben: 1 ue(Th)
us(t) = uc(t)o(t —1T1) = uc(11)6(t — 11) e (1)
Wird nun periodisch zu den Zeitpunkten k7, abgetastet, so muss 5(t —T1)
u () mit einer ganz Impulsfolge (impulse train) multipliziert ,
(moduliert) werden: 0 T t
us(t) = uc(t) Y  6(t —kTp)
k=—o00 Sensor u (! > OFOC (0 » A/D u(k) » Computer
= ) uc(kTp)d(t — kTo) R
k=—o00 u (t) (1) u(k)
= > ulk)i(t— kTo) T 1111 H '
h=—oo t ‘ k
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3.3 Z-Transformation

Interpretation der modulierten Impulsfolge

Die zeitkontinuierliche Beschreibung des abgetasteten Signals als modulierte Impulsfolge

oo

us(t) = Z u(k)o(t — kTo) | bzw. | us(t) = Z u(k)o(t — kTo), wenn u(k) = 0 fiir k<0
k=0

k=—o0

stellt nur eine mathematische Modellvorstellung dar. Die unendlich hohen und schmalen
Dirac-Impulse existieren in Wirklichkeit nicht. Sie sind aber ein elegantes Mittel, dem
abgetasteten Signal, da ja aus isolierten Punkten besteht, eine Energiemenge zuzuordnen
(ein Dirac-Impuls hat die Flache 1 und das entspricht auch seiner Energiemenge).
Deswegen macht auch eine Multiplikation eines Dirac-Impulses mit einem Signal, hier u(k),
Sinn. Obwohl u(k)-0 = o, dndert sich doch der Energiegehalt von 1 auf u(k).

Mathematisches Modell des Abtastvorgangs: ut) ® ult)
S (t+2T,) . J{ 8 (+-3T,) f

LTI > ek

—4To-3T5-2T0-Ty 0 Ty 2Tp 3Tp 4Ty ¢ k=—00
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3.3 Z-Transformation

Laplace-Transformation eines abgetasteten Signals

Wendet man die Laplace-Transformation auf abgetastete Signale an, so entsteht die sog.
z-Transformation. Die Lapace-Transformierte U(s) eines zeitkontinuierlichen Signals u(?) ist
definiert als:

0.0
Laplace-Transformation: |U(s) = / u(t)e*dt
0

Wihlen wir fiir u(¢) ein abgetastetes Signal, d.h. u(¢) = u(¢), dann ergibt sich:

Us(s) = / us(t)e stdt = Z u(k)o(t — kTp)e stdt Zur Erinnerung:
0 O k=0 L{5(t)} =1
= u(k) / 5(t — kTp)e *tdt L{6(t — kTp)} = e~ *F70
k=0 0 g _
Damit ergibt sich: L{5(t—kTo)}
Us(s) = Zu(k)e_SkTO = Zu(k) (eSTO)_k
k=0 k=0
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3.3 Z-Transformation

Laplace-Transformation — z-Transformation

Mit der Abklirzung
STQ

Z =€

nennt man die Laplace-Transformierte eines abgetasteten Signals die z-Transformierte
(der Index ,,, entfillt, weil durch die Variable ,,z* schon klar ist, dass es sich hierbei um
abgetastete Signale handelt):

o0
z-Transformation: |U(2) = Z u(k)z™"
k=0

Frequenzgang

Zur Ermittlung des Frequenzgangs werten wir die Laplace-Transformierte auf der imaginaren
Achse der s-Ebene aus, indem wir s = iw fiir o =0 ... o setzen. Der Frequenzgang einer z-
Transformierten ergibt sich dann entsprechend aus z = 10 fiir =0 ... o, In der z-Ebene
laufen wir zur Auswertung des Frequenzgangs also entlang des Einheitskreises. Es fallt auf,
dass der Einheitskreis unendlich oft umlaufen wird, der Frequenzgang also periodisch ist. Ab
w T,= t wiederholt sich das Ganze! (Beachte die Symmetrie bzgl. xw!)
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3.3 Z-Transformation

Herleitung der Periodizitit des Frequenzgangs

Wir wollen die eben festgestellte Periodizitat des Frequenzgang naher untersuchen. Der
Frequenzgang eines abgetasteten Systems ergibt sich fiir z = elwlo.

Z —k
U ’Lw T()

Mit den Zusammenhingen €™ = 1 fiir n = 0,+1, =2, ...und wolp = 27 l4sst sich zeigen
g g

_ i u(k) (e®Toein?r) Zu (ez'(wTo+n27r)>_
k=0

— f: u(k) ( i(wTo+nwoTo) ) Zu (ez’(w—i—nwo)To)
k=0

dass sich der Frequenzgang alle Vielfache von w, wiederholt (je eine Umdrehung auf dem

—k

Einheitskreis). D.h. der Frequenzgang ist eine periodische Funktion und damit identisch fiir
Frequenzen: w, w + w,, w +2w,, w = 3w,, ...
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3.3 Z-Transformation 3w |
2 |
Ilustration der Periodizitit des Frequenzgangs
wo T
Hauptspektrum  Schattenspektren Wo

>
|
£1
N -
\
£t
§->
(O \
E__
)
/
[\
E>
|
S €
v

= 2
2 2 2
SRS
* Die Schattenspektren rund um die Vielfachen von w, 3w
werden durch die periodische Abtastung erzeugt. T T

* Die Im-Achse zwischen —iwy/2 und iwy/2 der s-Ebene
wird auf den Einheitskreis der z-Ebene abgebildet.

* Die gesamte Information eines zeitdiskreten .
Systems ist im Frequenzgang entlangdes ---»~ 5 5 5
Einheitskreises von w = 0 bis w = w,/2 enthalten;
der negative Halbkreis fiir o =—wy/2 ... 0 1st
symmetrisch; alle weiteren Umkreisungen sind redundant!
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3.3 Z-Transformation

Abtasttheorem und Aliasing

Solange die maximale Signal-

Abtastung schnell genug: kein Aliasing!

/AA

v

frequenz w,,, kleiner als die 30

halbe Abtastfrequenz w,/2 ist, 2 2 9

kann das zeitkontinuierliche

: Grenzfall

Signal aus dem abgetasteten N

perfekt rekonstruiert werden. [Pmax

Es tritt kein Informationsverlust /

auf, denn Haupt- und Schatten- . . R

spektren sind getrennt (kein —wo @ wo 3wy  2wo W

Aliasing). ? 2
* Sobald w,,, > w,/2 iberlappen sich Abtastung zu langsam: Aliasing!

Haupt- und Schattenspektren. Es tritt s o

Aliasing auf, welches das Original- P

signal verzerrt. Eine perfekte /\/

Rekonstruktion ist nicht mehr | | | | >

moglich (Informationsverlust!). ~wo 2 % o ?’Qﬂ dwo W
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3.3 Z-Transformation

Z-Transformation von Delta-Impulsen und Einheitsspriingen
Der Delta-Impuls u(k) = 6, (k) hat folgende z-Transformierte:
u(©)=1,u(1)=0,u2)=0,... > U(z)=12"+0z""+0z°+... — U(z)=1

Ein um 1 Zeitschritt verzogerter Delta-Impuls u(k) = 6 (k—1) hat folgende z-Transformierte:
w(0)=0,u(1)=1,u(2)=0,... » U(z)=0"+1z7"+0:2+... — U(z)=z2"

Ein um d Zeitschritte verzogerter Delta-Impuls u(k) = 6 (k—d) hat folgende z-Transformierte:
u(0)=0, ..., u(d-1)=0, u(d) = 1, u(d+1)=0, ... — U(z) =z°

Der Einheitssprung u(k) = o(k) hat folgende z-Transformierte:

uO)=1,u)=1u®2)=1,.. > U()=12"+1z"+1272+... — U(z)= : _1Z_1
Ein um d Zeitschritte verzogerter Einheitssprung u(k) = o(k—d) hat folgende z-Transformierte:
u(©0)=0, .., u(d-1)=0, u(d) =1, u(@+1) = 1,.. - U(z) = 7 :d_l

,—d ,—d+1 1 1

Folgende Schreibweisen sind gleichwertig: [— 1 -1 (1—2-1)2d = (z —1)zd-1
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3.3 Z-Transformation

Z-Transformation geometrischer Folgen

Die geometrische Folge u(k) = a* mit irgendeiner Zahl a kommt haufig vor, da sie einen
exponentiellen Zeitverlauf darstellt. Diese Folge hat folgende z-Transformierte:

3

u(0)=a% u()=a', u)=a*, uB)=d% .. - U(z) =a’2" +a'z27 ' + a2 +a’27° + ...

Weitere Umformung fiihrt auf die Standardform der geometriscgloen Reihe:
U(z) = (az_l)o + (alz_l)1 + (az_1)2 + (az_1)3 +...= Z (az_l)k
k=0
Mit Hilfe der Summenformel fiir die unendliche geometrische Reihe ergibt sich:

U(z) = L __~ Polynomdivision:

= = ——
L —az = a z:(z=a)= 1+az'+a’z?2 + ..
Auf diese Art lassen sich unendliche Gewichts- z—a

folgen in einfacher und geschlossener Weise a
- . . 2,1
als Ubertragungsfunktionen schreiben. A
21
Von der gebrochen rationalen Funktion azz_l s s
zuriick zur unendlichen Reihe gelangt man J o e
3,2
a’z

mit Hilfe der Polynomdivision.
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3.3 Z-Transformation z=e

u(k) o= U(z)
Wichtigste Eigenschaften der z-Transformation

U(z) = Z{u(k)}

Fiir Grenzbetrachtungen werden haufig die Fille t — 0 (kK — 0) oder
t — o (k — o) untersucht. Dies bedeutet fiir den Bildbereich, d.h. die s- bzw. z-Variable:

t—0; s > t— o s —0
k—0: z—> k— o z—1
Anfangswert

Der Anfangswert einer zeitdiskreten Folge kann ihrer z-Transformierten berechnet werden:

u(k = 0) = lim U(z)

z— 00

Endwert

Der Endwert (falls existent!) einer zeitdiskreten Folge kann ihrer z-Transformierten
berechnet werden:

u(k — o0) = lim(z — 1)U(2)

z—1
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3.3 Z-Transformation

Riickwartsverschiebung (nach rechts)

Fine Totzeit von 7, = dT,, ist 4quivalent mit einer Riickwértsverschiebung (Verschiebung nach

rechts) um d Abtastschritte. Diese Operation entspricht der Laplace-Transformierten e 1t
Dies bedeutet fiir \ .

den z-Bereich: u(k) u(k=1)

w(k —d) o z 9U(z) ° ) ’

v

)
)
o+
W +
o+
wn +
o+
;\Nir
S

—_
o T @
W —+
o+
wn
o+
3 4
»A

Vorwartsverschiebung (nach links)

Eine Pradiktion (Vorhersage) um die Zeit T, = dTj, ist dquivalent mit einer Vorwérts-

verschiebung (Verschiebung nach links) um d Abtastschritte. Diese Operation entspricht der
Laplace-Transformierten v

A

. . . k A Y + A Y
Dies bedeutet fiir u(k) o u(ktl) o

den z-Bereich: ? ° . " o c . °

[ J [ }
u(k+d) o 2%U(2) . ey,
O 1 2 3 4 5 6k -1 0 1 2 3 4 5 6 k
University
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3.3 Z-Transformation

Differenzen / Differentiation

Die Differenz zweier aufeinanderfolgenden Abtastwerte ist, geteilt durch die Abtastzeit,
gleich dem Differenzenquotienten 1. Ordnung und entspricht damit ndherungsweise einer

Differentiation. Im s-Bereich wird diese durch eine u(i)]
Multiplikation mit s realisiert. Im z-Bereich gilt: u(k) + »
L1 } u(k) — u(k-1)
u(k) —u(k —1) o—e . U(z) ulb=1) + ¢ —
| 0 | >

k0T, kT, !
Summation / Integration (k=D)T 0

Die Summe aller Abtastwerte vom Zeitpunkt 0 ab ist, multipliziert mit der Abtastzeit, gleich
der Untersumme-Approximation der Fliche unterhalb der Abtastwerte und entspricht damit
ndherungsweise einer Integration. Im s-Bereich wird diese durch eine

A

Division durch s realisiert. Im z-Bereich gilt entsprechend: ;)

k *——
. < ——
o—e ——
;:Oﬁ u(i) V() }

0 T, 27, kT, t
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Z-Ubertragungsfunktion und Gewichtsfolge

Bei zeitdiskreten Systemen besteht zwischen Ubertragungsfunktion und Gewichtsfolge eine
vergleichbare Beziehung wie im Zeitkontinuierlichen: die Ubertragungsfunktion G(z) ist die
z-Transformierte der Gewichtfolge g(k):

G(z) *= g(k)

Sowohl in G(z) als auch in g(k) sind alle Eigenschaften eines linearen, zeitdiskreten,
dynamischen Systems enthalten. Zur Berechnung des Systemausgangs wird nur der zeitliche
Verlauf des Eingang und G(z) oder g(k) benotigt.

Uz) G(2) Y(z) Y(z) =G(2)U(2) Multiplikation
! !
k : k :
L. g(k) L()» y(k) = Zg(z)u(k — 1) Faltung

Die Multiplikation tritt also im Bildbereich an die Stelle der Faltungssumme, genau wie sie

bei zeitkontinuierlichen sttemen an die Stelle des Faltungsintegrals tritt.
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Z-Ubertragungsfunktion und Gewichtsfolge

Wihlen wir als Eingangssignal einen Delta-Impuls u(k) = 6 (k) bzw. U(z) = 1, dann ergibt

sich am Ausgang die Gewichtsfolge bzw. die Ubertragungsfunktion:

k k
y(k) = Zg(i)U(k — i) = Zg(i)(SK(k — i) = g(k)

k
bzw. ) i 9(0) .
Y(2)=G(2)U(z) =G(z) -1 =G(2) I
DN 9(1)
Fiir eine allgemeine Gewichtsfolge
g(k) = g(0)ok (k) +g(1)ox(k —1) + g(2)0x(k —=2) +... £y _9) 5
ergibt sich eine entsprechende Ubertragungsfunktion: - s

G(z) = 9(0)2° +g(1)z"" +9(2)z7 2 + ...

Ist die Gewichtsfolge g(k) endlich lang, so gilt dies auch fiir die Anzahl der Terme in G(z).

Ist die Gewichtsfolge g(k) hingegen unendlich lang, so gilt dies ebenfalls fiir die Anzahl der

Terme in G(z) und eine besser handhabbare Form muss gefunden werden, da sich mit

unendlich vielen Termen in der Ubertragungsfunktion schlecht rechnen lisst.
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Beispiel: Transformation mittels Invarianz der Impulsantwort (Gewichtsfunktion)

Eine, insbesondere beim Filterentwurf, beliebte Methode, ein zeitkontinuierliches System in
ein zeitdiskretes zu transformieren, besteht darin, identische Impulsantworten beider Systeme
zu fordern. Genauer: Wir fordern, dass die abgetasteten Werte der zeitkontinuierlichen
Impulsantwort identisch zur Impulsfolge des zeitdiskreten Systems sein sollen.

Zeitkontinuierlich: —— g(t) ————

ok (k) g(k)

Zeitdiskret: — g(k) ——

Fiir ein System PT,-System ergibt sich z.B. folgenden Gewichtsfunktion:
K K/T K _,r
— t) = —et/
1+Ts s+1/T = 9@®) ©

G(s) =

T
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3.4 Ubertragungsfunktionen
Fiir K =5 und T = 5 sec ergibt sich: 9(¢) = e”"/® ‘Wihlen wir z.B. die Abtastzeit T , = 1 sec,

dann lautet die Forderung nach Invarianz der Impulsantworten (Gewichtsfunktionen):
k
g(t = kTp) = e F10/5 = ¢=k/5 — (e_l/E’) — 0.82% = g(k)

D.h. die Gewichtsfolge des transformierten zeitdiskreten Systems ist eine geometrische Folge.

Die Gewichtsfolge 1dsst sich auch mit Hilfe zeitverschobener Delta-Impulse schreiben:

g(k) = 0.82%0k (k) + 0.82' 6 (k — 1) + 0.82%0k (k — 2) + 0.82°6k (k — 3) + ...

Dies kann nun leicht in den z-Bereich iiberfiihrt werden, um die Ubertragungsfunktion zu

erhalten: o o
G(2) = 0.8202040.82"27140.82%27240.82%2 ... = Y 0.82%27F = 3 (0.82:71)"
k=0 k=0

Da eine Ubertragungsfunktion in Form einer unendlichen Reihe sehr unhandlich ist,
verwenden wir die Summenformel fiir unendliche geometrische Reihen mit x = 0.82z71:

G(z) L - 1
Z - — pu— = —
1-0.822-1  2—-0.82 VerG(z =1) = o—-25 =5.56 # 5

Dieses G(z) entspricht also dem genannten G(s) im Sinne einer identischen Impulsantwort.
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Beispiel: Transformation mittels Invarianz der Sprungantwort

Eine andere, insbesondere in der Regelungstechnik, beliebte Methode, ein zeit-
kontinuierliches System in ein zeitdiskretes zu transformieren, besteht darin, identische
Sprungantworten beider Systeme zu fordern. Diese Forderung liefert ein anderes Ergebnis als
im vorherigen Beispiel. Es ist ndamlich unmoglich sowohl die Impuls- als auch die Sprung-
antwort identisch zu machen! So liefert die Forderung nach Invarianz der Sprungantwort eine
andere Ubertragungsfunktion als im vorherigen Beispiel:

0.927! 0.9 0.
_ . . =1)= —— =
Verstarkung: G(z ) 1—0.82

Gl2) = o021~ 7082

5

Bei der Wahl des Kriteriums fiir die Transformation vom Zeitkontinuierlichen ins Zeit-
diskrete miissen wir also eine Entscheidung treffen, auf welche Eigenschaften es in der
konkreten Anwendung besonders ankommt. Beispielsweise wird eine Transformation mittel
Invarianz der Impulsantwort alle Frequenz gleich stark gewichten, da im verwendeten
Anregungssignal 0(¢) bzw. (k) alle Frequenzen gleich stark vertreten sind. Hingegen wird
die Forderung nach Invarianz der Sprungantwort die niedrigen Frequenzen betonen. Das
erkennt man auch an obigem Ergebnis, denn G(z) nach Sprungantwortinvarianz liefert die
korrekte Verstarkung, G(z) nach Impulsantwortinvarianz aber nicht!
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Ubertragungsfunktion — Differenzengleichung
Gegeben sei eine allgemeine z-Ubertragungsfunktion mit Zihlergrad m und Nennergrad n:

Y(z) bo+ R S
U(z) 14aiz7l+...4apz"

G(z) =

Der Koeffizient a, kann durch Kiirzen immer auf 1 gebracht werden. Daraus lésst sich leicht,
wie folgt, die Differenzengleichung im Zeitbereich herleiten:
(T+aiz " +...+anz ) Y(2) = (bo + b1z~ + ...+ bz ™) U(2)

!

y(k) +ary(k—1)+ ...+ apy(k —n) = bou(k) + byu(k — 1) + ... + bpu(k — m)

FEine Totzeit von T, = dT|, entspricht einer Riickwartsverschiebung um d Schritte:
Cbot bz by boz bz T L bz

G(2) — —d _
(2) l4+a1z7t+...+a,z7 " ? l4+a1z7 Y +...+a,27 "

— y(k)+ta1y(k—1)+. . +a,y(k—n) = bou(k—d)+biu(k—1—d)+. . .+bpu(k—m—d)

Im Unterschied zum s-Bereich stellt eine Totzeit also im z-Bereich kein ,,Fremdkorper® dar;
die Ubertragungsfunktion bleibt gebrochen rational, d.h. ein Bruch zweier Polynome.
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Liegt die ﬁbertragungsfunktion in Form positiver Potenzen von z vor sollte dies zundchst in
Potenzen von z~! umgewandelt werden; dann kann das Standardvorgehen angewandt werden.

bz + . +blz +b0
"

az +. +alz +a0

ACHTUNG: Die n und m hier unterscheiden sich von denen auf der vorherigen Folie!

Erweitern mit z” (Annahme »n > m) und Kiirzen durch a°, fuhrt auf:
%Zm—n _I_ 7n,—lzm—’l’l,—1 + o _I_ 2/ z —Nn
G(Z) — n an n
R I A

a’

n n

G(z)=

b 2™ b1 2™ by
B l4+a1z7t+...+a,z7 "
Fiir n = m ist diese Ubertragungsfunktion mit der Standardform auf der vorherigen Folie
identisch. Fiir n > m lésst sich hier aus dem Zahler eine Totzeit ausklammern:

G(z) — b+ bnom1z b b0 bo+ b1z 4 ...+ bz ™ —d
l4+a1z7 Y +...+a,z7" 14 az7l4...4+apz "

mit d = n — m. Der Fall m > n kann daher nicht auftreten (negative Totzeit — akausal)!
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Kausalitat und Realisierbarkeit
Fiir Ubertragungsfunktion der Form

G(z) = bo+biz7l 4+ .. 4 bz ™
14 aiz7 4 ...+ a,z"

sind Zahlerordnung m und Nennerordnung » beliebige positive Zahlen. G(z) ist immer kausal.

Fiir Ubertragungsfunktion der Form
br'nzm +...+bl'z1 +b(')

az'+..+az +a
n 1 0

muss gelten: Nennerordnung > Zihlerordnung bzw.: n > m. Ist diese Bedingung erfiillt,
dann ist G(z) kausal. Gilt hingegen m > n, dann ist G(z) akausal, weil eine negative Totzeit
entsteht, d.h. Werte aus der Zukunft priadiziert werden miissen.

G(z)=

Die Bedingung ,,Nennerordnung > Zahlerordnung* ist aus dem s-Bereich her bekannt. Dort
war dies allerdings eine Bedingung fiir die praktische Realisierbarkeit einer Ubertragungs-
funktion (keine reinen D-Anteile). Damit gibt es im Zeitdiskreten keine zusétzlichen
Schwierigkeiten. Im z-Bereich ist jedes kausale System auch automatisch realisierbar!
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Sprungfahigkeit

Im Zeitkontinuierlichen kann man die Sprungfahigkeit eines Systems direkt an der
s-Ubertragungsfunktion ablesen: Gilt Zihlergrad = Nennergrad, dann ist das System
sprungfahig. Gilt Zahlergrad < Nennergrad, dann ist das System nicht sprungfahig.

Im Zeitdiskreten ist ein System sprungfdhig, wenn

« fiir die Ubertragungsfunktion in z-Form (nur positive z-Potenzen) gilt:

Zahlergrad m = Nennergrad n

« fiir die Ubertragungsfunktion in z!-Form (nur negative z-Potenzen) gilt:  |b, = 0

Nur wenn b, existiert, beeinflusst der Eingang u(k) den Ausgang y(k) direkt. Ist b,= 0, dann
muss eine Anderung im Eingang erst bis u(k—1) oder weiter durchwandern bis sie sich im
Ausgang y(k) bemerkbar macht.

Terminologie: Ein System folge der Differenzengleichung y(k) = biu(k — 1) — a1y(k — 1).
Je nach Sichtweise kann man es als nicht sprungfahig oder als totzeitbehaftet interpretieren:
Y (Z) bl z 1 [;O 1 ) ~
= = mit by =0
U(z) 1—ayz7! 1—a1z_1z P

G(z) =
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Differenzengleichung — Ubertragungsfunktion

Um eine Differenzengleichung in den z-Bereich zu transformieren, verschiebt man zunéchst
die Zeitvariable so, dass der ,,neueste* Ausgangswert in der Form y(k) auftaucht. Dann léasst
sich die Gleichung mit Hilfe reiner Verzogerungsoperatoren z* transformieren.

Beispiel: 2y(k — 1) + 4y(k) + 3y(k + 3) —u(k) = —u(k — 1)

1.) Suche den ,,neuesten* Ausgangswert: y(k + 3)

2.) Zeitverschiebung, so dass dieser Wert auf y(k) abgebildet wird: k := i3
— 2y(k—4)+4y(k —3) + 3y(k) —u(k — 3) = —u(k — 4)

3.) Transformation in den z-Bereich, Trennung von ¥(z) und U(z), Division zur
Ubertragungsfunktion:

227 (2) + 4273V (2) + 3Y (2) — 22U (2) = —2*U(2)
(27;_4 +427°+3)Y(2) = (2% - z_4) U(z)

Y(z) g3 -7t s (273 =274 oz (1=2h

—3
p— Z ) = — —
U(z) (%) 3+4273 42274 1432342274 1432734 2274
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3.4 Ubertragungsfunktionen

IIR (Infinite Impulse Response)

Alle kontinuierlichen Impulsantworten g(¢) sind unendlich lang; typischerweise klingen sie
exponentiell gegen 0 ab. Durch Abtastung entsteht damit ebenfalls eine unendlich lange
Impulsfolge g(k). Solche Systeme werden als IIR-Systeme (infinite impulse response)
bezeichnet.

IIR-Systeme haben eine z-Ubertragungsfunktion mit nichttrivialem Nenner, d.h. der Nenner
ist komplexer als z”. Eine solcher (komplexerer) Nenner fiihrt ndmlich dazu, dass y(k) in
mindestens zwei verschiedenen Zeitverzogerungen in der zugehorigen Differenzengleichung

auftritt, die sich damit nur rekursiv berechnen lasst!
04+ 0.5271 +0.6272+0.7273 +0.8274

Beispiele: G(z) oy
! G(z) = 0.4+0.527140.6272+0.727° 4+ 08271

Glz) = 1 —0.9z~1 - (1-0.82"1)2(2—2"14+0.3272 +0.5273)

2! 22 4+0.724+0.4
— G —

i 310.824+0.2

G — k 1! _z7 4 '

(2) 1—0.72—1 (akausal!) G(z) = 221072104 (akausal!)
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3.4 Ubertragungsfunktionen

FIR (Finite Impulse Response)

Systeme mit endlich langer Impulsfolge g(k) nennt man FIR-Systeme (finite impulse
response). Sie existieren nur im Zeitdiskreten und haben keine (exakte) Entsprechung im
Zeitkontinuierlichen. Ist die Lange eines FIR-Systems aber relativ grof3, kann es ein stabiles
[IR-System nidherungsweise beschreiben. Fiir grenzstabile und instabile I[IR-Systeme ist dies
allerdings nicht moglich, da deren Gewichtsfolge nicht gegen 0 konvergiert.

FIR-Systeme haben eine z-Ubertragungsfunktion ohne Nenner oder mit trivialem Nenner z".
Daraus folgt, dass in der Differenzengleichung nur ein y-Term auftaucht und sich daher der
Ausgang nur aus verschobenen Eingangssignalen berechnet (feedforward).

22—24025 5, (2—0.5)3

Beispiele: G(z) = o 27 % = — 2= (2-05)z2=2"1-052""2
- 54422 1
G =1-2" Q=TT 2 gty gty
2
= ' 234+ 42 +32+1
G(z) = Z biz™" G(z) = 5 =2z+4+3271+ 272 (akausal!)
i=0 <
G(z) =272 G(z) = z° (akausal!)
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Pol-Nullstellen-Form einer Ubertragungsfunktion

Bisher haben wir die Zihler- und Nennerpolynome einer z-Ubertragungsfunktion in
ausmultiplizierter Form betrachtet. Wie im s-Bereich ist hier auch eine Faktor-Schreibweise
moglich und sinnvoll, da man daraus sofort die Pole und Nullstellen ablesen kann. Es ist
einfacher zunichst die Ubertragungsfunktion in positiven z-Potenzen zu schreiben:

bz"+..+bz +b
m 1 0

G(z) = _(zmm) - (z—me) - (2= )

a;z"+...+aizl+a6 (z—pl)-(z—pg)-...-(z—pn)

Die Verstarkung von G(z) berechnet sich gemill dem Endwertsatz der z-Transformation,

. _ . m
indem man z = 1 setzt: | | | [1(1—n)
} b +...+bz+b, i
Verstarkung: K= - — 0 =k
a +...+a,+a, H1(1_pi>
1=
Die Pole p; und Nullstellen 7, konnen mit der Formel s = Tln Z in den s-Bereich trans-
0

formiert und dort auf bekannte Weise interpretiert werden.

Damit ergeben sich sofort die entsprechenden Bedingungen fiir Stabilitit und Phasen-
minimalitit fiir Pole und Nullstellen im z-Bereich!

—
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Beziehung zwischen s-Ebene und z-Ebene

» Das Stabilititsgebiet ,,linke s-Halbebene* wird in das ,,Innere des Einheitskreises*

der z-Ebene transformiert.

* Die Imaginirachse der s-Ebene wird auf den Einheitskreis der z-Ebene transformiert.

 Das Instabilititsgebiet ,,rechte s-Halbebene* wird in das ,,AuBere des Einheitskreises*

der z-Ebene transformiert.

max. mogliche Frequenz

s-Ebene bevor Aliasing auftritt!
o Iml |
w0/2
L |
s=—Inz
1o
Re
z = 1o
__________ —wo/2_ ____ ¢

3. Zeitdiskrete Signale und Systeme
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Vergleich: Frequenzgang im Analogen und Digitalen

Ist eine Ubertragungsfunktion G,(s) im s-Bereich gegeben, so kann sie mittels der bilinearen
Transformation naherungsweise in den z-Bereich iiberfiihrt werden:

21— z1
Ga(s) = Ga (TO 1+ z_1>

Den Frequenzgang erhilt man im Analogen fiir S = twaund im Digitalen, wenn man z auf

. . . . wwa . . eqe . .
dem Einheitskreis auswertet, also fiir 2 = € “*"°. Weil die bilineare Transformation nur eine
9

Niherungsformel ist, unterscheidet sich die analoge Frequenz w, von der digitalen

Frequenz wd. 4 TR
_ 21— e walo 9 ) walo 3f 0=
Wy = . = i—tan
& To 1+ e~ twaTo 1H 2 21
1t
2 walo 2 waT T of
0 0
Wa = —tan wq = —arctan — 3
1o 2 1o 2 1
2+
Die maximal vorkommende digitale Frequenz ist: |
™ wo 4 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
Wd,max = 55 — 7Tf0 = 5 30 20 -10 0 10 20 30
10 2 Wa
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Bilineare Transformation (Tustin-Formel) = Trapez-Regel zur Integration

Im Zeitdiskreten kann die zeitkontinuierliche Integration auf verschiedene Weisen
approximiert werden. Genauer als die Bildung der Untersumme oder Obersumme (siche
nichste Folie) ist die Trapez-Regel:

L I mittlere ;
(k) = y(k — 1) + 7, WU L) e 1) = [ utryar
\ \
Breite u(t)4

Im z-Bereich ergibt sich damit:

Tol+z71
Y(2) =51 2=

U(z)

»
>

Diese Formel soll im s-Bereich einer Integration entsprechen:

| (k~1)T, kT, (k+1)T, t
Y(s) = EU(S)

Damit erhélt man genau die bilineare Transformation:
1 Tol+4+z7t 2 1—z1

S 21— 21 —>S:T01—|—z—1
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3.4 Ubertragungsfunktionen

/
1
Integration mit Unter- und Obersumme ¥(t) = / u(t)dr Y (s)=-U(s)
0

s
u(o) u(o)
y(k) =y(k —1) + Tou(k — 1) y(k) = y(k = 1) + Tou(k)
Toz™1 1
V() = T U) Y(2) = 7—=U(2)
6T, KT, G+DT, ¢ | _1-2"' 21| (DT, kT, (DT, ¢ | _1-2"' =z—1
B ToZ_l B TO - To B T()Z
d
Differentiation mit Vorwirts- und Riickwiirtsdifferenzen y(t) = Eu(t) Y (s) = sU(s)
t 1
u(?) u(?)
u(k +1) —u(k) u(k) —u(k —1)
k) = k) =
y(k) T y(k) T
Y(z) = Z L) vz =122y
o TO (Z) — TO (Z)
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3.4 Ubertragungsfunktionen Stabilititsgebiet wird zu

grof} klein
Vergleich / abgebildet!

Bilineare Transformation Vorwartsdifferenzen Rickwartsdifferenzen
(Trapez-Integration) (Untersumme -Integration) (Obersumme-Integration)
21—z1 1—|—%8 1 —2z1 4T 1—2z1 1

S = L= —F S = ——— S S§ = — = e—
Tol+ 2! 1— Do Toz—1 ° Ty 1 —Tps
s-Ebene s-Ebene s-Ebene
z-Ebene“ z-Ebene“ z-Ebene“
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Stabilitat

« FEine z-Ubertragungsfunktion ist stabil, wenn alle Pole innerhalb des Einheitskreises
liegen.

* Liegen ein oder mehrere Pole auf dem Einheitskreis (aber keine Mehrfachpole!) und alle
restlichen Pole innerhalb des Einheitskreises, dann ist das System grenzstabil.

« Existiert mindestens ein Pol auferhalb des Einheitskreises oder ein Mehrfachpol auf
dem Einheitskreis dann ist das System instabil.

Die Stabilititseigenschaften einer s-Ubertragungsfunktion bleiben bei der Transformation in
den z-Bereich erhalten, weil sich die Pole entsprechend z = e*/° mit transformieren.

Phasenminimalitat

» Ein System ist phasenminimal, wenn es ausschlieBlich stabile und grenzstabile Pole und
Nullstellen aufweist.

* Deshalb bleibt auch die Eigenschaft Phasenminimalitét nicht notwendigerweise erhalten!

* Im Zeitkontinuierlichen sind nicht phasenminimale Systeme die Ausnahme, im
Zeitdiskreten die Regel.
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3.4 Ubertragungsfunktionen

Nullstellen

« Die Nullstellen einer s-Ubertragungsfunktion dndern sich iiblicherweise bei einer
Transformation in den z-Bereich.

* Die Nullstellen hingen von der Transformationsmethode ab. c2d in Matlab bietet
verschiedene Transformationsmethode
- Zero order hold (Invarianz der Sprungantwort): Standard in Regelungstechnik
- First order hold
- Invarianz der Impulsanwort
- Tustin oder bilineare Transformation
- Matched: Nullstellen werden wie Polstellen mit z = %0 transformiert.

Nullstellen bei Zero Order Hold

« Die z-Ubertragungsfunktion weist in der Regel Nullstellen auf, auch wenn die s-
Ubertragungsfunktion keine Nullstellen hat.

* Schnelle Abtastung 7, — O fiihrt bei einem relativen Grad n—m > 1 zu instabilen
Nullstellen im z-Bereich [Astrdom] (n = Nennergrad, m = Zihlergrad). Typischer Fall!

&\ utomatic Control University
3. Zeitdiskrete Signale und Systeme Soiteaus Prof Dt : m
g y Oliver Nelles

of Siegen



+ s-Ebene 4 z-Ebene

3.4 Ubertragungsfunktionen

X —1—C—
—a a D 1/p

Beispiel: Allpass im z-Bereich
Ein Allpass zeichnet sich durch einen Amplitudengang = 1 aus. Dies entsteht dadurch, dass
alle Pole und Nullstellen betragsmifig identisch sich, so dass sich ihre Wirkung Amplituden-

gang aufhebt. Allerdings sind alle Pole stabil und alle Nullstellen instabil (sonst wiirden sie
sich ja gegenseitig wegkiirzen). Im s-Bereich sieht z.B. ein Allpass 1. Ordnung so aus:

~Ts+1 —s+a T 1 -0 Pol: s = —a (stabil)
Ts+1  s+a A= Nullstelle: s =a  (instabil)

G(s) =

Bei einem Allpass im z-Bereich ist der Pol ebenfalls stabil und die Nullstelle instabil; aller-
dings entspricht die Nullstelle dem inversen Pol (nicht dem gespiegelten, wie im s-Bereich)!

—1 _ 1 . _ .
G(z) = p= N mit [p| < 1 Pol: Z=p (stabil)

z—p 1—pz7! Nullstelle: 2 = 1/p (instabil)

’ino .

Der Amplitudengang ergibt sich fiir z = e

|peT —1| \/(pcoszo — 1) + p2sin®wT} B VP? — 2pcoswlp + 1 B

Gliw)] ewTo —p| >, . o /12 To + p? !
\/(cos wly —p)° + sin“wTy pcoswio —Pp
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Kapitel 3: Relevante MATLAB-Befehle MATLAB

Verianderung der Abtastrate:

decimate (x,r) ;!

upsample (x,n) ;!

downsample (x,n) ;?

&\ utomatic Control University
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o°

dp

de dp d° od° o° oo dp de do  dp

oo

o® o o

Reduziert die Abtastrate des Signals
X um den Faktor r mit Hilfe eines Tiefpass-
Filters.

Erhoht die Abtastrate um den Faktor n, indem
Nullen zwischen den Abtastschritten eingefiigt
werden.

Z.B.: x = [1 2 3];

upsample (x, 3) ;

<
Il

1 0 0 2 0 0 3 0 O

Herabsetzen der Abtastrate. Nur jeder n-te
Abtastschritt wird ilibernommen.

Z.B.: x=1[12345¢6 7289 10];
y = downsample (x,3) ;
y:

1 4 7 10
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Kapitel 3: Relevante MATLAB-Befehle MATLAB

resample (x,p,q) ;? % Veradndert die Abtastrate von Signalvektor x
$ um den rationalen Faktor p/q

Impulsantwort und Sprungantwort:

impulse;? Berechnet die Impulsantwort eines linearen

3
% Systems

step;? % Berechnet die Sprungantwort eines linearen
% Systems

Partialbruchzerlegung:

[r,p,k] = residuez (b,a) ;! Fiihrt eine Partialbruchzerlegung
unter Vorgabe des Zihlerpolynoms b (z)
und Nennerpolynoms a(z) aus. Die
umgekehrte Operation ist ebenfalls

méglich

de oo de do oo

Signal Processing Toolbox

2 : Control System Toolbox
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4.1 Stabilitat

Pole der z-Ubertragungsfunktion
e Stabil: im Einheitskreis
» @Grenzstabil: auf dem Einheitskreis

* Instabil: auBBerhalb des Einheitskreises

Imagina
z-plane A it

Do /jﬂﬂ

(6)

/‘ (5) (a) (3) @ (1 Real

Unit circle
aus http://higheredbcs.wiley.com/legacy/college/
seborg/0471000779/dig_control/ch24.pdf
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4.1 Stabilitat

First-order
systems
(s-domain)

(a)

(b)

Second-order
systems
(s-domain)

(c)

(d)

(e)

@

(h)

4. Stabilitat zeitdiskreter Systeme

s-plane

ye)

~

-

ail

-~

> 1= ¢

=
D

&

Figure 24.6 Effect of pole locations on impulse response.

First-order
systems
(s-domain)

(a)
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Second-order
systems
(s-domain)

(e)

(d)
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(h)
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Figure 24.6 Effect of pole locations on impulse response.
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4.2 Schur-Cohn-Jury-Kriterium

Ahnlich dem Hurwitz-Kriterium fiir den zeitdiskreten Fall

Charakteristisches Polynom in z (nichtz''): P(2) = ap2™ + ap_12"" ' + ... + a12 + ag
mit a, > 0 (kann mittels Multiplikation mit -1 immer erreicht werden). Meist dividiert man
durch a,, so dass a, = 1. Alle Nullstellen von P(z) sind im Einheitskreis, wenn

P(z=1)>0 und folgende » Bedingungen gelten:
P(z=—-1) >0 fiirngerade bzw. P(z=—1) <0 fiir n ungerade

Tabelle 11.6-2: Stabilititstest nach JURY

’alo ’ < an Zeile 0 21 :Z E st :l1~1\' 1ot :n—— 2 :nfl :n
1 ay a a oy Qn e s lhapo | arzy i ian
’ bO ‘ < bn_ 1 2 anolhanrela,=2 gk a a; | ap
3 ])() /71 173 ERCTD 17,,,; e dege b,,,: [7” 1 =
|CO ‘ < Cn_2 4 biEdlibs=o8ibrs EnbE by by | —
5 Goixll iC Co [iaatiChonp i e 10 e
6 Cp—2 | Cn—3 | Cn—4 oo Ck e Co X Vi
|do| < dp—3 e =
2n—5| po D1 P2 3 - - | =
2n—4| ps | p2 | P Po 5 — ol

2n—3| qo q Q> — - j

| qo ‘ < Q2 Die Elemente der Tabelle sind aus den Determinanten zu bilden:

ayg dp—k 1)0 I)II'* 1-k Co Cpn—2—k
= 't M i— 5 (1 =
bk an Ak it ]7,,,1 bL s Cn—2 Ck
. P EP3 0 Po D2 S Po P i
aus Lutz, Wendt: ,,Taschenbuch der Regelungstechnik®, Deutsch, 2012 U D el p3 P2
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4.2 Schur-Cohn-Jury-Kriterium

Systeme 1. Ordnung: P(z) = z + ag
Stabil fiir |ao| < 1

Pol bei 2 = —ap muss betragsméBig kleiner als 1 sein.

Systeme 2. Ordnung: P(z) = 2° + a1z + ag

Stabil fur

lag| < 1

Pz=1)=14+a1+a >0 — qy>-1—ay

Plz=-1)=1—a14+ay>0 — ao>—-1+a;

Stabilitatsgebiet ist konvex, d.h. alle Punkte auf einer Linie
zwischen zwei Punkten innerhalb liegen ebenfalls innerhalb.

Ab 3. Ordnung gilt das nicht mehr!
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4.2 Schur-Cohn-Jury-Kriterium
Systeme 3. Ordnung: P(2) = 2° + ay2° + a1z + ag
Stabil fiir

lag| < 1

Plz=1)=14as2+a3+ayp >0

P(z:—l):—1+a2—a1+ao<0 , furazzl
2
a1 — apgaz < 1 —aj ol
1k
0-
stabil
ai -1
-2}
-3}
-4}
-5 L L L L L L L
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3
ao
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4.2 Bilineare Transformation & Hurwitz
Alternative:
1. Bilineare bzw. Tustin- oder w-Transformation:
- Nihert die exakte Transformation an: Polynom — Polynom
- Stabilitatsinformation bleibt erhalten
- Gebiete 1m Einheitskreis — linke s-Halbebene

2. Hurwitz-Kriterium zur Stabilitidtsuntersuchung

z-Ebene s-Ebene
Im | o Im]
1 wo /2

=] 1 Re | > Re

1+ s
Z o

1 —s

0 I —wo/2_____
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5. Deadbeat-Regler
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5.1 Entwurf

Deadbeat-Regler: Regler mit endlicher Einschwingzeit

Man kann im Zeitdiskreten einen Regler entwerfen, der den Regelkreis in endlicher Zeit
(FIR-Verhalten) einschwingen ldsst, d.h. Stellgrofle u(k) und Regelgrofie y(k) befinden sich
dann in Ruhe.

w e u y

G (2) HG(2) T

Der Entwurf basiert auf einem Kompensationsregler, d.h. es werden die Streckenpole und
-nullstellen der Regelstrecke mit Halteglied HG (z) gekiirzt.

B 1 Guw(2)
 HGs(2) 1 —Gyu(2)

A\ 4

GR(Z)

Daher kann ein Deadbeat-Regler nur fiir phasenminimale Regelstrecken entworfen werden!
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5.1 Entwurf

Man kann ein Einschwingen in n Schritten erreichen, wenn n die Ordnung der Regelstrecke
ist. Fur die Regelstrecke mit Halteglied wird folgende (nicht sprungfahige, d.h. 5, = 0)
Ubertragungsfunktion angenommen:

biz t4+ ... 4+b,27"
HG =
s(2) l+aiz7Y+...+a,z "

Die Fiithrungsgrof3e w(k) wird als Einheitssprung angenommen:
B 1
14271

w(z)

Die StellgroB3e und die Regelgrof3e sollen ab dem n. Wert eingeschwungen sein:

w(z) = uw(0) +u(D)zt +u2)z7 2+ ... +uln)z " +u(n)z~ " + .

y(z) = y(Dz P+ y(2)z 24+ ... 412" +1. 27D

Da y(n) = y(n+1) = ... = 1, denn die Regelgrofe soll nach n Schritten der Flihrungsgrofle
entsprechen.
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5.1 Entwurf

Das bedeutet wir fordern FIR-Verhalten von Fiithrungsgrof3e auf Stellgrof3e w(k) — u(k) und
von Fiithrungsgrof3e auf Regelgrofle w(k) — y(k). D.h.

=Q(z) =qo + qlz_l + q2z_2 + ...+ quyn)z™"

w(z)
y(2) 1 _2 —n
= P = ce n — Uw
Da w(k) ein Einheitssprung ist, also w(z) = . +1 —, folgt daraus:
z
qo = u(0) p1 =y(1)
q = u(l) — u(O) P2 — y(2) — y(l)

qn;U(n)—u(n—l) pnél—y(n—l)

Die Ubertragungsfunktionen hiingen wie folgt mit der Regelstrecke zusammen:

w(z) u(z)  Q(z) wu(2) l+aiz ' +.. . +a,z"
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5.1 Entwurf

Durch Koeffizientenvergleich ergeben sich die Reglerparameter

p12_1+---+pnz_n B Z—;Z_1+...+Z—Zz_n blz_l—i—...—i—bnz_”

Qo+ qz 4 ... +qz7" 1+Z—;z—1+...—|—g—gz—" - l+aiz7t+...+a,z7"

fiir den Deadbeat-Regler:
1 Gu(z) _ Q(z) P(z) Q2

Gr(z) = HGs(2)1—Gyu(2) P(2)1—-P(z) 1—P(2)
Zu
q; = a;490
pi = biqo
, 1
mit go =

by + b+ ...+ b,
da der geschlossene Regelkreis G, (2) = P(z) die Verstdrkung P(z = 1) = 1 hat, also

pr+pe+...+pn =01 +b2+...+by)g =1
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5.1 Entwurft
Es ergibt sich also folgender Deadbeat-Regler:

qA(z™) . 1
Gr(z) = mit gy =
R( ) ].—qQB(Z_l) € bl-|—b2-|——|—bn

ACHTUNG: Die Polynome miissen in z ! geschrieben sein!

Hier sieht man deutlich, dass das Nennerpolynom der Strecke gekiirzt wird und daher stabil
sein muss.

Dies fiihrt auf folgenden geschlossenen Regelkreis:

_ qoB(2)
Z?’L

Gy(2)

Der n-fache Pol bei 0 charakterisiert ein FIR-Verhalten n. Ordnung.

Eine Totzeit von d Abtastschritten in der Strecke kann beriicksichtigt werden, indem man den
Zihler B(z~') der Regelstrecke durch B(z 1)z~ ersetzt.
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5.2 Beispiele
1

Regelstrecke 3. Ordnung: Gs(s) = (s+0.2+0.54)(s+ 0.2 —0.5¢)(s + 0.3)

Abtastzeit: T = 1 sec

Prozess (ungeregelt)

Amplitude

0 5 10 15 20 25 30 35
Time (seconds)
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5.2 Beispiele
Ty = 1sec

RegelgroeBe
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5.2 Beispiele
To = 1sec

Stoerung Ausgang

1
(]
o)
2 0.5f -
g
< of ol
-0.5 : : :
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Time (seconds)
Stoerung Eingang
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5.2 Beispiele
1
Regelstrecke 3. Ordnung: Gs(s) = (s+0.2+0.54)(s+ 0.2 —0.5¢)(s + 0.3)

Doppelte Abtastzeit: 7y = 2 sec

Prozess (ungeregelt)

Amplitude

20 30 40 50
Time (seconds)
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5.2 Beispiele

Th = 2sec

RegelgroeBe
1 :
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5.2 Beispiele

Th = 2sec
Stoerung Ausgang
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5.2 Beispiele
1
Regelstrecke 3. Ordnung: Gs(s) = (s+0.2+0.54)(s+ 0.2 —0.5¢)(s + 0.3)

Halbe Abtastzeit: 1y = 0.5 sec

Prozess (ungeregelt)

Amplitude

15 20 25 30
Time (seconds)
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5.2 Beispiele

To = 0.5sec
RegelgroeBe
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5.2 Beispiele
To = 0.5sec

Stoerung Ausgang
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5.3 Erweiterungen

Eigenschaften des Deadbeat-Reglers

S. Deadbeat-Regler Seite 270  Prof. Dr-Ing.

Einfach und wenig Rechenaufwand.

Nur fiir stabile und phasenminimale Regelstrecken, da es ein Kompensationsregler ist und
damit die Regelstrecke invertiert werden muss. Keine instabilen Pol/Nullstellenkiirzungen
erlaubt!

Hat die Regelstrecke eine Totzeit d7,, braucht der Deadbeat-Regler natiirlich zuséatzlich
diese d Schritte (und dies muss beim Entwurf berticksichtigt werden).

Da ein Deadbeat-Regler in n Schritten einschwingt, 1st die endliche Einschwingzeit nT,,
d.h. sie hdngt von der Abtastzeit ab. Da diese oft sehr kurz gewéhlt wird, ist dies eine sehr
(zu) anspruchsvolle Forderung in Bezug auf die Bandbreite des Regelkreises. AuBBerdem
fiihrt es auf sehr grof3e (aggressive) Stelleingriffe.

Daher gibt es erweiterte Deadbeat-Regler, denen ein zusitzlicher Zeitschritt gewahrt wird.
Dieser Freiheitsgrad kann genutzt werden, um die erste Stellgrof3e vorzugeben.

Die Sprungantwort ist einem PID-Regler dhnlich. Daher kann er auch zur Initialisierung
einer PID-Regler-Optimierung genutzt werden, was fiir eine adaptive Regelung niitzlich
1st.
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6. Adaptive Regelung
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6.1 Uberblick

Was ist ein adaptive Regler?

Ein Regler, der sich an Anderungen des Prozesses anpasst. Die Anderungen kdnnen sich
sowohl auf die Dynamik der Regelstrecke (im einfachsten Fall: Verstarkung, Zeitkonstanten)
als auf den Charakter der Storungen beziehen.

» Konstante Regler konnen schon sehr gut mit Prozessinderungen zurechtkommen. Dies ist
ein Hauptvorteil der Riickkopplung.

« Adaptive Regler sind nur dann sinnvoll bzw. notwendig, wenn die Anderungen sehr stark
sind. Dann lohnt es sich, die hohere Komplexitat in Kauf zu nehmen.

» Gesteuert adaptive Regelungen sind weit verbreitet und zuverlassig einsetzbar.
Komplexere Ansitze bendtigen in der Regel eine aufwiindige Uberwachungsebene und
stoBen nur in Nischen auf Akzeptanz.

« Eine Anderung des linearen Verhaltens wird oft nur durch eine Anderung des
Arbeitspunktes bei nichtlinearem Prozessverhalten verursacht. Dann ist eine nichtlineare
Regelung eine (vielleicht bessere) Alternative zu einer adaptiven Regelung.

» Echte zeitliche Veranderungen kann man allerdings nur mittels adaptiver Regelung in den
Griff bekommen.
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6.2 Gesteuert Adaptive Regelung (Gain Scheduling)

Eigenschaften " h
* Eine externe Grof3e steuert die Adaption. l J‘,
w e u Y
» Typisches Beispiel: Die Flugdynamik - G (2) " HGg(2)
eines Flugzeuges hiangt stark von dessen
Flughohe ab. Man kann fiir verschiedene

Flughohen /4 ein lineares Modell aufstellen, einen linearen Regler entwerfen und in dieser
Tabelle zwischen den Reglern umschalten bzw. interpolieren.

» Im einfachsten Fall unterscheiden sich nur (oder im Wesentlichen) die Verstarkungen der
Modelle und in Folge der Regler. Daher der Name Gain Scheduling. Oft wird dieser
Ausdruck auch verwendet, wenn sich die Dynamik unterscheidet. Das Prinzip bleibt das

selbe.

* Die Adaption darf nur von externen Grof3en /# abhdngen und nicht von Zustinden des
Systems. Die Grof3en 4 miissen messbar oder beobachtbar sein.

» Die SchedulinggroBe /4 sollte sich nicht zu schnell andern (was z.B. fiir die Flughohe der
Fall ist), weil sonst komplizierte nichtlinear dynamische Effekte auftreten konnen.
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6.3 Self-Tuning Regulator (STR)

Eigenschaften

Auch bezeichnet als indirekte adaptive Regelung.

Ein Modell der Regelstrecke wird online identifiziert (rekursive Algorithmen).
Dieses Modell wird im geschlossenen Regelkreis identifiziert (closed loop)
Dieses Modell dient online dem Reglerentwurf.

Problem: Eine gute Regelung fiihrt auf sehr ruhiges Signalverhalten (Strich fahren). Eine
gute Identifikation benotigt eine gute Anregung also unruhiges Signalverhalten (persistent
excitation). Teilweise werden Testsignale aufgeschaltet, um gute Identifizierbarkeit sicher

zu stellen.
/ﬁ [Mode“
—»f—»w - = HG(z) 42
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6.3 Self-Tuning Regulator (STR)

Identifikation eines Modells der Regelstrecke

* Einfacher im offenen Regelkreis, da
- das Eingangssignal frei wihlbar ist und nicht durch den Regler vorgegeben wird und

- Storungen unkorreliert mit den Signalen sind und nicht durch die Riickkopplung mit den

Signalen korrelieren.

 ABER: Man kann zeigen, dass flir den Reglerentwurf am besten in geschlossenen
Regelkreis identifiziert wird, da dann die dafiir wichtigen Frequenzen besonders stark

vertreten sind (Gewichtung mit der Empfindlichkeitsfunktion S(s)).

— iterative identification and control!

Identifikation im offenen Regelkreis
(open-loop identification)

Identifikation im geschlossenen Regelkreis

(closed-loop identification)

Modell Modell
U w
HG¢(2) —»<f_—> Gy (2) HG(2) ——
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6.4 Model-Reference Adaptive System (MRAS)

Eigenschaften

Auch bezeichnet als direkte adaptive Regelung.

Ein Referenzmodell des Regelkreises (nicht der Regelstrecke!) wird vorgegeben.

Der Regler wird adaptiert, um mit dem Regelkreis dieses Verhalten nachzubilden.

Stabilitatsnachweis mittels Ljapunov-Funktion(en) relativ einfach.

Typischerweise wird der Regler mit einem Gradienten-basierten Verfahren adaptiert.

Problem: Das Referenzmodel kann fiir manche Prozesse zu anspruchsvoll (zu schnell) fiir

andere zu unambitioniert (zu langsam) sein.

w e

GpA2)

u

Referenzmodell
| Yd

T

v

A 4

HGg(z)
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