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1 Einleitung

Die klassische System— und Regelungstechnik, deren Grundlagen wir in den
vorangegangenen Vorlesungen (/1/ und /2/) kennengelernt haben, bediente sich zur
Systemanalyse und —synthese (Reglerentwurf) primar des Bild- und
Frequenzbereiches.

Beginnend ab ca. 1960 entwickelte sich eine neue Methode zur Behandlung von
Systemanalyse und —Syntheseaufgaben, die sogenannte Zustandsraummethode,
die Uberwiegend im Zeitbereich arbeitet.

Die Beschreibung von Systemen im Zustandsraum basiert auf der uns schon
bekannten Darstellung des mathematischen Modells in Form eines Systems von n
Differentialgleichungen 1. Ordnung, dem mathematischen Zustandsmodell.

Bis zu diesem Zeitpunkt war eine Systemmodellierung im Zeitbereich in Form einer
Differentialgleichung n. Ordnung ublich.

Es zeigte sich, dal3 sich insbesondere zeitvariable Systeme und MehrgréRen-
systeme sehr gut mit dieser Methode beschreiben lieBen. Durch weitgehende
Nutzung des Matrizenkalkls ist die Zustandsraum—Methode dartber hinaus sehr
formal und damit zur Problemlésung auf dem Digitalrechner sehr gut geeignet.
Einige Erkenntnisse lie3en sich erst mit der Einflihrung der Zustandsraum—-Methode
schopfen, z.B. die spater noch zu besprechende Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit
von Systemzustanden oder die Entwicklung sog. dynamischer Beobachter.

Mathematische Grundlagen der Zustandsraum-Methode sind die lineare Algebra
und die Matrizenrechnung, woher auch der etwas abstrakte Begriff des
Zustandsraumes (Vektorraumes) abzuleiten ist. Aus Zeitgrinden kénnen wir auf
diese grundlegende Theorie nicht eingehen. Notwendige Grundlagenkenntnisse tber
Matrizen kénnen in einem Anhang von /1/ und in /5/ und /6/ nachgelesen werden.
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2 Systembeschreibung auf der Basis des mathematischen Zustandsmodells

Im Skript "Grundlagen der Systemtheorie” /1/ haben wir uns ausfihrlich mit der
Systembeschreibung von Ubertragungssystemen in Form von Zustandsmodellen
auseinandergesetzt. An einigen Beispielen haben wir gezeigt, dal3 sich jedes lineare
oder linearisierte, zeitinvariante Eingréf3ensystem durch folgendes Zustandsmodell
beschreiben lafit:

OV e ey o oag] O] [os (0] [xo
X2(t)| = |q21 @22 -+ 82| | X?(t) + b.2 LUty x?(O) _ Xgo
. R PYC IR I ] %o
_Xn(t)_ — N—— — ——
X(t) = A ) + b o-u® ;X0 = x
% (t) ]
X5 (1)
y(t) = [ex ¢ - ¢ - 2 : (2.0.1)
[ Xn (1)
c X(t)

Weiterhin hatten wir noch eine abgekirzte Schreibweise des Zustandsmodells
eingefihrt

x(t)
y(t)

Ax(t) + bu(t) ; x(0) = x

c'x(t) . (2.0.2)

Dabei sind bei einem System n-ter Ordnung:

A :die n x n Systemmatrix

b : der n x 1 Eingangsvektor

c : der 1 x n Ausgangsvektor, der auch haufig als ¢” geschrieben wird,
um anzudeuten, daf3 es sich um einen Zeilenvektor handelt.

x(t) :dernx1Vektor der Differentialquotienten des Zustandsvektors

X(t) :dernx1Vektor der Zustandsgro3en
u(t) : die skalare Eingangsgrof3e
2.1



y(t) : die skalare Ausgangsgrolie
X(0) : Vektor der Anfangszustande der Zustandsgrof3en

Xo - Vektor der Werte der Anfangszustande
n : Ordnung des Systems (Anzahl der Differentialgleichungen 1. Ordnung,

Anzahl der unabhangigen Energiespeicher im System).

Wie man erkennt, wurde der skalare Durchgangsfaktor d in der Systembeschreibung
weggelassen. Dies ist i.a. keine Einschrankung, da d keinen Einflul auf die
ZustandsgroRen hat und in den meisten realen Systemen nicht vorkommt. Diese

MaRnahme soll der Ubersichtlichkeit dienen.

Zustandsmodelle lassen sich auch in Form von Strukturbildern anschaulich grafisch

darstellen. Man benétigt dazu die Strukturbildelemente aus Bild 2.0.1 .

Wirkungslinie eines Signals x(t); das Signal
wirkt rickwirkungsfrei von links nach rechts.

i x(t)
—>(O—

lz‘:
—_—

x(1)
> Verzweigungsstelle des Signals x(t); das Signal
x() wird ausschlieBlich verzweigt und erfahrt sonst
— keine Veranderung.
X5(t)
Signalsummationsstelle; das Ausgangssignal
x1(t) 2(t) ist die vorzeichengerechte Summe der
- Eingangssignale: z(t) = x4(t) + x,(t) - X3(1).
X5(t)
x(0)

x1(t) . 12 (1)

k = konstant

Verstarkungsfaktor , Koeffizient
Xo(t) = k x4(t)

Bild 2.0.1 : Strukturbildelemente fur Strukturbilder kontinuierlicher Systeme im Zeitbereich

Damit lassen sich Strukturbilder direkt aus der Gleichung des Zustandsmodell

ableiten.
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Beispiel 2.0.1: Zeichne das Strukturbild des folgenden Zustandsmodells

X0 = |2 22| + [ (2.0.3)

az; Qa
y(t) = [c; ¢y ] x(1)

Wir multiplizieren (2.0.3) zunéchst aus

X1(t) = g Xa(t) + Az, X, (1) + by u(t)

>.<2(t) aryy X1 (1) + asy Xo(t) + b, u(t) (2.0.4)

y(t) = ¢y x(t) + ¢, xp(t)

und sehen, dal3 sich z.B. x1(t) aus der Summe a1 x1(t) + aj2 xo(t) + bq u(t)
zusammensetzt. Dies kdnnen wir wie folgt bildlich darstellen (a):

x4(0)
0 |
U(t) —> b1 ).(1(t) U(t) —> b1 J. —)O—‘— X1(t)
ay |le— Xqt) ayy |«
ayp (€ xo(t) agp [Ee——— Xat)
a) b)

Mit Hilfe des Integrators (b) kann aus x1(t) die ZustandsgrofRe xi(t) berechnet
werden:

xi(t) = x3(0) + [xq(t)dt = x,(0) + [(ap xq(t) + @y, Xp(t) + by(t) u(v)di,

Fuhrt man diese Operation auch fur die zweite Differentialgleichung aus und bertck-
sichtigt die Ausgangsgleichung, erhalt man das Strukturbild des gesamten
Zustandsmodells (2.0.3):
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)21(t) X1(0) )22('2) X2(O)

X4(t) Xo(t) y(®

A

a2

A

a44

A

ao

Bild 2.0.2 : Strukturbild des Zustandsmodells (2.0.3)

Fur mathematische Zustandsmodelle kann man mit Hilfe des Matrizenkalktils eine
geschlossene Losung angeben, d.h. einen analytischen Ausdruck, mit dem man die
Ausgangsgrof3e y(t) und die ZustandsgrolRen x(t) als Funktion der Eingangsgrol3e
u(t) und der Anfangswerte der ZustandsgréfRen fir jedes beliebige, lineare,
kontinuierliche System berechnen kann. Zur Ableitung dieser Beziehung
transformieren wir (2.0.2) in den Laplace-Bereich

s X(s) - x(0)
Y(s)

A X(s) + b U(s) (2.0.5a)
c' X(s). (2.0.5b)

Bringt man in (2.0.5a) X(s) auf die linke und x(0) auf die rechte Seite
s X(s) — AX(s) = bU(s) + x(0) (2.0.6)

und klammert X(s) aus (nach den Gesetzen der Matrizenrechnung mufd s dabei mit
der Einheitsmatrix E multipliziert werden)

(SE - A) X(s) = bU(s) + x(0), (2.0.7)

kann man die Gleichung nach X(s) auflésen

X(s) = (SE- A)'bU(s) + (SE - A)"x(0). (2.0.8)
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Setzt man schlieflich (2.0.8) in (2.0.5b) ein

Y(s) = ¢ (SE- A)'bU(s) + ¢’ (SE - A)"X(0) (2.0.9)

und nennt, wie in der Literatur tblich
(SE- A" = 9(s) , (2.0.10)

kann man (2.0.9) mit Hilfe des Faltungs- und Linearitatssatzes der Laplace-Trans-
formation /1/ in den Zeitbereich zurticktransformieren. Wir erhalten dann

y(t) ¢’ ¢(t—1) bu(r)dr + c'¢(t) x(0) (2.0.11)

]
O —y

und mit

o) = L o)} = LH{(sE - A7 (2.0.12)
die geschlossene Lésung des Zustandsmodells (2.0.2). ¢(t) wird haufig als
Ubergangs- oder auch als Transitionsmatrix bezeichnet. Der erste Term auf der
rechten Seite von (2.0.11) beschreibt die Wirkung des Eingangssignals u(t) auf das
Ausgangssignal, der zweite Term die Wirkung der Anfangszustande der
ZustandsgroRen x(0) auf y(t).

Fuhrt man sich die Definition der Ubertragungsfunktion vor Augen (vergleiche /1/)

Y(s)

) = Us)

x(0) = 0 , (2.0.13)

kann man aus (2.0.9) direkt die Ubertragungsfunktion

_ Y - o(sE - AT
G(s) = 0(s) C(sE- A) " b (2.0.14)
ablesen. Der Ausdruck
o(s) = (SE - A)™ (2.0.15)
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wird nach den Gesetzen der Matrizeninversion wie folgt berechnet (vergleiche
Anhang A2 von /1/ "Grundlagen der Matrizenrechnung und linearer Gleichungs-
systeme")

_ 1 _ adi(sE - A)
o(s) = (SE- A) " = det(sE = A) (2.0.16)

Der Nenner von o¢(s) wird haufig als charakteristisches Polynom A(s) von (2.0.2)

bezeichnet
A(S): det(s E - A) = Sn + an_]_sn_l + ..+ 8282 + als + ao. (2017)

Bei einem Zustandsmodell n-ter Ordnung ist das charakteristische Polynom auch
vom Grad n. Die n Nullstellen von A(s) werden haufig als Eigenwerte der

Systemmatrix A bezeichnet.

Zum besseren Verstandnis der Zusammenhange berechnen wir folgendes

Beispiel 2.0.2: Gegeben ist das folgende Zustandsmodell eines
Ubertragungssystems

X =[5 3]x0 + [%]uwi xo = 3] (2.0.18)

X20

y® =[ 0 1]x()

Berechne den Verlauf der Ausgangsgrofie y(t)
a) fur u(t) = o(t); Au =1 und X109 = X209 =0,
b) fir x70=1 und X0 = u(t) =0 und
c) bestimme die Ubertragungsfunktion.

Losung a):

e Berechnung der Transitionsmatrix

o) = LHos)} = LH{(sE - A)]
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1 0 -2 +2 s+2 -2

(SE- A) =s - =
0 1 0,5 -2 -0,5 s+2
s+2 -2 1* )
S 05 s+2 det(sE — A)
s+2 -2

det(s — A) = det[_o’s S+2} = (s +2)(s + 2)-[(-2)-(-0,5)]

=s? + 45+ 3 = (s + 1-(s + 3) = A(s), (2.0.19)

s+2 -2 S+2 2
adj(s — A) = adj =
-0,5 s+2 0,5 s+2 ,
S+ 2 2 011(8)  915(8)
s° + 4s + 3 s? + 4s + 3
o(s) = =
0,5 S + 2
7+ 45+ 3 s2+4s+3] | 020

Bei der Operation o) = 221{q)(s)} konnen die Matrixelemente oj einzeln

transformiert werden. Um sie mit Hilfe der Transformationstabelle aus /1/
transformieren zu kénnen, mussen die @; i in Partialbriiche zerlegt werden:

_ S+ 2 A B _ 0,5 0,5
011(8) = — = + = +
s + 4s + 3 s+1 s+ 3 s+1 s+ 3
2 1 1
S) = = —
9200 = 5 i3 s+1 s+
(s) = 0,5 _ 025 025
21 s® + 4s + 3 s+1 s+ 3
_ S+ 2 _ 0,5 0,5
P2o(S) = =

+ .
s°+4s+3 s+1 s+3
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Nach der Rucktransformation in den Zeitbereich erhdlt man damit folgende
Transitionsmatrix:

o) = L {os)) = L {‘PH@ %(S)ﬂ

921(8)  92(8)

_|os(e w o) (e - o) 2.0.20
“o2s(et - &) 05(et + e[ (2.0.20)

e Berechnung von y(t) fir u(t) = o(t) ; Au=1;x(0)=0

y(t) = co(t) x(0) +

=0

¢ ¢(t — 1) bu(r)dr .

O

Der erste Term wird gleich Null, da laut Aufgabenstellung x(0) = 0 ist. ¢(t—t) wird
realisiert, indem in (2.0.20) t formal durch (t — t) ersetzt wird. u(r) ist gleich 1, da
u(t) = 1-o(t) gleich 1 ist fir t > 0:

B 0,5(3‘04) n e—3(t—f)) (e—(t—r) B e—3(t—‘r)) 0
Y _g[o 1] 0,25(e‘(t"") - e‘3(”)) 0,5(e—(t—f) + e‘3(t—f)) { ]'Hh

t
y(t) = [0,75(e ("7 4 ¢3(t7)
(1) = Jos| e

t t
y(t) =0,75¢e™" [e" dr + 0,75 [e dr
0 0

y(t) =075e7(e' — 1) + 0,75 (% e’ - 1}

y(t)=1-075e™" — 0257 . (2.0.21)
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Losung b): Berechnung von y(t) fur X;g=1 und X, =u(t) =0

t
y(t) = c'o(t) X(0) + fe' o(t - 7) bu(r)dr
0

0
P11(1)  @q2(1) 011(t) 012(1) | |1
e
021(1)  @oo(1) P21(t) 022(1) | |0
¢11(t)
y(t) = [0 1]{ ] = 9x(t) = 0,25 (e7' - &%), (2.0.22)
®21(t)

Lésung c): Berechnung der Ubertragungsfunktion

{‘Pn(s) @12(5)] { 0 ]
G(s) = ¢ ¢(s)b =[0 1]
921(S) ©22(8)] |15
15¢15(s)
G(s) = [0 1] = 15 0y,(s)
1592, (s)
Gs) = —x2(8+2) _ 15s+3 (2.0.23)
(s + (s + 3) s® + 4s + 3

Man erkennt, daf3 bis auf noch zu besprechende Ausnahmefalle das Nennerpolynom
von G(s) (2.0.23) und das charakteristische Polynom A(s) der Systemmatrix des

Zustandsmodells identisch sind.

2.1 Strukturell besondere Formen des Zustandsmodells

Wenn ein Zustandsmodell aus einer physikalisch/mathematischen Modellbildung
eines realen Ubertragungssystems hervorgeht, bestimmt die Physik des
Ubertragungssystems die Struktur des Zustandsmodells. Wir haben die
Zusammenhange relativ intensiv bei verschiedenen mathematisch/physikalischen
Modellbildungen in /1/ kennengelernt. Fir bestimmte Systemanalyse und -Synthese-
zwecke kann es jedoch sinnvoll sein, wenn die Modellstruktur eine bestimmte
ausgezeichnete Form hat, z.B. moglichst viele Nullen in der Systemmatrix A.
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Mit Hilfe sogenannter Ahnlichkeitstransformationen kann man ein beliebiges
Zustandsmodell

x(t) = A x(t) + b u(t)
y(t) = ¢ x(t) (2.1.1)

in ein anderes ahnliches Modell wandeln

x
—
—
~
*
1
|>
*
x
—
—
~
*
+
(o)
*
[
—
—
~

1
o,
*
I
—~
~—
N
*

y(t) (2.1.2)
das diese strukturell besonders ausgezeichnete Matrizen A*, b* und ¢ besitzt. Zu
dieser Transformation mufd eine bestimmte regulare nxn - Matrix T gewahlt werden,
die die Zustandsvektoren wie folgt transformiert

x(t)" =Tx(t) bzw. (2.1.3a)

x(t)=T7 x(t)" . (2.1.30)
Substituiert man in (2.1.1) x(t) durch (2.1.3b), ergibt sich

T'x(t) = AT ' x(t) + bu(t)

y(t) = ¢ T x(t)". (2.1.4)

Um wieder ein mit (2.1.1) vergleichbares Modell zu erhalten, muf} If1 auf der linken

Seite der ersten Gleichung von (2.1.4) verschwinden. Zu diesem Zweck wird von
links mit T multipliziert

(= TAT" x(t) + Thb ut)
%,*_/ BT
A

y(t)= ¢TI~ x(t) . (2.1.5)

e

(e

Damit ist (2.1.1) in die Form (2.1.2) transformiert und es gelten die Beziehungen

A*=TAT'" ; b =Tb ; c¢*"=¢T". (2.1.6)
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Obwohl beide Systembeschreibungen verschiedene ZustandsgréfRenverlaufe haben,
sind

e die Nullstellen von A(s) von A und A" identisch,
e det A = det A"
e und das Eingangs- /Ausgangsverhalten ist gleich.

Selbstverstandlich ist auch die Systemordnung die gleiche.

Die Frage, die sich nun erhebt, ist, welche Transformationsmatrix T bzw. I_l
gewahlt werden muf3, um auf eine bestimmte strukturell ausgezeichnete Form der
Matrizen A", b" und ¢ zu gelangen. An den drei folgenden Beispielen wollen wir
diese Frage klaren.

2.1.1 Transformation auf Diagonalform

Wahlt man als Transformationsmatrix I_l die sogenannte Matrix der Eigenvektoren
vivon A (siehe Anhang Al)

Vi1 Va2 Vin
— V V eV
T =V=[v, vp = v ]=| 2 7 2n | (2.17)
an Vn2 Vnn

die durch folgende Bestimmungsgleichung definiert ist

AV = sy, (2.18a)
erhalt man (sofern A nur einfache Eigenwerte s;j hat) nach der Transformation (2.1.6)
eine Systemmatrix, die aufer den Eigenwerten s; auf der Hauptdiagonalen nur mit
Nullen besetzt ist. Die strukturell ausgezeichnete Form des transformierten
Ubertragungssystem-Modells besteht darin, dal es in eine entkoppelte
Parallelstruktur, wie man sie auch durch eine Partialbruchzerlegung erhalten wirde,
umgeformt ist. Wir wollen den Vorgang der Transformation an einem Beispiel
verdeutlichen und das Ergebnis diskutieren.

Beispiel 2.1.1: Bilde das entkoppelte Modell mit der Diagonalform der Systemmatrix
von unserem Beispielmodell (2.0.18).
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Um die Auswirkung der Transformation deutlicher erkennen zu kdnnen, soll zunachst
das Strukturbild des Originalmodells gezeichnet werden

y -2 +2 0
X ()= Lo c iz} X() + [15} u(t) ; X(0) = [Zﬂ

y(t) =[ 0 1]x(1)

w0,

x1(0) X,(0)

2 |«

Bild 2.1.1: Strukturbild des Zustandsmodells (2.0.18)

Zur Berechnung der Transformationsmatrix I_l bendtigen wir die Eigenwerte von A,
die wir weiter vorn (2.0.19) bereits berechnet hatten: s =-1; so =-3.

Durch Umstellung der Gleichung (2.1.8a) erhalten wir die Bestimmungsgleichung fur
die v;:

(SSE- A)v, = 0. (2.1.8D)

Mit s; = —1 ergibt sich

T (e B el P [

Vi — 2V = 0
= Vi1 = 2Vy
—0,5V11 + V21 =0

Da fir unsere Betrachtungen nur das Komponentenverhaltnis der Eigenvektoren
wichtig ist, wahlen wir voq = 1. Damit wird
2.12



v, = = (2.19)
Mit s, = -3 wird der zweite Eigenvektor berechnet
-3 0 -2 2 v -1 -2||v
(SZE_A)MZZ _ 12 — 12 =0
0 -3 0,5 -2|) |V -0,5 -1||vy

—Vip — 2Vpy =

|
o

= Vip = =2V, .
—0,5V12 + V22 =0

Mit der Wahl voo = 1 ergibt sich der zweite Eigenvektor zu

v, = = (2.110)

und damit die gesuchte Transformationsmatrix (2.1.7)

2 2
T = vy v,] = . (2.112)
11

-1
Mit der Beziehung T = (I_l) kann die auch bendtigte nicht inverse
Transformationsmatrix T berechnet werden

0,25 0,5
(2.112)

[—
I

-0,25 0,5

Mittels der Beziehungen (2.1.6) kénnen nun die Matrizen A®, b"undc” des
transformierten Modells gebildet werden:

A" = TAT:

2 42 2 21 [-2 6]  [025 05 2 6] [-10

05 -2 1 1| |-1 -3| " |-0,25 0,5 -1 -3 |0 -3

| — [ E—— .
A T AT' T AT A
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b* = It_) : C'* = C'.T_l

025 0,5 01  [075 _ 2 2]
0,25 0,5 15| ~ |0,75 o1 |1 1| T [1 1
T b b c T c

Das sich ergebende transformierte Zustandsmodell

o 2

x(t)"

X(t)*

y(t)

I
| |
H
H
—_

hat die angestrebte entkoppelte Parallelstruktur

x4(0)*
xq(t)*
>0,75 —> | —>£—‘—l
u(t) — (O y(t)
Xo(0)*
>(0,75 —»é—
3 |

Bild 2.1.2: Entkoppelte Struktur des Zustandsmodells (2.0.18)

Der vorangehend beschriebene Transformationsvorgang entspricht der Partialbruch-
zerlegung der Ubertragungsfunktion im Laplace-Bereich. Auch dort entstand aus
einer Gesamtubertragungsfunktion eine Parallelstruktur aus Teilubertragungs-
funktionen (vergleiche /1/).

Treten mehrfache Eigenwerte der Systemmatrix auf, flhrt der vorgestellte
Transformationsvorgang nicht auf eine Diagonalform von A, sondern auf eine
sogenannte JORDANform der Systemmatrix. Auch hier sind deutliche Parallelen zur
Partialbruchzerlegung zu erkennen. Aus Zeitgrinden konnen wir auf die
JORDANform nicht naher eingehen, Einzelheiten kénnen in /3/ und /4/ nachgelesen
werden.
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2.1.2 Transformation auf Ubertragungsfunktions-Form
(Beobachter-Normalform)

Eine weitere strukturell ausgezeichnete Form des Zustandsmodells entsteht, wenn
zur Bildung der Transformationsmatrix T die folgende Matrix B, die wir spéater
Beobachtbarkeitsmatrix nennen werden, zugrunde gelegt wird.

Aus

berechnet man B! = [t to, - t,]- (2.114)

9'
c-A
B = | ¢c'A®

Cl'An—l

Daraus ergibt sich die Transformationsmatrix

I_l = I:Ina Atna Az'tn T An_l'ln:l (2115)
-1 _
und daraus mit (I_l) auch T. Durch Anwendung von T und T 1 auf das

allgemeine Zustandsmodell (2.0.1) im Sinne der Transformationsvorschrift (2.1.6)
ergibt sich dann das transformierte Zustandsmodell (2.1.16):

x(t) 0 0 0 —ag ] |x®)]  T[bo]
x2(t)" 10 0 -a X, (1) b,
O O O % Xs (1)’ b,
. = + u(t);
0 010 .
_).(n(t)*_ - 00 1 | Xn (1) ] [On-1 |
] ] (2.116)
y(t)y = [0 0 - 0 1] x1(t)"
X(t)
x3(t)"
X (1)"
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Die strukturelle Auszeichnung dieses Zustandsmodells liegt darin, dal3 in den Para-
metermatrizen neben Nullen und Einsen nur noch die Koeffizienten der
dazugehorigen Ubertragungsfunktion

n-1 2
G(s) = b1 S ~+ b, -S + - + by, -8°+ by -5+ Dby
s"+a,,-s"t+a,,-s"%+ ... +a, s®+a -s+ag

(2.117)

auftreten.

Wir haben diese Transformation bereits in /1/ als geeignete Beziehung zur
Umformung einer Ubertragungsfunktion in ein Zustandsmodell kennengelernt, wenn
von einem vorliegenden Systemmodell in Form einer Ubertragungsfunktion die
Sprungantwort rechnergestitzt bestimmt werden sollte.

2.1.3 Transformation auf Regler-Normalform

Abschlieend soll noch eine dritte Zustandsmodell-Normalform angesprochen
werden.
Zur Bildung der sogenannten Regler-Normalform des Zustandsmodells

0 1 0 . 0 0
0 0 1 0 0 0
* s 0 0 0 1 : N 0
Xt = | . o | X0+ | u(t) (2.118)
0 0 0 o - 1
[—8 & —a; —az - —ap_q] [ 1]
V() = [ bo, by by o bl X

die sich auch dadurch auszeichnet, dal3 sich neben Nullen und Einsen nur die
Koeffizienten des Zahler- und Nennerpolynoms der Ubertragungsfunktion (2.1.17) in
den Parametermatrizen befinden, allerdings in einer etwas anderen Anordnung als
bei der Beobachter-Normalform.

Den dazu notwendigen Transformationsmatrizen T und I‘l liegt die sogenannte
Steuerbarkeitsmatrix S, auf die wir spater auch noch zuriickkommen, zu Grunde.
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Aus o
P
P2
S = [lg, A-b, A® b, - A”‘l-g] berechnetman S = P3|, (2.119a)
[P'n ]
daraus ergibt sich die Transformationsmatrix T :
_ o ;
En'A
T=| phA® |, bzw. Tt = (1) (2.119b)
B.n .An—l

Eine Reihe weiterer, aber nicht so wichtiger Normalformen werden in /3, 4/

dargestellt.
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3 Systemeigenschaften

Beim spéter zu besprechenden Entwurf von sog. Zustandsreglern wird es notwendig sein,
daRR die vom Zustandsregler zu beeinflussende Regelstrecke die Eigenschaft haben muf3,
von der EingangsgrofRe u(t) aus alle Zustéande x(t) des Systems steuern zu kénnen. Wir
werden diese Eigenschaft des Systems als Steuerbarkeit definieren.

Fur den Entwurf eines spater auch noch zu beschreibenden sog. Zustandsbeobachters
wird es daruberhinaus notwendig sein, vom Ausgang der Regelstrecke y(t) aus, die
Zustande x(t) innerhalb des Systems beobachten zu kénnen. Falls das betrachtete
System dies erlaubt, besitzt es die Eigenschaft der Beobachtbarkeit. Diese System-
eigenschaften sollen im Folgenden untersucht werden.

3.1 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Wir wollen uns den Zugang zu den Begriffen Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit an Hand
eines Beispiels verschaffen.

Beispiel 3.1.1: Untersuche, ob das folgende Ubertragungssystem

O e TR (311
[0 1] x(1)

<
—
—
N—
Il

im Sinne der vorangehenden Erlauterungen steuerbar bzw. beobachtbar ist.

Da ein Strukturbild die besten Einblicke in die internen Verknipfungen eines Uber-
tragungssystems bietet, soll dies als erstes untersucht werden:

x1(0) X(0)

X1(1) Xo(t)
u(t) —— [ — | P O—1— 0

Bild 3.1.1: Strukturbild des Zustandsmodells (3.1.1)
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Das Bild suggeriert eine Steuerbarkeit beider Systemzustéande, da u(t) sowohl auf den
ersten Zustand x1(t) als auch auf den zweiten Zustand xp(t) einwirkt. Die Struktur &Rt
weiterhin vermuten, dal der Systemzustand x»(t) sicher beobachtbar ist, beim System-
zustand x1 (t) kdnnte die Beobachtbarkeit angezweifelt werden.

Da eine entkoppelte Parallelstruktur des Systems (3.1.1) eine deutlichere Aussage Uber
die VerknUpfung der Zustande mit der Eingangs- und Ausgangsgrof3e erlaubt (vergleiche
die Bilder 2.1.1 und 2.1.2), soll zunachst die entkoppelte Parallelstruktur berechnet
werden. Aus dem charakteristischen Polynom

A(s) =det[s-E - Al = s* + 3s + 2 = (s + 1)-(s + 2) (3.12)

konnen die Eigenwerte des Systems s; = -1 und s, = -2 abgelesen werden, so daf3 die
transformierte Systemmatrix der Diagonalform sofort hingeschrieben werden kann:

. _[-1 0
A* = [0 _2] (3.1.3)

Die Transformationsmatrix flr b und ¢, die Matrix der Eigenvektoren berechnet sich zu

T = [1 ‘1} bzw. T = [2 1}, (3.14)
-1 2 1 1

womit die transformierten Vektoren b* und c'* angegeben werden kdnnen
x 0 x
b™ = [J ;¢ =11 1]. (3.15)

Das Strukturbild

X1(0)*
x4 (t)*
?_—» J >é 1
> y(t)
XZ(O)*é
Xo(t)*
u(t) —>| | —>0—
2 |

Bild 3.1.2: Strukturbild des entkoppelten Zustandsmodells (3.1.1)
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des transformierten Systems

;(t)* = [_1 O]X(t)* + [O]U(t) (3.16)

0o -2
y() =[1 1]x®

offenbart eine eindeutige Aussage uUber die Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit des
Systems: es ist vollstandig beobachtbar aber nicht vollstandig steuerbar, da der Zustand
X1(t) von u(t) nicht erreicht werden kann.

Eine exakte Definition von Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit wurde 1961 von R.
KALMAN angegeben. Er formulierte auch einfache Vorschriften zur Prifung dieser
Systemeigenschaften. Wir wollen es bei der vorangehend dargestellten anschaulichen
Beschreibung der Steuer- und Beobachtbarkeit belassen und die Prifvorschriften ohne
Ableitung angeben:

Systemprifung auf Steuerbarkeit

Ein Ubertragungssystem, das durch ein Zustandsmodell der Form (2.0.1) beschrie-
ben wird, ist steuerbar, wenn seine Steuerbarkeitsmatrix

S = [g, A-b, AZ.b, -, A”—l.g] (3.17)

regulér, d.h. die Determinante det S # O ist.

Systemprifung auf Beobachtbarkeit

Ein Ubertragungssystem, das durch ein Zustandsmodell der Form (2.0.1) beschrie-
ben wird, ist beobachtbar, wenn seine Beobachtbarkeitsmatrix

B = | ¢

gl
c-A
-AZ regulér ist, d.h. die Determinante det B # O ist. (3.18)

Cl‘An—l

Exakte Einzelheiten zu diesen beiden Systemeigenschaften finden sich in /3,4/.

Im Normalfall ist ein System sowohl steuerbar als auch beobachtbar. Diese Eigenschaft
kann anhand einer einfachen Vorschrift gepruft werden:
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Systemprifung auf Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Ein Ubertragungssystem, das durch ein Zustandsmodell der Form (2.0.1) be-
schrieben wird, ist sowohl steuerbar als auch beobachtbar, wenn sein charak-
teristisches Polynom A(s) gleich dem Nennerpolynom N(s) der dazugehoérigen

Ubertragungsfunktion G(s) = Z(s)/N(s) ist. (3.1.9)

Der Fall A(s) = N(s) liegt immer vor, wenn Z(s) und N(s) der Ubertragungsfunktion teiler-
fremd sind, das heil3t keine gemeinsamen Nullstellen haben, die sich somit nicht kirzen
lassen. Ist A(S) # N(s), z.B. durch Kurzungen in der Ubertragungsfunktion, ist das
Ubertragungssystem entweder nicht steuerbar, nicht beobachtbar oder beides nicht. In
diesem Fall muf3 mit (3.1.7) und (3.1.8) spezifisch gepruft werden, welche Eigenschaft das
System hat.

Die vorangehend geschilderten Zusammenhéange wollen wir an folgenden Beispiel-
rechnungen verdeutlichen.

Beispiel 3.1.2: In Beispiel 2.1.1 hatten wir durch Bildung der entkoppelten Diagonal-
struktur anschaulich festgestellt, daR das Ubertragungssystem (3.1.1) beobachtbar aber
nicht steuerbar war. Nach Satz (3.1.9) mul3 demnach A(s) # N(s) sein. Um dies zu zeigen,
missen wir die Ubertragungsfunktion G(s) von (3.1.1) bilden. Beim genauen Hinsehen
erkennt man, daR (3.1.1) in Beobachter-Normalform vorliegt, so dafl3 die
Ubertragungsfunktion direkt aus dem Zustandsmodell abgelesen werden kann:

_Y(s) _ Z(s) _ + 1
G(S)_TS)_N(S)_SZf3s+2
s +1 _ 1

(3.110)

(s+1)-(s+2) s+2°

Mit dem charakteristischen Polynom (2.0.17)
A(s) = det[s'E - A] = s® + 3s + 2
ergibt sich, daf

A(s) =s? +3s+2 #N(s)=s+2
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ist, was nach den vorangehenden Betrachtungen auch zu erwarten war. Auch die formale
Steuerbarkeitsprtfung nach (3.1.7)

det

ln
]
o
@
~—
| |
o
1>
o
| N
1
N
o
]
1
ol
I_—I
|
1
1
B O
| |
w N
| |
1
ol
| |
I
1
| |
NN
| |

det (3.1.11)

@)
1
Q.
0]
—
| —
|
NN
|
1
|
N
|
—
|
N
~—
I
o

fuhrt zum erwarteten Ergebnis, dal3 das System nicht steuerbar ist. Verbleibt noch die
formale Prifung auf Beobachtbarkeit nach (3.1.8):

det§:det[_g}: 2:c=[0 1; cA=[0 1][2 :ﬂ:[l -3]

det B 0 -1= -1 0. (3.112)

I
o
®
—+

1

o)
R

w

| I—|
I

Auch diese Berechnung bestatigt unsere anschauliche Interpretation: das System ist
beobachtbar.

Es sei an dieser Stelle noch hervorgehoben, dal3 ein System, welches sich in der
Beobachter-Normalform (2.1.16) modellieren laf3t, immer beobachtbar ist. Zur Bildung der
Transformationsmatrix T bzw. T-ImuR namlich u.a. die Beobachtbarkeitsmatrix B invertiert
werden (2.1.4). Invertierbarkeit setzt aber voraus, dal3 B regular ist und Regularitat von B
garantiert nach (3.1.8) die Beobachtbarkeit des betrachteten Systems. Aus aquivalenten
Grinden ist ein System, welches sich in Regler-Normalform (2.1.18) modellieren lafRt,
immer steuerbar.

3.2 Stabilitat

Analog zur klassischen Regelungstechnik (vergleiche /1/) kann man zeigen, dal ein in der
Form (2.0.1) beschriebenes Ubertragungssystem genau dann stabil ist, d.h. seine
Sprungantwort h(t) gegen einen stationaren Endwert lauft, wenn die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms A(s) der Systemmatrix ausschliellich negative Realteile

haben, d.h. in der linken s-Halbebene liegen. (In /1/ trafen wir diese Aussage uber die
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Polstellen der Ubertragungsfunktion. Im Normalfall sind diese Polstellen identisch mit den
Nullstellen von A(s)).

Wir wollen nun im Folgenden klaren, wie sich die ZustandsgrofRen x(t) bei einem so
definierten stabilen oder instabilen System verhalten, wenn die Anfangszustande x(0) = 0
und die Eingangsgrofie u(t) = 0 sind. Wir betrachten dazu unser Systemmodell (2.0.2)
unter diesen Bedingungen und lassen, da uns nur die Zustandsgrof3en interessieren, die
Ausgangsgleichung y(t) = ¢' x(t) weg:

IX o

(t) = Ax(t) ; x(0) = xg . (3.2.1)

Verfolgen wir nun die Ableitung der geschlossenen Losung des Systemmodells in Kapitel
2 mit der reduzierten Modellbeschreibung (3.2.1), geht die Beziehung (2.0.8) Uber in

X(s) = (SE-A)"-x(0) = é(s)x(0).

Nach der Laplace—Rucktransformation fuhrt diese Beziehung direkt auf den Zustands-
grolRenverlauf bei u(t) = 0 und x(0) = O:

x() = 0(t)x(0) mit o(t) = 2 {(sE-A)}. (3.2.2)

Anhand des folgenden Beispiels konnen wir uns nun anschaulich klar machen, welchen
charakteristischen Verlauf die ZustandsgroRen x(t) bei u(t) = 0 und x(0) = O furt —» o
haben.

Beispiel 3.2.1: Wir greifen auf unser Systemmodell (2.0.18) im Beispiel 2.0.2 zuruck und
nehmen an, dal® die EingangsgroRe u(t) = O ist, und dall die Anfangswerte folgende
konstante Grofen haben

x(0) =[:;((g))} =m . ab: konst. . (3.2.3)

Zur Berechnung des Verlaufs der Zustandsgrof3en setzen wir in (3.2.2) die im Beispiel
2.0.2 berechneten Elemente der Transitionsmatrix ¢(t)(2.0.20) und die gerade fest-
gelegten Anfangszustande ein

x(t) = o(t)-x(0) = {@11(0 (P12(t)}.[3} (3.2.4a)
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Xi(1)= a-@u(t) + b-gy,(1) = 0,5a(e™" + &™) + ble™" - &™)

X,(1)= a-@x(t) + b-gp(t) = 0,25a(e™" — e%') + 0,5b(e”" + &%) (3.2.4b)

Wie man deutlich erkennt, ziehen die stabilen Eigenwerte s; = -1 und s, = -3 (vergleiche
(2.0.19)) in der Transitionsmatrix e-Funktionen mit negativem Exponenten (e-1t, e-3t) nach
sich. Betrachtet man (3.2.4) fiur t — <, erkennt man, daR in diesem Fall die
ZustandsgrofRen x(t) bei einem beliebigen Anfangszustand x(0) gegen Null gehen.
Instabile Nullstellen von A(s) fuhren in der Transitionsmatrix zu e-Funktionen mit positiven
Exponenten, was fir t — o zu wachsenden e-Funktionen, also zu einem instabilen
Systemverhalten fihrt. Damit ist anschaulich klar, dal3 folgender Satz gilt:

Die ZustandsgréRen eines stabilen Ubertragungssystems der Form (2.0.2) mit
u(t) = 0 und x(0) = 0 gehen flir t — - immer gegen Null. (3.2.5)

Selbstverstandlich gilt auch das in /1/ eingefiihrte Pollage-Stabilitatskriterium fur
Zustandsmodelle. Um mit Hilfe dieses Kriteriums die Stabilitat prifen zu kénnen, muf3 die
Ubertragungsfunktion des Systems berechnet werden, deren Polstellen bei Stabilitat dann
ausschliefilich in der linken s-Halbebene liegen durfen. Da das charakteristische Polynom
A(s) des Zustandsmodells i.a. identisch mit dem Nennerpolynom der Uber-

tragungsfunktion ist, kann auch an ihm die Stabilitatspriifung vorgenommen werden.
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4 Regelkreise im Zustandsraum

Wie in der klassischen Regelungstechnik geht man beim Reglerentwurf im
Zustandsraum von einer vorgegebenen Strecke aus, deren Systembeschreibung
jedoch in Form eines Zustandsmodells vorliegen mul3. ZweckmaRigerweise sollte
diese Systembeschreibung aus einer mathematisch/physikalischen Modellbildung
hervorgegangen sein.

Anders als in der Kklassischen Regelungstechnik wird jedoch nicht die
AusgangsgrofRe der Regelstrecke zum Regler zuriickgefuhrt, sondern alle
ZustandsgroRen.

u() >l Strecke > y(1) u(t) > Strecke > y(1)

xi(t) <—-H
Xo(t) €—
X3(t) <

A

a) Xﬂ(t) < b)

Bild 4.0.1: a) Ausgangsruckfuhrung der klassischen Regelungstechnik
b) Zustandsriickfiihrung einer Regelstrecke bei Zustandsregelung

Es ist einsichtig, dall dem Regler damit eine umfassendere Information Uber die
Regelstrecke zugefuhrt wird, als bei einem normalen Regelkreis mit
Ausgangsruckfihrung und damit ein besseres Regelergebnis erwartet werden kann.

Ziel der Regelung ist das gleiche wie in der klassischen Regelungstechnik: optimales
Folgeverhalten der RegelgréfRe bei einer FiuhrungsgrofRenanderung und optimale
Ausregelung von Storungen, die auf die Regelstrecke wirken. Was als optimal
bezeichnet werden kann, gibt auch hier die Problemstellung vor und kann z.B. in den
RegelglUteparametern Anstiegszeit und Uberschwingweite der
Fuhrungssprungantwort und in der statischen Regelgenauigkeit (bleibende
Regelabweichung) ausgedrtickt werden.

Da bereits die Fuhrbarkeit von Zustandsregelkreisen hinsichtlich der bleibenden
Regelabweichung gewisse Probleme birgt und stationare Stérungen mit einem
Zustandsregler i.a. gar nicht ausgeregelt werden kdnnen, wollen wir uns zunéchst
auf die sog. Optimierung der Eigendynamik von Regelkreisen beschranken und in
Kapitel 4.4 kurz auf gefuihrte und gestérte Zustandsregelkreise eingehen.

Wir gehen bei unseren Betrachtungen von einem Streckenmodell der Form (2.0.1)
bzw. (2.0.2) aus
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Lx(t) (4.0.1)

das wir als Strukturbild wie folgt symbolisch darstellen

x(0)

(op
(o]

& x(t)
> | =0 > ¢ |— y(t)

u(t) ——>

Bild 4.0.2: Strukturbild einer Zustandsregelstrecke

Dabei bedeuten die Doppelstrich—Pfeile n—Stlick Wirkungslinien der Zustandsgrofen.

4.1 Entwurf eines Zustandsreglers

Bei der Optimierung der Eigendynamik einer Regelstrecke geht man davon aus, dal}
die FUhrungsgrofle w(t) und die Stoérgrofie z(t) gleich Null sind. Dagegen kdnnen die
Anfangszustande der Zustandsgroflen x(0) einen von Null verschiedenen Wert
annehmen. Des einfacheren Ausdrucks wegen, wollen wir diese Erregungsform
zukinftig Anfangsstérung nennen.

Die Anfangsstérung 5(0) # 0 soll im Rahmen der Optimierung der Eigendynamik
mit Hilfe des sog. Zustandsreglers mdglichst schnell gegen Null ausgeregelt werden.
Im Falle der Instabilitit der Strecke soll die Optimierung der Dynamik die
Stabilisierung der Strecke bedeuten. Zu diesem Zwecke setzen wir den Zustands-

regler wie folgt an
u(t) = -k"x(t) =

= —ky-xq(t) = kp-xp(t) = -+ = ky-x,(t); k; =konst., (4.1.1)

d.h. die StellgroRe u(t) der Regelstrecke wird aus einer Linearkombination der
Streckenzustande gebildet, wobei jeder Zustand separat mit einem k; gewichtet
werden kann. Damit ergibt sich folgender Zustandsregelkreis
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Y
=
—
O@
\'V
o
=

/l(t) Regelstrecke

k' Zustandsregler

Bild 4.1.1: Regelstrecke mit Zustandsregler

Eine notwendige Voraussetzung zum Entwurf eines Zustandsreglers ist die
Steuerbarkeit der Regelstrecke. Wir gehen deshalb bei der Ableitung des
Zustandsreglers davon aus, dafd die Strecke in Regler-Normalform (2.1.18), die die
Steuerbarkeit garantiert, vorliegt (Index R). Durch Zusammenfassung der Strecken-
und Reglergleichung zu einem geschlossenen Regelkreis

X(t) = Ag-x(1)" + bg-u(t); u(t) = —kKg-x(®)" (4.12)
Xt = Ag-X(t) — b -Kr x(t)°
X(t)" = (Ag — bg KR) X' (4.13)

ergibt sich die Systemmatrix (Ag - brk'r) des geschlossenen Zustandsregelkreises,

die naher betrachtet wie folgt aussieht:

0 1 O 0 | (0]
0 0 1 0 0
- k1 k2 kn] =
0 0 0 1 0
[—8 —&1 —& —an_1 | 1
An b K
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0 1 0 0 0 | 0 0 O 0 |
0 0 1 0 0 0O 0 O 0
0 0 0 0 1 0O 0 O 0

|—8p —& —a - —8p_1 | (ki kp kg e ky

Ar (brk'r)
0 1 0 0 |
0 1 0
= : (4.14)
0 0 0 1
| =Yo Y1 Y2 - ~Tn-1.
(Ar-brK'R)

Da sowohl die Systemmatrix der Strecke Ay als auch die Systemmatrix (Ar - bg K'r)
des geschlossenen Zustandsregelkreises Regler-Normalform besitzen, kdnnen aus
ihnen auf Grund der Beziehungen zwischen (2.1.18) und (2.1.17) und der Tatsache,
dalR A(s) = N(s) ist, die charakteristischen Polynome abgelesen werden:

1

— N n- 2
A(S)Strecke =S + an—l's + .+ a2‘S + al,s + aO (415)

AS)oe =" +¥naS"hH o+ ¥ 8T Y18 + 7 (4.16)
Aus (4.1.4) geht weiterhin hervor, dal3 die Koeffizienten v; des charakteristischen
Polynoms des geschlossenen Kreises mit Hilfe der frei wahlbaren Elemente des

Reglervektors k nach folgender Beziehung

Yo —Qdp kq

Y1 —a ko

—'YZ = —a2 - k3 (41.7)
__Yn—l_ __an—l_ _kn _

beliebig eingestellt werden kénnen.

Fuhrt man sich noch einmal vor Augen, daR das dynamische Verhalten eines Uber-
tragungssystems maRgeblich von der Lage der Pole der Ubertragungsfunktion
abhangig ist (vergleiche /1/), die im Normalfall identisch mit der Lage der Nullstellen
des charakteristischen Polynoms der Systemmatrix sind, und dafl3 wiederum die
Koeffizienten des charakteristischen Polynoms seine Nullstellenlage bestimmen,
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kénnen wir mit (4.1.7) die Nullstellenlage und damit die Dynamik des geschlossenen
Kreises frei einstellen.

Durch Umstellung von (4.1.7) erhalten wir auf Grund dieser Uberlegungen folgendes
Ergebnis:

Hat eine in Regler-Normalform gegebene Regelstrecke das charakteristische
Polynom (4.1.5) und soll das charakteristische Polynom des geschlossenen
Zustandsregelkreises die Form (4.1.6) annehmen, so mul3 der Reglervektor wie
folgt bestimmt werden:

Kr1 Yo — Qo
Kr2 Y1 — @

kp = |Krz| = Yo —ay |. (4.18)
_kRn_ _Yn—l - an—l_

Die vorangehende Entwurfsvorschrift hat den entscheidenden Nachteil, daf sich die
Regelstrecke physikalisch in Reglernormalform modellieren lassen muf3. Dies gelingt
auRerst selten. Wir leiten daher im Folgenden eine Zustandsregler-Entwurfsvorschrift
fur eine beliebig gegebene steuerbare Strecke ab.

Eine steuerbare Strecke kann mit der Beziehung (2.1.3a) >_<(t)* = I'>_<(t) auf Regler-
Normalform transformiert werden, wenn die Transformationsmatrix T die Form
(2.1.19b) besitzt. Bei einem Streckenmodell in Reglernormalform (4.1.2) hatten wir
folgendes Reglergesetz benutzt

(4.19)

u(t) = —k'r-T-x(1), (4.110)
womit man folgendes Ergebnis formulieren kann:

Hat eine steuerbare Regelstrecke das charakteristische Polynom (4.1.5) und
soll das charakteristische Polynom des geschlossenen Zustandsregelkreises
die Form (4.1.6) annehmen, so mul3 der Reglervektor wie folgt bestimmt
werden
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wobei T aus der Steuerbarkeitsmatrix S (2.1.19) hervorgeht.

Das vorgestellte Entwurfsverfahren fur einen Zustandsregler wird in der Literatur als
sog. Polvorgabeverfahren bezeichnet, da man die Pole der Ubertragungsfunktion des

geschlossenen Regelkreises (die den Nullstellen des charakteristischen Polynoms
der Systemmatrix des geschlossenen Zustandsregelkreises entsprechen) frei
vorgeben kann. Daneben existieren noch eine Reihe weiterer Entwurfverfahren, von
denen der sog. RICCATI-Regler, der auf der Basis der Minimierung eines
Gutekriteriums entwickelt wird, eine groRe Bedeutung hat. Mit diesem
Entwurfsverfahren kénnen z.B. Regler mit energieoptimaler StellgroRe bestimmt
werden. Aus Zeitgriinden wollen wir auf die Betrachtung dieser Regler verzichten,
nahere Einzelheiten findet man in /4/.

Zum besseren Verstandnis des Entwurfsvorganges soll im folgenden Beispiel ein
Zustandsregler berechnet werden.

Beispiel 4.1.1: Fur die in Beispiel 2.0.2 gegebene Regelstrecke

X0 =] o5 5| (O + | 15| u0 (4.1.12)

vt =10 1] x(t)

soll ein Zustandsregler entworfen werden, der die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms der Strecke s1g = -1 und spg = -3 beide nach sq ok = -4 verschiebt und
damit den Abklingvorgang der Zustandsgrofien gegen Null verkurzt (Optimierung der
Eigendynamik).

Da das System (4.1.12) nicht in Regler—-Normalform vorliegt, muf} zunachst gepruft
werden, ob das System steuerbar ist. Aus dem Beispiel 2.0.2 ist uns bereits die
Ubertragungsfunktion

Z(S) 158 +3 1,5~(S + 2)

U(s) N(s) s®+4s+3 - (s +1)-(s + 3)

(4.1.13)
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bekannt. Nach Satz (3.1.9) ist ein System sowohl steuerbar als auch beobachtbar,
wenn A(S) = N(s) ist. Dies ist beim vorliegenden System der Fall, da Z(s) und N(s)
teilerfremd sind, d.h. unser System ist sowohl steuerbar als auch beobachtbar.

Mit dieser Erkenntnis kann der Satz (4.1.11) zur Reglerberechnung herangezogen
werden

K =[vo —apvi—aT- (4.114)
Wegen

A(s) =N(s) =s®+4s+3 =s”+a;'s + a (4.115)

Strecke
sind a; = 4 und ag = 3. Zur Berechnung der Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms des geschlossenen Regelkreises werden die Linearfaktoren der

gewlnschten Nullstellen von A(s)kreis (S1,2k = -4) ausmultipliziert

(s + 4)° = s? + 8s + 16.

Dem entstandenen charakteristischen Polynom des Kreises

A(S) e = S° + 85 +16. = 5% + v;°5 + g (4.116)

kdnnen die Koeffizienten y; = 8 und yg = 16 entnommen werden.

Zur Loésung von (4.1.14) mul3 nun noch die Transformationsmatrix T bestimmt
werden. T berechnet sich aus der Steuerbarkeitsmatrix S nach der Vorschrift

(2.1.19)
S=[b A-b] = {25 : [o_i _22} ' []_,OSH ) [J,O5 _33}

1.0 37 1 [-3 -3] _[2/3 23
— “25as o) o)




_| P2 C oA =2 _
N AT IR EEED
_[¥3 o
T= 23 2/3}. (4.117)

Damit ergibt sich der Zustandsreglervektor zu

k' = [16-3, 8-4]-T = [13 4].[ V3 0} _

~2/3 2/3

=[1667 2,667]. (4.118)

Mit Hilfe der Beziehung (4.1.3) kann man zeigen, dal3 sich mit den Reglerparametern
(4.1.18) wirklich eine Nullstellenlage des Kreises von sj i = -4 einstellt:

A(S)Kreis = det (SE - (A - QKI)) = det (SE - A+ QKI)
0 -2 2 0
SE-A+bk = - + - [1,667 2,667]
0 s 0,5 -2 15
_|s+2 -2 N 0 O |[s+2 -2
- |05 s+2 25 4| | 2 s+6
s+2 -2
A(S)yreis = det[ 5 s+6} =(s+2)(s+6)+4
A(S)ye = S2 + 85+ 16 = (s + 4)° . (4.119)

Zur Demonstration der Verbesserung der Eigendynamik wurden die
Zustandsgrofl3enverlaufe der reinen Strecke Xxg(t) und des Kreises xk(t) mit dem
berechneten Zustandsregler in der Anordnung nach Bild 4.1.1 jeweils bei einer
Anfangsstorung x's(0) = x'k(0) = [1 1] mit Matlab berechnet und in Bild 4.1.2
grafisch dargestellt. Man erkennt trotz der geringen Polverschiebung eine erhebliche
Dynamikverbesserung des Kreises gegenlber der reinen Strecke: wahrend die
Zustande der reinen Strecke erst bei ca. t = 5 abgeklungen sind, erreichen die
Zustande des Zustandsregelkreises schon beit = 2 den Wert Null.
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X2K(t)
-0.2 : : : : >
0 1 2 3 4 5 t

Bild 4.1.2: ZustandsgroRenverlaufe einer Regelstrecke mit und ohne Zustandsriickfiihrung

Leider erkauft man sich diese Dynamikverbesserung h&ufig mit erheblichen Stell-
signalamplituden u(t). Die freie Polvorgabe ist also ahnlich wie die freie Wahl der
Anstiegszeit der Fuhrungssprungantwort in der klassischen Regelungstechnik vom
Aussteuerbereich der Stellgréf3e beschrankt.

Wegen der leichten Durchschaubarkeit des Polvorgabeverfahrens kdnnen mit einem
Zustandsregler auch sehr leicht instabile Regelstrecken stabilisiert werden. Ist durch
eine solche Malinahme die Eigendynamik eines Systems stabilisiert, kann man um
diesen Zustandsregelkreis herum einen konventionellen Regelkreis installieren, der
dann wiederum mit dem vereinfachten Nyquistkriterium optimierbar ist. Wir gehen
auf diese Zusammenhénge kurz im Kapitel 4.4 ein.

Der Entwurf eines Zustandsregelkreises setzt jedoch eine genaue Kenntnis des
mathematischen Zustandsmodells der Regelstrecke voraus. Wé&hrend Eingangs-
/Ausgangsmodelle relativ leicht mit experimentellen Methoden bestimmt werden
konnen /7/, wird bei der Bestimmung eines Zustandsmodells i.a. eine aufwendigere
physikalisch-/mathematische Analyse /1/ notwendig sein.

4.2 Entwurf eines Zustandsbeobachters

Beim Entwurf eines Zustandsreglers sind wir davon ausgegangen, dal3 alle Zustande
der Strecke gemessen werden kdnnen. Es gibt jedoch Falle, wo dies gar nicht oder
nur unter nicht vertretbarem Aufwand mdglich ist. H.D. LUENBERGER fihrt ca. 1960
das sog. Beobachter-Prinzip ein, mit dessen Hilfe es mdglich wurde, aus der
gemessenen EingangsgréfRe u(t) und der gemessenen AusgangsgrofRe y(t) der
Regelstrecke auf ihre inneren Zustande x(t) zu schlie3en.
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Grundidee dieses sog. Zustandsbeobachters ist es, ein moglichst genaues Modell
der Regelstrecke zu bilden und es mit dem gleichen Eingangssignal der Strecke zu
erregen. Wenn die Anfangswerte der Zustande der Strecke und die des Beobachters
identisch sind, ergeben sich dann auch identische Zustandsgré3enverlaufe. Dies ist
i.a. aber nicht der Fall. Mif3t man dartber hinaus noch das Ausgangssignal y(t) der
Strecke, vergleicht es mit dem Ausgangssignal ¥(t) des Beobachters und fiihrt die
Differenz Y(t) — ¥(1) tiber einen Riickkopplungsvektor £ auf den Beobachtereingang
zurick, kann man sich vorstel-len, dal3 sich irgendwann der Zustand )7(t) = Y(t)
einstellt. Wegen der strukturellen und Parameteridentitat von Strecke und
Beobachter missen dann auch die Zustande x(t) der Strecke und die des
Beobachters X(t) identisch sein. Dieser verbal formulierte Ansatz fir einen
Zustandsbeobachter, kann mathematisch wie folgt ausgedrickt

X(t) = A-X(t) + b-u(t) + £-(y(t) — y(1)) (4.2.1a)
() (4.2.1b)

Regelstrecke x(0)
u x(t)
u() » b —> | =0 > ¢ > y()
A |e

Y
=2
—
\.{
o

1>
A
\'V
I><>
=

Zustands-Beobachter

Bild 4.2.1: Prinzip eines Zustandsbeobachters

Wir wollen im Folgenden zeigen, dal3 mit dem Ansatz (4.2.1) der Schatzfehler

e(t) = X(t) — x(t) (4.2.2)
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wirklich verschwindet. Dazu setzen wir (4.2.1b) in (4.2.1a) ein und fassen die zusam-
mengehoérigen Terme zusammen

c')-X(t) + b-u(t) + £-y(t). (4.2.3)

An (4.2.3) erkennen wir, dal3 die Systemmatrix des Beobachters die Form (A - 7 ')
hat. Differenziert man weiterhin das Fehlersignal (4.2.2)

e(t) = X(t) — x(t) (4.2.4)

und setzt die Zustandsgleichungen des Beobachters (4.2.1a) und der Regelstrecke
(2.0.2) ein

e(t) = A-X(t) + b-u(t) + £:(y(t) = ¥(1) - A-x(t) = b-u()

fal3t zusammen

e(t) = A-X(t) ~ £-3(1) — Ax(t) + £y(Y

und setzt weiterhin (4.2.1b) und die Ausgangsgleichung von (2.0.2) ein

et) = A-R(t) - £:CK(1) — Ax(t) + £-C

e(t) = (A - £:c)et). (4.2.5)

Vergleicht man die Systemmatrix des Beobachters (4.2.3) mit der Systemmatrix des
Schatzfehlers der ZustandsgrofR3en (4.2.5), erkennt man, dafd beide identisch sind.

(4.2.5) ist eine homogene Differentialgleichung deren Zustandsgrof3en e(t) bei einer
Anfangsstorung e(0) gegen Null abklingen, wenn das charakteristische Polynom der
Systemmatrix nur Nullstellen in der linken s-Halbebene aufweist. (Diese
Zusammenhange hatten wir in Kapitel 3.2 besprochen.) Sorgt man nun dafur, daf3
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das identische charakteristische Polynom des Beobachters nur stabile Nullstellen
besitzt, ist sichergestellt, da? der Schatzfehler (4.2.2) des Beobachters nach Null
abklingt.

Wie man diese Nullstellenlage mit Hilfe des Ruckkopplungsvektors ¢ beliebig
verschieben und damit die Abklingdynamik des Beobachtungsfehlers beeinflussen
kann, wird besonders anschaulich deutlich, wenn die Regelstrecke in
Beobachternormalform vorliegt. Die Systemmatrix des Beobachters

00 - 0-ay | [fg]
10 - 0-a Iy
(Ag — g-C3)=]|0 1 - 0-a, |- |lgz|[0 O O - 0 1]
0 0 - 1-a,4] | ’Bn |
(0 0 - 0(-a - /1) |
10 - 0(-a - ()
=10 1 - 0(-a; - /g3) (4.2.6)
_O 0 - 1(_an—1_£Bn)_

hat dann auch Beobachternormalform. Nennt man nun die Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms des Beobachters ¥, gilt folgende Beziehung

—0g -8y — /g1

-0 -a; —lgy

—13'2 = —a2 _£B3 . (427)
__ﬁn—l_ | —8n-1 _EBn_

Durch Umstellung von (4.2.7) erhalten wir damit folgendes Ergebnis:

Hat eine in Beobachter-Normalform gegebene Regelstrecke ein
charakteristisches Polynom mit dem Koeffizienten a; und soll dazu ein
Beobachter der Form (4.2.1) entworfen werden, dessen Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms ¥; heiRen, so missen die Elemente des
Ruckkopplungsvektors /g des Beobachters wie folgt gewahlt werden
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[ (g1 ] %9 —ay |
’g2 B —ay

EB = £B3 = 62 —a2 . (428)
_an _ﬁn—l an—1

Wenn die Regelstrecke nicht in Beobachternormalform gegeben ist, kann der Ansatz
(4.2.6) nicht benutzt werden. Man geht dann vom normalen Beobachteransatz
(4.2.3) aus und fordert nur, dal? die Strecke beobachtbar ist

x>

() = (A= £:¢)-X(t) + b-u(t) + £-y(t) . (4.2.9)

Mit der Transformation (2.1.3) X(t) = I_l'l(t)* _wobei nach (2.1.15)

-1 _ 2 -1
I - I:In! A'In1 A 'In! Yy An In:l

ist, kann (4.2.9) in den folgenden Schritten auf Beobachternormalform umgeformt
werden. Zunachst wird die Substitution X(t) = I_l'>_<(t)* vorgenommen

T ()"

(A - g-g')-T_l-i(t)* + b-u(t) + £-y(t)

°
A

X(t)°

(AT -0 TY%(1) + bu(t) + £-y(1). (4.2.10)

Um die normale Form der Zustandsgleichung mit nur der Ableitung des

Zustandsvektors auf der linken Gleichungsseite zu erhalten, wird (4.2.10) von links
mit T multipliziert:

—

T = (TAT = T2 T K1) + Tbou(t) + T-Loy(t) . (4210

Mit den Beziehungen (2.1.6) gehen alle Matrizen und Vektoren in die Beobachter-
Normalform (Index B) tber

T-T75-%(1)
%,—/

(T-AT =T/ cTH)%0)" + T but) + T £y(t)

(

A

x(t)"

: |
{
- |
w:{
{

u(t) + g -y(b).
(4.2.12)



Fur uns ist an dieser Stelle nur die bei der Ableitung hervortretende Identitat
le=T-0 bzw. ¢ = Tty (4.2.13)

wichtig. Setzt man namlich (4.2.8) in (4.2.13) ein, kann man folgenden Satz
formulieren:

Hat eine beobachtbare Regelstrecke ein charakteristisches Polynom mit dem
Koeffizienten a; und soll dazu ein Beobachter der Form (4.2.1) entworfen
werden, dessen Koeffizienten des charakteristischen Polynoms §; hei3en, so

missen die Elemente des Rickkopplungsvektors ¢ des Beobachters wie folgt
berechnet werden

Y9 —ag
Y —ay
Co= T = [t Aty A%ty o AT | | 0, ey | (4219)

19n 1 —Qap_1

wobei T™! aus der Beobachtbarkeitsmatrix nach (2.1.4) und (2.1.5) hervorgenht.

Auch hier soll zum besseren Verstandnis des Entwurfvorganges ein
Zustandsbeobachter berechnet werden.

Beispiel 4.2.1: Fur die schon ofter betrachtete Regelstrecke

IX o
N
~—+
N—
1

1

o
o N
I
N

1
K
—_
N—

J_\
o ©

1
[
—~
N

soll ein Zustandsbeobachter entworfen werden, dessen Nullstellen des
charakteristischen Polynoms bei sg1o = -5 liegen. Weshalb gerade diese
Nullstellenlage gewahlt wurde, wird etwas spater begrindet.

Da der Beobachterentwurf die Beobachtbarkeit der Strecke voraussetzt, mufite diese
zunachst nachgewiesen werden. In Beispiel 4.1.1 hatten wir jedoch schon
festgestellt, dal3 die Strecke sowohl steuerbar als auch beobachtbar ist, so dal3 wir
uns den Nachweis an dieser Stelle ersparen konnen. Mit dieser Erkenntnis kénnen
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wir den Satz (4.2.14) zur Berechnung des noch unbekannten Rickkopplungsvektors
¢ des Beobachters heranziehen.

Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms der Strecke sind aus vorange-
gangenen Betrachtungen bekannt: ag = 3; a1 = 4. Die Koeffizienten des charakte-
ristischen Polynoms des Beobachters erhalten wir wiederum durch Ausmultiplizieren
der Linearfaktoren seiner gewiinschten Nullstellen

A(S)ggop = (5 + 5)-(s + 5)

= s? + 10s + 25
= 5% + 9,5 + Vg
— §, = 25; 9, = 10. (4.2.15)

Die Transformationsmatrix T-1 berechnen wir nach (2.1.14) und (2.1.15) aus der
Beobachtbarkeitsmatrix

5 = | QA} cA = [0 1].{0‘12 _22} = [0.5 -2]

B 1 -2 -1] _[4 2]
- 05[-05 0 1 0]’

{oy)
I
o
=
| I
w
N
|
|

Th=[th Aty]s Aty = [O_i _ZZHCZJ = {ﬂ;

T_1_2-4
- 0o 1|

Nach (4.2.14) ergibt sich damit der Ruckkopplungsvektor £ des Beobachters

4 2 —4][25-3
I . EB = . =
0 1 10-4
2 41|22 20
: = . (4.2.16)
0 1 6 6
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Zur Demonstration der Fahigkeit des entworfenen Beobachters, die
Zustandsverlaufe der Strecke schatzen zu kénnen, wurde die Anordnung nach Bild
4.2.1 mit den Matrizen A, b und c¢' der Regelstrecke und dem berechneten
Ruckkopplungsvektor ¢ wiederum unter dem CAE-Programm Matlab/Simulink
simuliert. Die Anfangszustinde der Strecke wurden mit X's(0) = [1 1] gewanhlt, die
des Beobachters mit X(0) =[0 0]. Die in Bid 422 dargesteliten
Zustandsgrofl3enverlaufe der Strecke xg(t) und des Beobachters X(t) zeigen, dal3 ab
t=1,5 die berechneten Zustdnde des Beobachters mit denen der Strecke identisch
sind. Wollte man diese Anndherung auf einen noch friilheren Zeitpunkt verlagern,
muRte man die Nullstellen des charakteristischen Polynoms des Beobachters in der
s-Ebene noch weiter nach links legen. Da der Beobachter i.a. auf einen
Digitalrechner  implementiert  wird, ist bei einer genigend gro3en
Zahlenbereichsdynamik des Rechners mit keiner Ubersteuerung (wie z.B. beim
Zustandsregler) zu rechnen. Dagegen wachst aber die Schwingneigung der

Beobachterzustande im Bereich von t = 0. Dieser Effekt ist beim Beobachterzustand
Xl(t) im Bild 4.2.2 schon deutlich zu erkennen.

I 4

0 1 2 3 4 5
Bild 4.2.2: Zustandsgrol3enverlaufe von Strecke und Beobachter

Es mul3 jedoch an dieser Stelle kritisch angemerkt werden, dal3 nur gute
Beobachtungsergebnisse erzielt werden, wenn das mathematische Modell der
Strecke, dessen Parametermatrizen ja zur Konstruktion des Beobachters benotigt
werden, sehr genau ist. Auch bei verrauschten Eingangs- und Ausgangsgrof3en u(t)
und y(t) liefert der vorangehend beschriebene Beobachter keine guten
Zustandsgrol3enverlaufe. In solchen Fallen ersetzt man ihn durch ein sogenanntes
"Kalman-Filter", das auch bei stochastisch gestorten Signalen u(t) und y(t) noch gute
Schatzungen der Zustandsgrof3enverlaufe liefert.
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Die Bedeutung des Zustandsbeobachters geht Uber rein regelungstechnische
Zwecke hinaus. Auch in der MeR3- und Diagnosetechnik kann ein Beobachter mit
Erfolg eingesetzt werden, wenn SystemgréfRen beobachtet werden sollen, die einer
direkten Messung nicht zuganglich sind.

4.3 Zustandsregelkreise mit Beobachter

Ausgangspunkt zum Entwurf eines Zustandsbeobachters war die Tatsache, dal3 es
nicht immer madglich ist, alle Zustandsgré3en einer gegebenen Strecke zu messen,
um dann mit Hilfe eines Zustandsreglers (4.2.1) die Eigendynamik der Strecke zu
verbessern.

Mit Hilfe des Zustandsbeobachters sind wir nun in der Lage, auch bei
NichtmeRbarkeit der Zustande xg(t) der Strecke einen Zustandsregelkreis zu
entwerfen. Der Uber u(t) und y(t) mit der Strecke gekoppelte Beobachter berechnet
die unbekannten Zustandsgro3en-verlaufe X(t) gibt diese an den Regler weiter, der
wiederum die entsprechende StellgroRe fur den Streckeneingang berechnet. Das
Bild 4.3.1 zeigt eine solche Kreisstruktur mit Zustandsbeobachter und
Zustandsregler.

Regelstrecke

Zustandsbeobachter

Y
o

x(0)

u y()
> b > | PO > [ >

- O—> '
\
" (0 ORI

Zustandsregler

\"
10
\

>
4
>

Bild 4.3.1: Regelkreis mit Zustandsbeobachter und Zustandsregler

Beim Entwurf eines solchen Regelkreises verschafft man sich zunéchst ein mathe-
matisches Zustandsmodell der Regelstrecke. Wenn dies sowohl steuer- als auch
beobachtbar ist, wahlt man zur Optimierung der Eigendynamik der Strecke eine
gunstige Lage der Nullstellen des charakteristischen Polynoms des geschlossenen
Regelkreises. Damit berechnet man den Zustandsreglervektor k.
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AnschlielRend entwirft man den Zustandsbeobachter. Dabei sollte man beachten, daf} die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms des Beobachters etwas weiter links in der
s—Halbebene liegen, als die Nullstellen des geschlossenen Kreises. Damit wird der

Beobachter dynamisch etwas schneller als der Kreis, was sicherstellt, dal3 er aktuelle
Schatzwerte der ZustandsgréRen X(t) an den Regler liefert.

Bei den vorangehend beispielhaft vorgenommenen Regler— und Beobachter—-Entwirfen
wurde dies berlcksichtigt. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms des
geschlosenen Kreises lagen beide bei s1 ok = -4 und die des Beobachters bei s{ og = -5.

Das folgende Bild 4.3.2 zeigt die Verlaufe der ZustandsgréfRen (die jeweils in den Regler
eingespeist werden) eines Zustandsregelkreises ohne (x ) und mit Beobachter (X ).
Dabei wurden die Anfangswerte der Streckenzustande 55(0)2[1 1]' und die des
Beobachters X(0)=[0 0]' gesetzt.

2
x(t)
15

0 1 2 3 4 ¢ 5

Bild 4.3.2: ZustandsgréRenverlaufe eines Zustandsregelkreises
mit Beobachter X« und ohne Beobachter Xy

Eine Dynamikverschlechterung (d.h. langsameres Abklingen der Zustandsgrof3en gegen
Null) des Zustandsregelkreises mit Beobachter ist nicht zu erkennen. Der Kreis mit und
der ohne Beobachter erreichen beide bei t ~ 2 die Ruhelage Null.

Wenn man Bild 4.3.1 betrachtet, scheint es auch nicht selbstverstandlich zu sein, dal® das
HinzuflUgen eines Zustandsbeobachters die Nullstellenlage des charakteristischen
Polynoms der Regelstrecke mit Zustandsregler nicht verandert. Man kann aber zeigen /4/,
daf} die beiden folgenden Satze allgemeingultig sind:
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Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms eines Zustandsregelkreises werden
durch Hinzufligung eines Beobachters nicht verandert. (4.3.1)

An eine gegebene steuer— und beobachtbare Regelstrecke kdnnen die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms des ohne Beobachter geschlossenen Regelkreises
und die Nullstellen des charakteristischen Polynoms des Beobachters unabhéangig
voneinander vorgegeben werden (Separationsprinzip). (4.3.2)

Es sei noch darauf hingewiesen, dal man bei teilweiser MelRbarkeit der Strecken-
zustande einen sog. reduzierten Beobachter entwerfen kann. Wir wollen darauf nicht
eingehen, nédhere Einzelheiten dazu findet man in /4/.

4.4 Gefuhrte und gestorte Zustandsregelkreise

Bei den vorangehenden Betrachtungen sind wir immer von einem Regelkreis ohne
FuhrungsgréRen ausgegangen, bei dem als einzige Stérung von Null verschiedene An-
fangszustande der Strecke (Anfangsstorungen) zugelassen waren. Dies ist fur die prak-
tische Regelungstechnik ein unrealistischer Ansatz. Im allgemeinen werden auch bei
Zustandsregelkreisen von auf3en einwirkende Storgré3en vorhanden sein. Auch die Fihr-
barkeit der Regelgrol3e, die auch im Mittelpunkt unseres Interesses steht, wird praktisch
gefordert sein. Die Fuhrbarkeit kann leicht dadurch herbeigefihrt werden, dal3 der
Zustandsregelkreis nach Bild 4.4.1 um einen Vergleicher mit einer Fuhrungsgrofe
erweitert wird:

Regelstrecke
S| b Zustandsbeobachter
x(0) - (o
t U Y g
WQ»(‘? I | PO ¢ o> [ = I > ¢
y(0) ‘ A
x(t) X(1) ¥
A |l =
u*(t)
Zustandsregler
k' |
Bild 4.4.1 Gefuhrter Zustandsregelkreis
Da in diesem Falle eine Linearkombination der Zustande u*(t) = —k"x(t) mit der

FuhrungsgroRe w(t) verglichen wird, werden sich irgendwelche von der Grof3e von
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w(t) = Aw-o(t)abhangigen Endzustdnde der ZustandsgroBen und der RegelgroRe
einstellen. Wahrend die Endwerte der Zustande i.a. geringe Bedeutung haben, wird von
einem Regelkreis jedoch zwingend gefordert, dal} die RegelgroRe fur t — oo gegen den
Wert der FuhrungsgrolRe strebt (statische Regelgenauigkeit). Wie man dies erreicht, soll
im folgenden beschrieben werden Wir betrachten dazu eine Regelstrecke mit
Zustandsregler und FuhrungsgrofRe. (Den in Bild 4.4.1 integrierten Beobachter brauchen
wir bei unseren Betrachtungen nicht mit einzubeziehen, da er nach Satz (4.3.1) die
grundlegenden Eigenschaften des Regelkreises nicht beeinfluf3t):

x(t) = A-x(t) + b-u(t) (4.4.1a)
u(t) =w(t) - k"x(t) (4.4.1b)
y(t) = c'(t)-x(t) . (4.4.1c)

Da wir es jetzt mit einem Regelkreis mit einer EingangsgrofRe w(t) und einer Ausgangs-
grofRe y(t) zu tun haben, kdnnen wir mit (2.0.14) und den Systemgleichungen (4.4.1) die
Fuhrungsubertragungsfunktion bilden

T () = (s = € 8(8)-b 3 b(e) = (€ = (& - b))
Tyw (s) = V\\(,((Z)) =c'(sE - (A -b-k))b. (4.4.2)

Mit Hilfe des Endwertsatzes der Laplace—Transformation kann nun der stationare Endwert
y(0) nach Aufschaltung einer sprungférmigen Flhrungsgrofle w(t) = Aw-o(t) berechnet
werden:

y(®) = lim y(t) = lim s-Y(s) = lim s Tyw(s)-W(s)=
t —> s >0 -

= lims-
s—>0

E - (A - bk)")b|- L {aw-o(1)) -

ol
irgg-:g'-(S-E - (A - 9-&')‘1)-9_-
:g-.(s.

Q)-AW . (4.4.3)
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Um den gewunschten Zustand y(«) = w herzustellen, muf} also w(t) mit einem Vorfilter

1 (4.4.4)

multipliziert werden.

Regelstrecke

x(0)
u(t) @
wh—>| "W >0 > b > | =
\
A |«
-K' ———

Bild 4.4.2: Zustandsregelkreis mit FilhrungsgroéRenvorfilter

Da zur Bestimmung dieses Ausdrucks umfangreiche Matrixoperationen vorgenommen
werden missen, soll die Berechnung durch folgende Uberlegungen weiter vereinfacht

werden.
Der Ausdruck (4.4.2) fihrt immer (wenn der Durchgangsfaktor d des Systemmodells

(2.0.2) gleich Null ist /1/') auf eine gebrochenrationale Funktion der Form

T (5) = 1) -
Nyw ()
n-1 n-2 2
b,  + b,o-s + - +by-8° + by-s + by (4.4.5)
" +a, s" va ,s"2 4 . a8 +a;s +ay o

Fuhrt man mit diesem Ausdruck den Grenzubergang durch

y(0) = lim y(t) =lim s-Y(s) =

t > o s—>0
= lim s Zyw (S) -Aw~1 = lim YW (S) Aw
- ZYW (O) AW

Nyw (0)

4.21



erhalt man folgenden einfachen Ausdruck

o) = Lyw () - bo.
y () Ny (0) Aw o AW . (4.4.6)

Um y(x) = Aw sicherzustellen, muf} also ein Fuhrungsgrélenvorfilter

m, = z—s (4.4.7)

in den Signalweg der FlihrungsgroRe nach Bild 4.4.2 geschaltet werden:

Bevor wir zu diesem Problem eine Beispielaufgabe rechnen, sei in diesem Zusammen-
hang noch (ohne Ableitung) auf eine interessante Tatsache hingewiesen:

Bezeichnet man die Zahler— und Nennerpolynome der Ubertragungsfunktionen der
Regelstrecke Gg(s) und des geschlossenen Zustandskreises Ty (s) wie folgt
Zs(s Zyw (s
Gs(s) = o Tyw (s) = § o
s(s) yw (8)
so gilt immer
Zyw(s) = Zg(s). (4.4.8)

Diese allgemeingultige Beziehung bei Zustandsregelkreisen galt beim klassischen
Reglerentwurf i.a. nicht. Kehren wir jedoch zu dem angekuindigten Beispiel zuruck.

Beispiel 4.4.1: Fir den in Beispiel 4.1.1 entworfenen Zustandsregelkreis mit der
Regelstrecke

und dem Zustandsregler (4.1.18)

k' = [1667 2,667]
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soll ein FuhrungsgréRenvorfilter m,, entworfen werden, das die RegelgroRe y(t) bei
einer Streckenanfangsstorung X' = [-2 -2] und einer FuhrungsgrofRe w(t) = o(t); w = 1 auf
den dazugehdrigen stationaren Endwert y(eo) = 1 fuhrt.

Zur Berechnung des Fuhrungsgrof3envorfilters m,, bendtigen wir die Fuhrungsgrof3en-
Ubertragungsfunktion
Y(s) _ Zywl(s)

Tow(s) = W(s) ) Nyw(s)

Nach Satz 4.4.8 ist Zyy(S) = Zg(s). Dieses Zahlerpolynom haben wir schon berechnet und
konnen es aus (2.0.23) ablesen. Auch Ny(s) ist durch den Polvorgabeentwurf des
Zustandsreglers (4.1.19) bekannt, so daf? Tyy(s) folgende Form hat

Tew(s) = 15(s+2) _ 155+ 3
YW s? + 8s + 16 sz+85+16'

Damit sind by = 3 und ay = 16 bekannt, womit sich das FuhrungsgréRenvorfilter nach
(4.4.7) berechnen laf3t

m, = 20 = 10 _ 5333
by 3

Ordnet man das Filter m,,, wie in Bild 4.4.2 dargestellt, vor dem Zustandsregelkreis an und
simuliert die Anordnung unter den gegebenen Bedingungen, ergibt sich eine
Fuhrungssprungantwort, wie sie in Bild 4.4.3 dargestellt ist:

y(t) A

1.5

1

0.5

0

0.5 =
1oh

-1.5 %

0 1 2 3 4 5 t
Bild 4.4.3: Fuhrungssprungantwort eines Zustandsregelkreises mit FihrungsgroRenvorfilter
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y(t) erreicht den gewiinschten stationaren Zustand y(e) = 1. Die Tatsache, daf3 die zweite
Zustandsgrof3e x;(t) auch x;(e) = 1 erreicht, ist Zufall und i.a. nicht der Fall.

Nachdem wir uns ausfuhrlich mit der Fuhrbarkeit von Zustandsregelkreisen auseinander-
gesetzt haben, wollen wir uns gestorten Regelkreisen zuwenden.

Das heil3t, wir betrachten jetzt Regelstrecken, die neben einer unbekannten
Anfangsstérung auch noch durch von aul3en auf die Strecke wirkende Stérungen
beeinflult werden. Voribergehende Stérungen, das sind solche, die kurzzeitig auf das
System einwirken und dann wieder abklingen, haben den Charakter von
Anfangsstérungen und werden i.a. ausgeregelt.

Bleibende Stérgroflen, wie sie haufig in der Praxis vorkommen, werden von einem
Zustandsregelkreis nicht ausgeregelt. Falls diese Stérungen mefbar sind, wird in der
Literatur /4/ der Entwurf eines StorgroRenfilters, das Ahnlichkeit mit der StorgroRen-
aufschaltung in der klassischen Regelungstechnik hat, vorgeschlagen. Da aber auch in
der Praxis die Storgréf3en i.a. nicht mef3bar sind, wird die Problematik mit einem Ruckgriff
auf die klassische Regelungstechnik gelost: Uber den Zustandsregelkreis (ob mit oder
ohne Beobachter ist unerheblich) wird ein klassischer Pl-Regler Uberlagert (vergleiche Bild
4.4.4).

Der I-Anteil im PI-Regler macht einerseits das FuhrungsgroRenvorfilter Uberflissig und
regelt anderseits, wie aus /1/ bekannt ist, bleibende Stérungen aus.

Der Entwurf des PI-Reglers ist denkbar einfach: die mittels des Zustandsreglers optimierte
Fuhrungsubertragungsfunktion des  gefluihrten  Zustandsregelkreises  wird  als
Streckenuibertragungsfunktion Gg*(s) des Uberlagerten Regelkreises mit Pl-Regler
aufgefaldt. (Ein eventuell eingesetzter Beobachter muld wegen des Satzes (4.3.1) bei der
Berechnung von Gg*(s) nicht beriicksichtigt werden!)

StorgroBen z(t)

w(t) PlLRed| y(®)
—»O—|PI- > , >
A= egler Zustandsregelkreis
nach
Ggr(s) Bild 4.3.1

gefuhrter Zustandsregelkreis
nach Bild 4.41

G*(s)

Bild 4.4.4: Zustandsregelkreis mit Uberlagertem Pl-Regler
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Fur diese Ersatzregelstrecke laRt sich nach Satz (4.4.8) leicht die Ubertragungsfunktion
aufstellen:

Zs(s)
G*s(s) = Tyw(s) = ; (4.4.9)
Nyw (S)
Zg(s): Zahlerpolynom der ursprunglichen Regelstrecke Gg(s);
Ny w(S): Nennerpolynom des optimierten Zustandsregelkreises.

Mit der Ubertragungsfunktion des PI-Reglers erhalt man dann die Ubertragungsfunktion
des offenen Uberlagerten Regelkreises

V-(1+sT) Zg(s)

S 'NYW(S)

L(s) = Gr(s)-G*s(s) = , (4.4.10)

der mit den in /2/ vorgestellten Methoden optimiert werden kann.
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5 Zeitdiskrete Systeme im Zustandsraum

Auch zeitdiskrete Systeme lassen sich im Zeitbereich neben der von uns bevorzugten
rekursiven Differenzengleichung auch als Zustandsmodell in Form einer sog.
Vektordifferenzengleichung mathematisch modellieren

x(k + 1) =06(T) x(k) + h(T)-u(k); x(0) = xq
yk) = ¢ -x(k). (5.0.1)

Wenn das zeitdiskrete Zustandsmodell (ahnlich wie bei der Ableitung der
Sprunginvarianz-Transformation in /1/) durch Vorschaltung eines Haltegliedes aus einem
kontinuierlichen System der Form (2.0.2) entstanden ist,

u(k) Halte- Uy [ x®= Ax®+ buyt) [ v y(k)
glied o c'x d o

(t)

Bild 5.0.1: Zur Entstehung des zeitdiskreten Sytemmodells (5.0.1)
aus einem kontinuierlichen Systemmodell

wobei das Eingangssignal uy(t) jeweils tUber die Abtastzeit konstant gehalten wird, so
berechnen sich die Parametermatrizen ¢(T) und h(T) aus

o(T) = o(t)]_, (5.0.2)
und

h(T) = [o(r)dt-b (5.0.3)
mit

o(t) = L {o(s)} = LM {s-E - A}, (5.0.4)

wobei A, b und c' die Parametermatrizen des urspringlichen kontinuierlichen
Zustandsmodells sind.

Auch fur das zeitdiskrete Systemmodell 1a(3t sich eine geschlossene Losung

y(k) = c-0*(T)-x(0) + ig'-gi_l(T)-h(T)-u(k ~ i) (5.0.5)
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und eine Ubertragungsfunktion

G(z) = ) - c'(zE - Q(T))_l-n(T) (5.0.6)

angeben. G(z) ist identisch mit der Ubertragungsfunktion, die aus G(s) mittels der
Sprunginvarianz-Tranformation /1/ berechnet wurde, wenn G(s) die Ubertragungsfunktion
von (2.0.2) ist.

Wie fur kontinuierliche Systeme lassen sich auch fur zeitdiskrete Systemmodelle der Form
(5.0.1) Normalformen des Zustandsmodells berechnen, Steuerbarkeit und
Beobachtbarkeit prifen sowie Zustandsregler und Zustandsbeobachter entwerfen.

Ersetzt man zum Zwecke dieser Berechnungen in den entsprechenden vorangehenden
Kapiteln die kontinuierlichen Systembeschreibungen

(2.0.2) gegen (5.0.1) und
(2.0.14) gegen (5.0.6) ,

kann man alle angegebenen Berechnungsverfahren auch fiir zeitdiskrete Systeme
verwenden.
Aus Zeitgrinden kdénnen wir weder die in diesem Kapitel kurz vorgestellten Beziehungen
ableiten, noch naher auf zeitdiskrete Systemeigenschaften und Regelkreise im
Zustandsraum eingehen. Ausfihrliche Erlauterungen zu diesem Thema befinden sich in
/3/ und /4/.
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Anhang Al

Lineare Gleichungssysteme, Eigenwerte und Eigenvektoren

e Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme sind Gleichungen der Form

ag1Xy t Ao Xy + -+ A Xy = by
sy "Xy + @xp Xy + -+ @y, X, = b, (AL1)
a1 Xy + Qpo X + -+ Qg X, = by

wobei die ajk und die bj bekannte und die xi unbekannte Grof3en sind.

Wir beschranken uns auf die Betrachtung des wichtigsten Spezialfalles linearer
Gleichungssysteme mit m = n, d.h. es liegen keine Uber- oder unterbestimmten
Systeme vor (siehe dazu /4, 5, 6/):

ag1-Xy + Agp Xy + - 4+ Ay, X, = by
Aoq X1 + Aos - X + - + aonXy, = b
21 " X1 ' 22 * X2 2n Zn ' 2 (AL2)
an1 Xy + 8o Xy + -+ ag, X, = by
(A1.2) kann in Matrixschreibweise wie folgt dargestellt werden
aj1 a2 o Agy X1 by
a a -+ a . X = |b
2l ez 2n 2 2 (A1.3)
dn1 Qpz 0 Qpp Xn bn
— _ —
A X = b

Ist der Vektor b = 0, spricht man von einem homogenen Gleichungssystem, ist b # 0
von einem inhomogenen.

Das Gleichungssystem ist fir b # 0 l6sbar

x = Atp, (AL4)
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wenn die Determinante det A # 0 ist. Ist b = 0 (homogenes System), dann muf3 auch
X = 0 sein (triviale Losung).

Ein homogenes Gleichungssystem A-x = 0 kann dann nur eine Losung x # 0 haben,
wenn die Determinante gleich Null ist:

det A = 0 (AL5)

o Eigenwerte und Eigenvektoren

Jeder quadratischen Matrix A ist ein sog. charakteristisches Polynom zugeordnet.
Bezeichnet man die unabhangige Variable dieses Polynoms mit s, ergibt sich das
charakteristische Polynom A(s) aus

A(s) = det(s'E - A) =

=s"+a,4s" +a,, "%+ +a,8° +a;-5 + a.

(A1.6)

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms A(s) werden auch als Eigenwerte s;
der Matrix A bezeichnet.

Unter einem sog. Eigenvektor v # O der Matrix A versteht man einen n x 1-Vektor,
der folgende Gleichung erfullt

Ay =sjy; i =12 -,n (AL7)

Bringt man (Al.7) auf die allgemeine Form eines linearen Gleichungssystems
(vergleiche A1.3)

0 = Si'yi — A'V'

(s;E— A)vy;y=0; i=12 -, (A18)
erkennt man, dal3 es sich um ein homogenes, lineares Gleichungssystem handelt.

Damit eine L6sung existiert, mul nach (A1.5) det (s;-E - A) = 0 sein. Dies ist auch der
Fall, da nach (Al1.6) die Eigenwerte s; die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms A(s) = det (s-E - A) sind.
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Mit (A1.8) lalt sich zu jedem Eigenwert s; ein dazugehoriger Eigenvektor v;
berechnen. In der Theorie linearer Vektorraume, die wir hier aus Zeitgriinden nicht
besprechen kénnen, kommt diesen beiden Begriffen eine anschauliche Bedeutung
zu. Wahrend der Eigenvektor eine Richtung im Vektorraum angibt, skaliert der
Eigenwert diese Richtung (Betrag dieses Vektor).

Dal3 ein Eigenvektor nur einen Richtungscharakter hat, erkennt man an folgendem:
wenn Vv; ein Losungsvektor von (A1.8) ist, ist auch k- mit k = konst. ein
Losungsvektor, der (Al1.8) erfullt. Da die Richtung eines Vektors aber nur vom
Verhéltnis seiner Komponenten (Elemente) abhangt, ist diese Ldsungsvielfalt fur
seine Aussagekraft Uber eine Richtung unerheblich.

Man kann weiterhin zeigen, dal3 die zu verschiedenen Eigenwerten s; gehdrenden
Eigenvektoren voneinander linear unabhangig sind /5/. Wenn dies der Fall ist, kann
man eine zur Matrix A gehdrende Matrix der Eigenvektoren V bilden

Viz Vi2 0 Vi
Vai Va2 0 Vop

M = [Ml! MZ! T Mn] = : : . y (Alg)
Vai Vo2 0 Vi

die wegen det V # 0 immer invertierbar ist.
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