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Vorwort

Mathematische Modellbildung und numerische Simulation sind heute ein wichtiger Bau-
stein vom reinen Erkenntnisgewinn in den Natur- und Ingenierwissenschaften bis hin
zur Produktion in der Industrie. In dieser Vorlesung werden wir zunéchst eine Klassi-
fikation der verschiedenen Modelle kennenlernen und uns dann intensiv vor allem mit
kontinuierlichen Modellen und deren numerischer Simulation beschéaftigen. Als Beispiel
werden wir die elektrische Netzwerkanalyse heranziehen, da dort unterschiedlichste ma-
thematische Methoden von der Graphentheorie iiber lineare Gleichungssysteme bis hin
zu differentiell-agebraischen Systemen zum Einsatz kommen.

Dieses Skript basiert auf einer Ausarbeitung aus dem Sommersemester 2007. Fiir die
Erfassung des Textes in IATEX danke ich Herrn Simon Zilliken recht herzlich. Alle ver-
bleibenden Fehler gehen natiirlich auf mein Konto.

Stuttgart, im April 2008 Peter Bastian






1 Einfilhrung

1.1 Motivation: Signalleitung in Neuronen

Zur Motivation ein Beispiel aus der aktuellen Forschung. Um zu einem besseren Ver-
stdndnis der Vorgénge im Gehirn zu gelangen versucht man die wesentlichen im Gehirn
ablaufenden Vorgénge (welches sind das?) auf der Basis moglichst guter experimentel-
ler Daten zu modellieren und zu simulieren. Im Gegensatz zu den in der Informatik
bekannten neuronalen Netzen geht es hier wirklich darum die in einem echten Gehirn
vorkommenden Objekte moglichst gut zu erfassen.

Fiir unsere Zwecke betrachten wir drei Ebenen, die unterschiedlichen raumlichen Skalen
entsprechen.

Schematischer Aufbau des Gehirns

° Netzwerkebene

—  Das Gehirn besteht aus Nervenzellen, den Neuronen.

—  Ein Neuron gibt Signale {iber Synapsen an andere Neuronen weiter.

° Zellebene

Dendri‘t"‘xu

Membran

Kanal

Abbildung 1: Schematischer Aufbau des Gehirns.



1 Einfiihrung

—  Ein Neuron besteht aus mehreren Dendriten, Soma und Azon.

—  Die Dendriten sind baumartig verzweigt. Uber die Synapsen erfolgt eine elek-
trische Fingabe in Form eines Stromes.

—  Eine Potentialénderung breitet sich in Richtung Soma aus.

—  Das Soma ist der Zellkern. Ubersteigt das Potential am Azonhiigel eine Schwel-
le so wird ein Aktionspotential (AP) ausgelost.

—  Das Axon ist baumartig verzweigt. Das AP ist eine Potentialéinderung entlang
des Axons.

—  Synapsen iibertragen Signale auf chemischem Weg.

—  Dendriten und Axone sind lokal lange, diinne Zylinder.

° Subzellebene

—  Die Zelle ist durch eine Membran (Makromolekiile) begrenzt.

—  Kanaéle in der Membran sind Schleusen fiir bestimme Stoffe.

Fiir jede der drei Ebenen entwickeln wir nun eine Modellvorstellung. Wir beginnen mit
der Subzellebene.

Subzellebene

. Zur Beschreibung des Aktionspotentiales stellen wir uns eine kleine Scheibe des
zylinderférmigen Axons vor.

° Aktionspotentiale gibt es normalerweise nur auf dem Axon.

° Zustandsgrofen sind das Potential v(t), sowie die Konzenrationen von Natriumio-
nen cy,(t), Kaliumionen ck(t) sowie eines Gemisches von Ionen L: cf(t).

. Zustandsgrofen héngen von der Zeit, aber nicht vom Ort innerhalb der Scheibe ab.

° Fiir ein Modell, das die zeitliche Entwicklung der Zustandsgréfsen beschreibt haben
A. L. Hodgkin und A. F. Huxley den Nobelpreis fiir Medizin 1952 erhalten (s. u. ).

Hodgkin-Huxley Modell

. Das Potential und die Konzentrationen gehorchen dem System vier gewohnlicher
Differentialgleichungen fiir alle ¢ € (a, b):

CMZ: = Iept(v,t) — Ina(v,CNa, cL) — Ik (v, cK) — I (v), (1.1)
% =ap(v)(1 —ck) — Bk(v)er k€ {Na,K,L} (1.2)

(plus Anfangsbedingungen).



1.1 Motivation: Signalleitung in Neuronen

° Ing, Ix und I}, beschreiben die Strome durch drei verschiedene Sorten von Kanélen:

INa(V, ¢Nas L) = INaCaCL(V — UNa),
Ig(v,ci) = ch}l((v —VK),
Ir(v) = gr(v —ovp). (1.5)

Die g; und die v; sind Konstanten.

° Izt (v,t) beschreibt die externe Erregung (z. B. Synapsen).

. Schlielich die fehlenden Reaktionsparameter:

—v+ 25
e(—v+25)/10 _ 1

—v+ 10
e(—v+10)/10 _ 1

ang(v) = 0.1 Bna(v) = 4e /18, (1.6)

Br(v) = 0.125¢7V/%, (1.7)

1
L) = o g

ax(v) =0.01

ar(v) = 0.07e7V/20 (1.8)

Auf der Zellebene (Einzelneuron) betrachten wir nun die Potentialausbreitung entlang
des Neurons.

° Dendrit und Axon werden als rdumlich eindimensional abstrahiert da Durchmesser
(um) sehr klein gegeniiber Lange (mm).

. Zustandsgrofen, z. B. wv(z,t), sind nun Funktionen der Position € Q und der
Zeit t € (a,b).

° Das Potential gehorcht der partiellen Differentialgleichung:

Cmav 0 (D ov

5 = 92 m&az) —ITept(v,t) — I(v) in Q X (a,b) (1.9)

mit den Anfangsbedingungen

v(zx,0) = °(z) (1.10)
und den Randbedingungen
D 81}
v(z,t) =v"(x,t),z € I'p, - Dma— v =J(x,t),r € I'n. (1.11)
z

. An jedem Punkt x € € zusétzlich noch der Reaktionsteil aus dem HH-Modell.

Schliellich erreichen wir die Netzwerkebene.



1 Einfiihrung

Abbildung 2: Simulation der Potentialverteilung auf einer realistischen Geometrie (Si-
mulation von Stefan Lang, IPVS, Stuttgart, Daten von Christian de Kock, MPImF,
Heidelberg).

Netzwerkmodell
. Aktionspotential auf dem Axon erreicht eine Synapse.
. Signaliibertragung in der Synapse erfolgt auf chemischem Wege und verschiedene

Verldufe I.;(t) stehen zur Verfiigung.

° Auch fiir die Synapse selbst existieren detaillierte Modelle.
. Die Signalleitung auf dem Axon kann durch eine Verzégerung modelliert werden.
° Das Gesamtmodell ist eine hybride Simulation aus ereignisgesteuerter diskreter

Simulation und kontinuierlicher Simulation.

1.2 Grundlegende Begriffe

In dieser Vorlesung geht es um
. Modelle zur Beschreibung von (realen) Systemen und die
) Simulation (Ausfiihrung) dieser Modelle auf einem Computer.

Dabei werden wir uns auf eine relativ kleine Menge von Modellen beschrinken in der
Annahme, dass sich die dort erlernten Methoden auch auf andere Bereiche iibertragen
lassen.

10



1.2 Grundlegende Begriffe

Abbildung 3: Netzwerk bestehend aus 5 Zellen (Simulation von Stefan Lang, IPVS, Stutt-
gart, Daten MPImF, Heidelberg).

System Unter einem System versteht man allgemein Komponenten, die iiber Signale in-
teragieren. Dabei unterscheidet man zwischen offenen und geschlossenen Systemen.
Zustandsgrdfsen beschreiben eindeutig den Zustand der Komponenten. Abbildung
[4 erlautert den Unterschied zwischem offenem und geschlossenem System.

Modell Ein Modell ist eine Repréisentation eines Systems zum Zweck der Erfassung des
Systems. Das Modell ist eine Vereinfachung des Systems, welche aber zur Erfillung
des Zwecks ausreicht. Modelle konnen hierarchisch sein, da auch das Modell wieder
ein System darstellt (Mehrskaligkeit, s.u.)

Mathematisches Modell Das Modell wird formalisiert mit den Methoden der Mathe-
matik, z.B.

1. Préadikatenlogik
2. Regelsysteme (Automaten, formale Sprachen, Petri-Netze, . ..)

3. Gleichungen (algebraische Gleichungen, Differentialgleichungen)

In der Physik und den Ingenieurwissenschaften ist dieses Vorgehen natiirlich, denn
hier werden Sachverhalte bereits mathematisch beschrieben. In anderen Disziplinen,
wie Biologie oder Medizin, ist dies schwieriger.

11



1 Einfiihrung

Systemgrenze
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Abbildung 4: Im geschlossenen System (links) ist das Systemverhalten nur durch
seine Komponenten bestimmt. Das offene System (rechts) interagiert mit seiner
Umwelt. Zur Beschreibung des Verhaltens ist Zusatzinformation an der System-

grenze erforderlich.

Allgemeines Vorgehen in der Modellbildung und Simulation

Wirklichkeit ]

konzeptionelles Modell

Welche Grofien und Prozesse
sind zur Beschreibung des Ori-
ginals relevant?

- Schwerkraft des Jupiters ir-
relevant fiir Bewegung eines
Pendels auf der Erde

- Temperatur eines Korpers
ist homogen verteilt

- Ankunftszeiten sind expo-
nentiell verteilt

— Hypothesen

Nach erfolgter Modellbildung und Simulation sind die Simulationsergebnisse mit der
Wirklichkeit zu vergleichen.

Entsprechen die Abweichungen nicht den Erwartungen (das Mafs fiir einen akzeptablen
Fehler héngt sehr vom Problembereich ab) beginnt die Suche nach dem Grund fiir die
Abweichung. Hierfiir sind dann die einzelnen Teilschritte zu hinterfragen. Insbesondere
unterscheidet man zwischen

Modellfehler Nicht erfasste physikalische Prozesse, Annahmen {iber Homogenitéit, Ver-

12

[ Simulationsergebnis

mathematisches Modell

Beschreibung der Zustandsgro-
fen durch Gleichungen.
Analyse des Modells hinsicht-
lich Existenz und Eindeutig-
keit von Losungen sowie even-
tuell qualitativem Verhalten.
—  Vereinfachungen wie Di-
mensionsreduktion, Linearisie-
rung, Gebietsgrofe, . ..

Computermodell

Numerisches Modell; oft Néa-
herung an das mathematische
Modell, da sich reelle Zah-
len und Funktionen nur néhe-
rungsweise darstellen lassen.
— Implementierung, Effizienz,
Korrektheit




1.2 Grundlegende Begriffe

teilungen, Form von Abhéngigkeiten, etc.

Datenfehler Ungeniigend genau erfasste Daten an der Systemgrenze (Rand- und An-
fangsbedingungen) oder Parameter.

Simulationsfehler (auch Approximationsfehler) Fehler die durch Approximation des Mo-
dells zum Zwecke der numerischen Losung entstehen.

Modellbildung und Simulation erfordern eine intensive interdisziplindre Kooperation
der beteiligten Fachgebiete. Derzeit findet ein Ubergang zur Modellierung einzelner Pro-
zesse auf einer Skala hin zur Modellierung gekoppelter Prozesse auf verschiedenen Skalen
statt.

Forderungen an eine mathematische Modellierung nach (Kra97)

1. Hypothesen zur Aufstellung des Modells sollten einsichtig und mdoglichst iiberpriif-
bar sein.

2. Umsetzung der Problemstellung in die Sprache der Mathematik sollte iiberzeugend
und einsichtig sein
Beispiel: Bevolkerungszuwachs = ¢ - Bevolkerung — ist das wirklich linear?

3. Losungsmethode (Computermodell) sollte moglichst eng an das mathematische Mo-
dell angepasst sein (kleine Rundungs- und Diskretisierungsfehler, .. .)

Wie iiberpriift man ein Modell?

Das folgende Diagramm soll noch einmal den Unterschied zwischen Modellfehler und
Approximationsfehler deutlich machen.

Verifikation (Modellfehler bestimmen):
Genauigkeit, mit der die Problemformulierung in
ein Modell iiberfiihrt wird

( )

Modell (Ergebnisse) Wirklichkeit

L J

Validierung (Approximationsfehler bestimmen):
Liefert das Modell Ergebnisse, die der Wirklichkeit
entsprechen (messbar sind)?

Eigenschaften von mathematischen Modellen

Mathematische Modell konnen in verschiedene Klassen unterteilt werden.

13



1 Einfiihrung

Dynamisches Modell Zustandsgrofien und Signale héngen von der Zeit ab. Gegenteil:
statisches Modell

Deterministisches Modell Zu jedem Zeitpunkt sind die Zustandsgréften und Signale ein-
deutig bestimmt. Gegenteil: stochastisches Modell; Grofen kénnen zuféllige Werte
annehmen

Diskretes Modell Werte der Zustandsgrofen sind nur fiir diskrete Zeitpunkte, etwa t €
N, erklart. Zusétzlich kann auch die Wertemenge diskret (abzdhlbar) sein. Gegen-
teil: kontinuierliches Modell; Werte sind fiir ¢ € [a,b] C R erklért.

In dieser Vorlesung werden hauptsachlich dynamische, deterministische, kontinuierliche
Modelle behandelt. Beginnen werden wir jedoch mit dynamischen, diskreten Modellen
(deterministisch und stochastisch).

Hierarchische Modelle (Mehrskaligkeit)

Viele Systeme kénnen auf unterschiedlichen Skalen in Raum und Zeit betrachtet werden.
Dies haben wir schon am Beispiel der Neuronennetzwerke gesehen.
Als ein weiteres Beispiel betrachten wir den Aufbau von Computern:

1. Aufbau aus Baugruppen wie Prozessor, Speicher, ALU, Bussen, Cache, ...
Modellierung mittels Hardware Description Language.

2. Aufbau der Baugruppen aus logischen Grundelementen (UND, ODER, ...), die
durch Leitungen verkniipft sind. Spannung auf einer Leitung kann nur die beiden
Zustande {low, high} annehmen.

Modellierung durch ereignisgesteuerte Simulation.

3. Gatter konnen durch ein Netzwerk von Widerstdnden, Spulen, Kondensatoren und
Transistoren beschrieben werden. Spannungen und Strome auf bzw. durch Leitun-
gen sind kontinuierliche Funktionen der Zeit: I;(t), Uy (t), ...

4. Tranistoren sind durch Schichten unterschiedlich dotierter Halbleitermaterialien
aufgebaut. Potential und Ladungstragerdichten sind kontinuierliche Funktionen in
Raum und Zeit: ¢(z,y, z,t)

5. Demnéchst werden Strukturen auf dem Chip so klein sein, dass quantenmechanische
Effekte eine Rolle spielen werden. Der Transport von Ladungstriagern wird dann
unter gewissen Annahmen mit dem Landauer-Formalismus beschrieben.

Welche Skala die Richtige ist, hdngt von der Anwendung ab. Makroskopische Systeme
kénnen nur mit enormem Aufwand auf der Mikroskala simuliert werden. In Mehrskalen-
simulationen koppelt man Modelle auf verschiedenen Skalen.

Eine Trennung in verschiedene Skalen ist nicht immer moglich (kontinuierliche Skalen,
z.B. turbulente Strémungen).

14



2 Ereignisgesteuerte Simulation

Literatur: (BC84), (Bal96)

2.1 Was ist ereignisgesteuerte Simulation?

Aus der systemtheoretischen Sicht besteht ein System aus interagierenden Entitdten. Sein
Zustand wird durch eine Menge von Zustandsvariablen beschrieben.
Systeme kann man klassifizieren in:

Kontinuierliche Systeme Zustandsvariablen hingen kontinuierlich von der Zeit ab.

Diskretes System Zustandsvariablen dndern sich nur zu diskreten Zeitpunkten, die prin-
zipiell bekannt sind (— synchrone Simulation). Ublicherweise &ndern sich viele
Zustandsvariablen gleichzeitig.

Ereignisgesteuertes System (engl. Discrete FEvent Simulation) Wenige Zustandsvaria-
blen dndern sich zu diskreten, meist zufélligen Zeitpunkten (— asynchrone Simula-
tion). Die ereignisgesteuerte Simulation ist ein Spezialfall der diskreten Simulation.

Anwendungen

- Verkehrssysteme (Ampeln, Kreuzungen, Autobahnsysteme, . ..)

- Produktionssysteme (Fertigungslinien, Lagerhaltung, workflow in Krankenh&usern, . . .)
- Warteschlangensysteme (Bedieneinheiten, Warteschlangen, Ankunftsrate, ... )

- Chipsimulation auf Logikebene

- Kampthandlungen

- Kommunikationssysteme (Telefonnetz, . ..)

Beispiel 2.1 (Able-Baker Car Hop System, aus (BC84)). Beispiel fiir ein Warteschlan-
gensystem. In einem Drive-In-Restaurant arbeiten die zwei Bedienungen Able und Baker.
Able arbeitet etwas schneller als Baker.

Ankunftsrate der Autos Bedienzeit von Able Bedienzeit von Baker

min P min 9] min 9]
1 0.25 2 0.30 3 0.35
2 0.40 3 0.28 4 0.25
3 0.20 4 0.25 5 0.20
4 0.15 5 0.17 6 0.20
Ablauf:

15



2 Ereignisgesteuerte Simulation

- Auto kommt an:
1.  Able ist frei — Job an Able
2. Baker ist frei — Job an Baker
3. keiner frei — Warteschlange (unendlich lang)
- Bedienung wird frei: Auftrag aus Warteschlange annehmen, falls sie nicht leer ist

Ereignisse:
- Auto kommt an
- Bedienung beendet Job

Fragen:

- Wieviel Prozent der Arbeitszeit ist Able/Baker beschéftigt?
- Wieviele Autos warten maximal /im Mittel?

- Wie hoch ist die mittlere Wartezeit eines Kunden?

- Lohnt sich eine zusétzliche Bedienung?

Theoretische Betrachtungen zu diesem Beispiel. Ankunftszeit der Autos und die Bedi-
enzeiten sind Zufallsvariablen X, X4 und Xpg fiir die sich der Erwartungswert bestim-
men l&sst:

E[Xc]=1-02542-04+3-0.2+4-0.15 = 2.25.

Analog bestimmt man
E[X4] = 3.29, E[Xp] = 4.25.

Dies bedeutet, dass im Mittel alle 2.25 Minuten ein Auto ankommt und dass Able bzw.
Baker im Mittel 3.29 bzw. 4.25 Minuten brauchen um ein Auto zu bedienen (Einheit
[Minuten/Auto|

Able und Baker arbeiten aber gleichzeitig. Wieviele Minuten pro Auto brauchen Sie
gemeinsam im Mittel?

Hierzu betrachte

X ] : Autos die Able pro Minute bearbeitet [Auto/Minute|, analog
A

: Autos die Baker pro Minute bearbeitet [Auto/Minute].
E[XB]

Zusammen bearbeiten Sie also E[X4]7! + E[Xpg]~! Autos pro Minute, was dann eben

1 1

= = 1.85444
L4 1 0.30395 + 0.23529

Minuten pro Auto im Mittel von Able und Baker zusammen bendttigt werden.

Da nur alle 2.25 Minuten ein Auto ankommt steht geniigend Arbeitskapazitit zur
Verfiigung,.

16



2.2 Formalisierter Ansatz zur ereignisgesteuerten Simulation

Ein Lauf der Simulation liefert nach 1000000 Minuten folgende Zahlen:

2.24985 Minuten mittlere Ankunftszeit,
0.854847 Minuten mittlere Wartezeit pro Auto,
4.52503 Minuten mittlere Verweilzeit pro Auto,
88.1345% der Zeit ist Able beschéftigt,
74.9959% der Zeit ist Baker beschéftigt.

O

Es gibt auch analytsische Methoden zur Analyse von Warteschlangenproblemen (Markov-
Ketten): Die Losung mit stochastischen Methoden erlaubt mehr Einblick, beispielsweise
in Abhéngigkeiten von Parametern wie der Ankunftsrate. Sie erfordert aber einschran-
kende Annahmen, wie zum Beispiel iiber die Verteilung der Ankunftsrate. Analytische
Methoden sind nicht Gegenstand dieser Vorlesung.

2.2 Formalisierter Ansatz zur ereignisgesteuerten Simulation

Wir wollen nun den den Ablauf einer ereignisgesteuerten Simulation im Sinne eines Au-
tomaten formal beschreiben.
Eine ereignisgesteuerte Simulation wird charakterisiert durch

. Das System besteht aus einer endlichen Menge von Entitdten V = {vy,...,v,} die
miteinander interagieren.

. Der Zustand jedes v; € V wird durch ein Element der Menge Z; beschrieben. Der
Gesamtzustand des Systems ist somit

2= (21, y2n) EZ =71 X ... X Zy.

. Ein Element der Signalmenge S = {si,...,Sn} kennzeichnet, welche Aktivitét
durch ein Ereignis ausgelost wird. Die Signale seien total geordnet, d. h. es gibt
eine Relation < auf S.

Eine Aktivitat dauert ein gewisses Zeitintervall, dessen Lange zu Beginn der Akti-
vitdt bekannt ist. Das bedeutet, zu Beginn der Aktivitat (a,b) — zur Zeit a — ist
b — a bekannt. Bei einer stochastischen Aktivitdt wird die Dauer zum Zeitpunkt a
zuféllig ermittelt.

. Die Menge der mogliche Ereignisse ist £ C Ny x S. (¢,s) € E bedeutet, dass das
Signal s zur Zeit t ausgelost wird. Im Signal sind auch die beteiligten Entitdten
kodiert.

° Zustandsubergangsfunktion F': E x Z — Z.

o Ereignisfunktion zum auslosen neuer Ereignisse N : E x Z — P(E).

17



2 Ereignisgesteuerte Simulation

° Anfangsmenge von Ereignissen Q¥ C E.
. Anfangszustand 2° € Z.

Algorithmisch lauft dann eine ereignisgesteuerte Simulation folgendermafsen ab:
t=20
Q=Q°
z =20
while (Q # 0Nt < Topg) do
Bestimme € = (tmin, Smin) s0 dass V(e/, ') € Q : t/ > tiin V (' = tmin A 8" > Smin)
Q=Q\{c} UN(e,2)
z=F(e, z)
t = tmin
reale Simulation: speichere Daten fiir Statistik
end while

Abbildung [5 verdeutlicht diesen Ablauf graphisch. Die Implementierung der Ereignis-
warteschlange erfolgt in der Praxis mit einer ,priority queue”.

® (t@T @
— (Imin) Smin) —* 7

N
N
N

@ S Systemzustand
A

_______________ |
Statistik |
Berichtsgenerator |

Q

Queue mit Ereignissen

Abbildung 5: ereignisgesteuerte Simulation

Beispiel 2.2 (Fortsetzung von Beispiel 2.1)). Das Warteschlangensystem aus Beispiel (2.1
konnten wir folgendermafien beschreiben:

Entitdaten: V = {va,vp,vc}.

Zustandsmenge: Z4 = Zp = {0,1}, Zc = Ny.

Signalmenge S = {s4,sp,sc} wobei s4 bedeutet, dass Able seinen Job beendet, sp
bedeutet, dass Baker seinen Job beendet und s¢ bedeutet, dass ein Auto ankommt. Die
Signale sind folgendermafen geordnet: s4 < sp < s¢ (ist eigentlich egal).

18



2.2 Formalisierter Ansatz zur ereignisgesteuerten Simulation

Zustandsiibergénge und Folgeereignisse werden durch folgende Tabelle beschrieben:

E F N
(t,Sc) Z2a=0—2z4=1 za=0— {(t+Xc,Sc),(t+XA,SA)}
zp=0— 2z =1 ZB:O—>{(t+Xc,80),(t+XB,SB)}

sonst — zo =z +1 | sonst — {(t + X¢, s¢)}
(t,sa) |z¢ >0 —zc=20—1|20>0— {(t+ Xa,s4)}

20=0—24=0 2c=0—10
(t,sp) |2z >0—z2z0=20c—1|20>0— {(t+ XB,sB)}
2c=0—25=0 2c=0—10

Hier sind X 4, Xp und X Zufallsvariablen fiir die Bedienzeiten und Ankunftszeiten. [J

Als ein weiteres, informatikrelevanteres Beispiel fiir die ereignisgesteuerte Simulation
betrachten wir die Simulation von Schaltwerken.

Beispiel 2.3 (Logiksimulation). Es sollen beliebige Schaltwerke, bestehend aus evtl.
riickgekoppelten logischen Grundelementen (AND, OR, NOR, ...), simuliert werden.
Jedes Grundelement besitzt eine Verzogerungszeit ¢, die vergeht, bis sich eine Anderung

A B

AND NOR

A

—— o ol
— o = ol
S~ = OoOln
— o o o

C S
Abbildung 6: Halbaddierer-Schaltnetz mit Wahrheitstabelle

am Kingang am Ausgang bemerkbar macht. Zur Vereinfachung kann man annehmen,
dass alle Gatter die selbe Verzogerungszeit besitzen. In der Praxis ist man am Worst-
Case-Verhalten der ganzen Schaltung — dem kritischen Pfad — interessiert.

Die logischen Grundelemente werden durch Wahrheitstabellen modelliert. Wie wird ihr
Zustand gespeichert? — Zwei Moglichkeiten:

1. Jedes Gatter wird durch einen Knoten représentiert, in dem der Zustand gekapselt
ist.

Entitdten V = {v1,...,v,}. Jedes v; € V ist ein Gatter.

19



2 Ereignisgesteuerte Simulation

20

Zustandsvariable € {0,1, L}

Zustinde Essei U = {0, 1, L} die Menge der logische Zusténde (L bezeichnet einen
undefinierten Zustand, also entweder 0 oder 1), n; die Anzahl der Eingénge
von Knoten i und I; = {0,...,n; — 1} die Indexmenge der Eingénge von
Knoten :.

Z; = U™ ist dann die Zustandsmenge von Knoten i (Wert an jedem Eingang
wird gespeichert).
Z = ®Z; ist die Gesamtzustandsmenge.

(2

Signale S C U x Ny x V.

Ereignis (t,s = (u, k,v;)): Zur Zeit t geht der k-te Eingang von v; auf den Wert w.

Zustandsanderung Die mit einem Eingang assoziierte Zustandsvariable merkt sich
das Eingangssignal.

Folgeereignisse Alle am Ausgang angeschlossenen Bausteine erhalten zur Zeit t 40
eine Anderung des entsprechenden Eingangs. In den Folgeereignissen spiegelt
sich die Schaltungsstruktur wider!

Gleichzeitige Ereignisse Im Modell &ndert ein Ereignis genau einen Eingang zu ei-
nem Zeitpunkt. In der Realitdt kdnnen sich dagegen mehrere Eingénge gleich-
zeitig andern. Dies erreichen wir im Modell dadurch, dass mehrere Ereignisse
mit der selben Zeit in der Queue sein diirfen, d.h. diese Eingédnge werden einer
nach dem anderen zum selben Zeitpunkt auf ihren neuen Wert gesetzt.

Die dadurch ausgelosten Folgeereignisse miissen in ihrer Erstellungsreihenfolge
erhalten werden obwohl sie alle den selben Zeitstempel tragen (stabiles Sor-
tierverfahren in der Prioritdtswarteschlange) oder vorhandene Ereignisse an
einem Eingang mit dem selben Zeitstempel miissen iiberschrieben werden.
Beispiel: Exklusiv-Oder-Gatter. Zunéchst seien alle Eingénge 0, dann werde
einer 1, dann werde der zweite 1. Zunéchst wird also das Ereignis Ausgang 1
zur Zeit t 4 0 aufgenommen, welches kurz darauf von Ausgang 0 zur Zeit ¢+ 6
iiberschrieben wird.

Problem Diese Modellierung ist relativ ineffizient, da der Wert am Ausgang eines
Gatters evtl. mehrfach gespeichert wird.

2. Um die mehrfache Speicherung von Ausgangswerten zu vermeiden, kann man zwei
Sorten von Knoten einfiihren:



2.3 Praktische Aspekte

- Grundbausteine (Gatter) ohne Zustand: V;

- Verbindungen, die den Zustand auf der Leitung kapseln: V5

Dann ist die Knotenmenge V' = V; U Va. Der Graph G = (V, E) ist bipartit, da
jede Kante einen Knoten aus V; mit einem Knoten aus V5 verbindet. v; € V; 16st

v €WVp

// \\
o voTTTT
/
k ) | | s
| | T
O / | |
\ ;7 _ - =
N -
~_ - U € Vo N
v, € Vi

vy €WVy

zum Zeitpunkt ¢ + 0 bei v, ein Ereignis aus. Dazu ist ein lesender Zugriff auf die
Zusténde seiner Eingangsdrihte erforderlich. Es findet keine Zustandsdnderung in
v; statt (v; tragt keinen Zustand)!

Um € Vo dndert bei Empfang des Ereignisses seinen Zustand und 16st ohne Verzi-
gerung ein Ereignis an den Eingdngen der angeschlossenen Gatter aus. (]

Bemerkung 2.4. Beide Moglichkeiten ordnen Zustandsvariablen eindeutig einen Kno-
ten zu (Kapselung). Die zweite Variante erfordert lesenden Zugriff auf den Zustand einer
anderen Komponente, wohingegen dies in der ersten Variante nicht erforderlich ist. Beide
Varianten lassen sich gut mit objektorientierten Programmiersprachen umsetzen. Unse-
re allgemeine Beschreibung gibt das nicht zwingend vor, man kénnte dort auch globale
Zusténde erlauben (wie im Able-Baker Beispiel geschehen). O

2.3 Praktische Aspekte

Wie konstruiert man ein ereignisgesteuertes Modell im Rechner?

—  Schreibe ein Programm (Fortran, C, C++) — das liefert zwar ein sehr effi-
zientes Modell (bzgl. Rechenzeit), ist aber im Allgemeinen sehr aufwindig.
Klassenbibliotheken wie em-Plant (ehemals Simple+-+) fiir Prozessautomati-
sierung konnen den Entwurf vereinfachen.

—  Verwendung allgemeiner Simulationsprogramme mit speziellen Eingabespra-
chen, z.B. GPSS (IBM, 1960).

—  Anwendungsspezifische Simulationsprogramme, z.B. fiir Logiksimulation, sind
in der Regel effizienter.

Erzeugung von Zufallszahlen mit vorgegebener Verteilung, z.B. mittels Inverse
Transform Method.
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2 Ereignisgesteuerte Simulation
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Fehler in stochastischen Simulationen: Um zuverldssige Aussagen zu erhalten, be-
notigt man viele Realisierungen. Nach dem Gesetz der grofen Zahlen gilt

2
VarlXP” 1y s /L

1 ..

also sehr langsame Konvergenz.

Simulationsprobleme kénnen sehr groft sein (z.B. Design eines Core 2 Duo Prozes-
sors) und sind dann nur noch mit parallelem Hochstleistungsrechnen berechenbar.
Die parallele ereignisgesteuerte Simulation ist ein sehr schwieriges Thema, da die
Kausalitdt immer sichergestellt werden muss: Befinden sich in der Queue zwei Er-
eignisse (e1,t1), (e2,t2) mit t; < to9, so darf man sie nicht parallel berechnen, falls
e; ein Ereignis (es, t3) generiert mit ¢3 < to. Dies ist aber a priori nicht bekannt!



3 Zellulare Automaten

Zelluldre Automaten (engl. cellular automata) sind diskrete Modelle spezieller Form.
Motivation war zunéchst die Frage:

Wie kann man mit méglichst einfachen, insbesondere lokalen Regeln komple-
xes Verhalten erzeugen?

3.1 Definition eines zellularen Automaten

Definition 3.1. Ein zellularer Automat besteht aus

1.

Einem Gitter Q. Q ist

e  diskret (abzdhlbar) und — zunéchst — unendlich
e  von regelmabiger Gestalt
e  von einer bestimmten Dimension

Beispiel: Q =Z x Z = {(i,7) |i,j € Z}.
Die Elemente des Gitters heilsen Zellen.

FEiner endlichen Zustandsmenge Z.

Jeder Zelle x € Q wird ein Element aus Z zugeordnet, d.h. z : 2 — Z. Die Menge
aller moglichen Zusténde ist G = {z|z : @ — Z}. z(z) € Z ist der Zustand der
Zelle x € Q, kurz z.

. Zusténde konnen sich mit der Zeit &ndern. Die Zeit ist ebenfalls diskret (n € N).

Der Zustand z™ € G zur Zeit n € N heiit Generation.

Wir fiihren ein endliches Referenzgebiet Q ein. Beispiel: Q = {(i, ) | |i| <1 Aj| <

1}.
Auch auf dem Referenzgebiet gibt es lokale Zustinde: G = {2]2: Q — Z}.

Die Abbildung R, : G — G schneidet aus dem Gesamtzustand einen lokalen Zu-
stand heraus mittels

(Rz(2))(y) = 2(z +y) reNzeG,ye
Die Zellen N, = {y € Q|y = 2 + w,w € Q} heissen Nachbarschaft von z.

Die Regel ist eine Funktion
f: G—Z

, einen die einen lokalen Zustand auf ein Element aus Z abbildet.
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3 Zellulare Automaten

9. Der Ubergang von einer Generation 2" zur Generation z"*! = F(z") findet durch
lokale Anwendung der Regel statt:

2" x) = f(Rp2") x € (.

F : G — G heisst Zustandsiibergangsfunktion.

Beachte: Der neue Zustand der Zelle x héngt nur von den alten Werten in der
Nachbarschaft der Zelle ab (explizites Zeitschrittverfahren).

Im Unterschied zur ereignisgesteuerten Simulation finden hier alle Anderungen in
den Einzelzellen synchron statt.

Dies ist eine Menge gekoppelter endlicher deterministischer Automaten.

Geschichte der zellularen Automaten:

° Grundidee von J. von Neumann und S. Ulam am Los Alamos National Laboratory
in den 1940 er Jahren.

° Neumann wollte “sich selbst reproduzierende Roboter” bauen und entwickelte einen
zelluldren Automaten mit 29 (!) Zusténden.

° 1969: Konrad Zuse: Physikalische Gesetze sind auf kleinster Skala diskret, d.h. die
Welt ist ein gigantischer zelluldrer Automat (,Rechnender Raum®).

° 1970: “Game of Life” von J. H. Conway.

o ab 1983: S. Wolfram (Begriinder von “Mathematica”) forscht iiber zelluldre Auto-
maten. Ein gewisser Hype setzt ein.

° 2004: Wolframs umstrittenes Buch “A New Kind of Science” setzt die Ideen von
Zuse fort.

Beispiel 3.2 (1D-Automaten). Einfachster zelluldrer Automat:

) = Z (eindimensionale Anordnung der Zellen)
Z =1{0,1} (bindre Zusténde)
Q={-1,0,1}

Zustandsiibergang f wird beschrieben durch Tabelle:

Referenzzustand | 111 | 110 | 101 | 100 | 011 | 010 | 001 | 000 |
Folgezustand 0 0 0 1 1 1 1 0 | =301

° Jeder Automat wird durch 8 Bit beschrieben = es existieren 256 verschiedene
Automaten.
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3.1 Definition eines zellularen Automaten

Die Automaten werden dezimal durchnummeriert (oben ist der Automat #30 an-
gegeben).

Untersuche nun das Verhalten dieses Automaten beziiglich der Standardeingabe:

20 000010000
2t 000111000
22 00110071U00
usw.

Bilder aller 256 Automaten gibt es bei (Bur), siehe auch Abbildung 7l
Der Automat #30 zeigt sehr komplexes Verhalten.

2"(0) wird von Mathematica als Zufallszahlengenerator verwendet.

Beispiel 3.3 (Game of Life). Erfunden von J. H. Conway (britischer Mathematiker) im

Jahr 1970.
Q=7ZXxXZ
Z ={0,1}
Q={G@)lil<1Al] <1}
Regeln
1. z™(z) = 1 und weniger als zwei Nachbarn mit Zustand 1 = 0
2. 2"(x) = 1 und mehr als drei Nachbarn mit Zustand 1 = 0
3. 2"(x) = 1 und zwei oder drei Nachbarn mit Zustand 1 = 1
4. z"(x) = 0 und genau drei Nachbarn mit Zustand 1 =1
5. In allen anderen Féllen ist der Folgezustand 0.

Dieser zelluldre Automat kennt Startkonfigurationen, die beliebige Muster konstruieren
konnen (Replikation). Man kann Muster angeben, die eine beliebige Turingmaschine si-
mulieren. Game of Life ist Turing—vollstdndig!

Erweiterungen von zellularen Automaten:

1.

2.

3.

Stochastische Regeln: Aus mehreren moglichen Folgezustdnden fiir einen lokalen
Zustand wird zuféllig ausgewéhlt.

endliche Gebiete

periodische Gebiete
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3 Zellulare Automaten

_E_g__!_%%_vf*ﬁﬁ:,i_ﬁ*__ﬁ__ﬁ___ﬁ__f7

4 .__E_E_ﬁ________g_ﬁ HNIE= “__________E%E%

CELLULAR AUTOMATA

= i

hnitt aus der Liste aller Zelluldren 1D-Automaten von http://

.org/students/2007/nburoojy/projects/cellular/.

Abbildung 7: Aussc

falconnet.peddie
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3.2 Verkehrssimulation mit zellularen Automaten

3.2 Verkehrssimulation mit zellularen Automaten (NS92)

N=7
Z=1{0,1}x{0,1,...,5}
—_—— —
Auto in Geschwindigkeit
Zelle? in Zellen/Schritt

Q=1{0,1,2,3,4,5}

Idee:

o Strake besteht aus Zellen (z.B. 7,5 m = Autolange + Abstand im Stau) und ist
unendlich lang (deshalb Q = 7).

° Zustand einer Zelle: z; = (b;, v;)
b;: Auto vorhanden?
v;: diskrete Geschwindigkeit 0,...,5, die Einheit ist Zellen pro Zeitschritt. Dies
entspricht 0 bis 135 km/h bei 0t = 1s.

. Nachbarschaft: Fahrer sieht nur bis 5 Zellen voraus, d.h. die Strecke, die er in einem
Schritt maximal fahrt.

Regeln fiir b; = 1:
1. Erhohe Geschwindigkeit des Autos ¢ um 1, falls v; < 5 (beschleunigen).

2. Sei d; der Abstand (in Zellen) zum néchsten Auto in N; (d; = 5 falls kein anderes
Auto in Nj;). Setze v; = min (v;, d;) (Kollision vermeiden).

3. Falls v; > 0, setze v; = v; — 1 mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit p (trodeln) —
Modell ist stochastisch!

4. z; =1(0,0); zity, = (1,v;) (fahren).

Motivation:

o F&hrt ein Auto nicht maximal schnell und ist der Vordermann weit genug weg, so
wird beschleunigt. Der Beschleunigungsschritt kann durch den Trodelschritt wieder
riickgéngig gemacht werden. Das Auto wird aber nicht langsamer!

. FEin Auto mit Maximalgeschwindigkeit kann zuféllig langsamer werden.

° Ein Auto, das wegen seinem Vordermann langsamer wurde, kann durch den Tro6-

delschritt noch langsamer werden. Dieses Uberreagieren ist die Ursache fiir “Staus
aus dem Nichts”.
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3 Zellulare Automaten

Ubergang ins Kontinuierliche:

Fiir eine sehr lange Strasse ist es sehr aufwéndig das Verhalten jedes einzelnen Fahrzeu-
ges zu simulieren. Um zu einer effizienteren Modellierung zu gelangen fithrt man durch
Mittelwertbildung eine ,,Fahrzeugdichte” ein:

() = Z|i_$|<5 b; B Autos
o S el | Zelle

. Offensichtlich gilt 0 < p(x) < 1.
° Fiir 6 — oo nimmt p(z) kontinuierliche Werte an.

° Man kann auch raum-zeitliche Mittel definieren.

Fiir die Fahrzeugdichte kann man eine Differentialgleichungsmodell formulieren:

dp(x,t) N d ( \g(p)
ot Ox

U (p(z,1)) 'p(:I:?t)) =0 \\\
N, e’ .
Geschwindigkeit N p U(p)
in Abhéngigkeit N

der Fahrzeugdichte N

[Ln},[Autos]z[Autos]z N
S m S
“Fluss” an Autos in einem Punkt ! P

0 1
Dies ist eine hyperbolische Erhaltungsgleichung (dazu mehr in der Vorlesung Nume-
rik partieller Differentialgleichungen (Bas08)). Zur Analyse des Modells (Existenz und
Eindeutigkeit der Losung) stehen die Methoden der Analysis zur Verfiigung.

Diese Gleichung beschreibt den Verkehrsfluss auf einer groferen (rdumlichen) Skala,
der sogenannten ,,Makroskala“ als der zelluldre Automat, der die Vorgange auf der ,,Mi-
kroskala“ beschreibt. Den Vorgang der Ableitung der makroskaligen Gleichung aus einer
mikroskaligen Beschreibung nennt man ,,Upscaling®.

In der Differentialgleichung wird als Parameter die Fahrzeuggeschwindigkeit in Abhén-
gigkeit der Dichte bendtigt. Dies nennt man auch einen ,effektiven Parameter” der aus
dem mikroskaligen Modell bestimmt werden kann. Dabei wiirde man fiir vorgegebene
Fahrzeugdichten jeweils die mittlere Geschwindigkeit durch Simulation bestimmen.

3.3 Stromungssimulation mit zelluldren Automaten (FHP86)

Lattice gas cellular automata: Modellierung der Stromung idealer Gase. Das heifst, die
Gasmolekiile bewegen sich entsprechend der Newtonschen Gesetze und kollidieren ab und
an (kinetische Gastheorie).
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3.3 Stromungssimulation mit zelluliren Automaten

FHP-Automat

Gitter: Hexagonalgitter aus gleichseitigen Dreiecken

Zustandsmenge: Z = BY B = {0, 1}, mit folgender Bedeutung:
° Auf den Gitterlinien bewegen sich Teilchen, die alle die selbe Masse m besitzen.

° In einem Schritt bewegt sich ein Teilchen genau von einem Knoten zum Néchsten.
= 6 verschiedene Geschwindigkeiten mit jeweils gleichen Betriagen

. Zu einem diskreten Zeitpunkt befinden sich an einem Knoten maximal 6 Teilchen,
hochstens eines in jeder Richtung.

Zustandsiibergang Der Zustandsiibergang besteht aus zwei Teilschritten. Im ersten
Teilschritt fiihren die Teilchen an einem Knoten des Gitters Kollissionen aus. Dann fliegt
jedes Teilchen in seiner Richtung zum n#chsten Knoten.

Kollisionen Kollisionen werden durch eine Abbildung f : B — B beschrieben. Kollisio-
nen finden nur dann statt, wenn sich an einem Ort zwei, drei oder vier Teilchen befinden,
deren Gesamtimpuls Null ist. In allen anderen Féllen bleibt der Zustand unverdndert.

Bei zwei Teilchen mit Gesamtimpuls Null miissen diese genau aufeinander zu fliegen.
Beide Teilchen werden dann entweder um +60° oder um —60° gedreht. Dabei wird die
Richtung zuféllig ausgewéhlt. Siehe Abbildung

o (0,0,1,0,0,1)
ANDN
(1,0,0,1,0,0) vv <
A _1
hoe (0,1,0,0,1,0)

Abbildung 8: Zwei-Partikel-Kollision

Bei drei Teilchen mit Gesamtimpuls Null betrdgt der Winkel zwischen diesen 120°.
Diese Konfiguration wird um +60° gedreht. Siehe Abbildung9.

Bei vier Teilchen mit Gesamtimpuls Null gibt es zwei gegeniiberliegende unbesetzte
Richtungen. Hier wird die gesamte Konfiguration mit Wahrscheinlichkeit 1/2 um +60°,
bzw. mit Wahrscheinlichkeit 1/2 um —60° gedreht. Siehe Abbildung 10!
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3 Zellulare Automaten

(1,0,1,0,1,0) - (0,1,0,1,0,1)

Abbildung 9: Drei-Partikel-Kollision

. (0,1,1,0,1,1)
pP=3
(1,1,0,1,1,0) <
pP=3
2 (1,0,1,1,0,1)

Abbildung 10: Vier-Partikel-Kollision

Wieder kann man durch Mittelung eine makroskopische Dichte und Impuls bzw. Ge-
schwindigkeit definieren:

Z 26: zz(x + y)
(x) = ly|<di=1
p >l :
lyll<é

Z 26: Zz(x + y) ) é}

b(x) = Igl<s 1li=1
>l
llyll<é

Im Grenziibergang gehorchen diese makroskopischen Groften der Navier-Stokes-Gleichung
(in 2D).

Eine praktisch nutzbare Weiterentwicklung stellt das Lattice-Boltzmann-Verfahren
dar.
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3.3 Stromungssimulation mit zelluliren Automaten

Abbildung 11: Simulation zweier ineinanderfliegender Gaswolken mit dem FHP-
Automaten. Die Simulation benutzte 81922 Gitterpunkte, dargestellt ist die iiber je 162
Zellen gemittelte Dichte.
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4 Modellierung elektrischer Bauelemente

Ziel ist die Modellierung und Simulation elektrischer Schaltungen bestehend aus Wider-
stéanden, Kondensatoren, Spulen sowie Quellen und ggf. Halbleiterbauelementen (Dioden,
Transistoren).

Wie in Abschnitt bereits besprochen, handelt es sich dabei um ein Mehrskalenpro-
blem. Eine mogliche Beschreibungsebene sind die Maxwellschen Gleichungen. Dies ist
ein System partieller Differentialgleichungen fiir das elektrische und magnetische Feld in
Raum und Zeit. Daraus leitet man vereinfachte Gleichungen fiir sogenannte konzentrier-
te Bauelemente ab. Die Einfiihrung unten folgt der ausfiihrlichen und sehr lesenswerten
Behandlung der Netzwerkanalyse in (Unb81).

Dieses Anwendungsproblem bietet einen exemplarischen Einblick in die Modellierung
auf Kontinuumsebene. Gleichzeit motiviert es eine reiche Auswahl mathematischer Me-
thoden zur numerischen Losung der Modellgleichungen von linearen Gleichungssystemen
bis hin zu differentiell-algebraischen Systemen.

4.1 Strom und Spannung

Wir begeben uns auf eine kontinuumsmechanische Betrachtungsebene.

Spannung
. Korper konnen elektrische Ladungen tragen.
. FElektrisch geladene Korper ziehen sich je nach Vorzeichen ihrer Ladung an oder

stofen sich ab (Coulombsches Gesetz).
® Punkt x

F
/ punktformiger Priifkérper

auf den Priifkérper mit kleiner Ladung ¢
wirkende Kraft

ausgedehnter Korper mit
Ladung Q

o F(Z) hingt von 7 und ¢ ab.

. E(Z) := @ heifst elektrische Feldstirke und hat die Einheit [%] = [L].
° Unter der Spannung zwischen zwei Punkten z1 und z9 in einem elektrischen Feld
versteht man die Grofe .
U1 = / E . fds (4.1)
x

langs eines Weges C' von x; nach za. (4.1) ist ein Kurvenintegral zweiter Art,
bei dem ¢ der Tangenteneinheitsvektor in jedem Punkt der Kurve bezeichnet. Die
Bezeichnung des Linienintegrals zweiter Art ist nicht einheitlich. Oft findet man
auch die Schreibweise fxwf E dF mit di = tds.
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4 Modellierung elektrischer Bauelemente

Ruhen die felderzeugenden Ladungen, so ist w12 unabhéngig vom gewéhlten Weg.
Dies ist eine elementare Eigenschaft des elektrischen Feldes, die aus den Maxwell-
schen Gleichungen folgt.

° Die Spannung zwischen zwei Punkten ist gerichtet, da sich die Tangentenrichtung
im Kurvenintegral mit der Durchlaufrichtung gerade umdreht:
T2 v
u12:/ E-tds:—/ E-tds = —u9 (4.2)
1 T2
= Richtung und Vorzeichen sind in diesem Sinne austauschbar.

. Wegen F = ¢FE ist quis = qf;f E-tds = f;f F - {ds eine Energie! Dies ist vollig
analog zur Mechanik (Arbeit ist Kraft mal Weg). Genauer ist quio eine potenzielle
Energie, also die Fahigkeit Arbeit zu verrichten.

. Als Potential definiert man die negative Spannung relativ zu einem gewéhlten Be-
zugspunkt:

xX
o(z) = —/ E -tds (4.3)
o
Man kann jedem Punkt die skalare Grofe () zuordnen (H6he im Gravitations-
feld) und dartiber die Spannung berechnen:
® 72
- / ‘
\ o %o
T2 o o IR T2 = 1 — L2 =
U12:/ E-tds:/ E'tds+/ E-tds:—/ Eds — [—/ E-tds]
x] x1 xo xo Zo
= p(21) — p(22)
(4.4)
Hier wurde entscheidend die Wegunabhéngigkeit des Linienintegrals im elektrischen
Feld benutzt.
Strom
° Bewegen sich elektrische Ladungen, so spricht man von einem Strom.
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In Metallen stehen freie Elektronen zur Verfiigung (sog. Leitungselektronen). Herrscht
im Leiter ein elektrisches Feld E, so wirkt auf ein Elektron die Kraft

— —

Fel = —ek (45)

(Minuszeichen, da Ladung des Elektrons negativ ist).



4.2 Ideale Netzwerkelemente

Dem entgegen wirkt eine materialabhéngige ,,Reibungskraft. Dadurch stellt sich
eine feste Geschwindigkeit
v =bF (4.6)

ein.

In einem makroskopisch ausgedehnten Kérper wollen wir nicht jedes Elektron ein-
zeln betrachten. Daher fiihrt man in der Kontinuumsbetrachtung die Ladungsdichte
ein:
AQY) AN(,)
t)=1 ———— =—c- 1 —_ 4.7

pla.t) AV AV (x) “ AV AV (x) (4.7)
In dieser Definition ist AN (z, t) die Anzahl der Elektronen in dem Volumen AV (z, t)
zur Zeit t. Das Volumen AV(z,t) ist um den Punkt z lokalisiert. Die Ladung in
einem beliebigen (makroskopischen) Raumvolumen V' ist dann gegeben durch das

Volumenintegral
/ p(z,t)dx.

14

Zusammen mit dem Geschwindigkeitsfeld ergibt sich die Stromdichte:

; [c m_C’]

J(z,t) = p(z,t)v(x) (4.8)

m3 s m3s

Fiir eine gerichtete Fldche A im Raum erhélt man den Strom durch die Fléche als
Oberflachenintegral

v(x)

ia(t) =

4.2 ldeale Netzwerkelemente

Wir gehen nun zu idealisierten Modellen fiir elektrische Bauelemente iiber (Skalentiber-
gang):

Ein Bauelement hat zwei Anschliisse. Durch das Element fliefst ein Strom i(¢) und
es liegt eine Spannung u(t) iiber den beiden Klemmen an. Dem Element ist eine
Richtung zugeordnet, die die Zahlrichtung von Strom und Spannung festlegt.

35



4 Modellierung elektrischer Bauelemente

. u(t) und i(t) sind skalare Grofen. Vom raumlichen Aufbau der Elemente wird
abstrahiert.
Dies ist nur unter gewissen Annahmen zuléssig: u(t) und i(¢) diirfen sich nicht zu
schnell &ndern = Frequenzen < 10 MHz.

Ohmscher Widerstand

o— }—o Es gilt: u(t) = R -i(t)

R > 0: Widerstand in Ohm [Q = %]
u(t)

\/

Induktivitdt (Spule)

it) G
o—ll——o Es gilt: u(t) = L - %

> L > 0: Induktivitit in Henry [H = %]

u(t)
physikalische Motivation:
Strom erzeugt magnetisches Feld B im Magnet-

Tangente
R kern (Durchflutungsgesetz):

1= ClBE

Zeitlich sich dnderndes Feld B erzeugt Spannung
(Induktionsgesetz):

d (B(t) . E) co di(t)
Magnetkern U = CQT = o
1

Kapazitat (Kondensator)

i(t)
o——{|——o0 Bs gilt: i(t) = C - 240

. o s . _ A
C > 0: Kapazitat in Farad [F = 75]

\/

physikalische Motivation: Plattenkondensator

Oben: Ladung @ (Elektronenmangel)
@ Unten: Ladung —@Q (Elektronentiberschuss)
- = es entsteht ein elektrisches Feld.
Wichtig: Es fliefltt kein Strom durch den Konden-
sator, sondern es werden Ladungen gespeichert,
die man wieder abrufen kann.

-Q

Spulen und Kondensatoren sind Energiespeicher. Nach dem Aufladen kénnen sie Stréme
fliellen lassen, also Arbeit verrichten.

36



4.3 Kirchhoffsche Gesetze

Spannungsquelle

An den Klammern steht eine Spannung ug(t) zur
i) Verfligung. Diese ist unabhéngig vom Strom i(t).
Bei positivem i(t) wére die rechte Klemme der
Pluspol und die linke Klemme der Minuspol. Tra-
ug(t) ditionsgeméfs fliefst ein positiver Strom vom Plus-
pol der Spannungsquelle zum Minuspol.

Stromquelle

ig(t)
O_g;’_@@_@ Die Stromquelle prégt einen Strom i,4(t) auf. Die-

ser ist unabhéngig von der Spannung w(t).

u(t
Spannung und ggrom sind bei den Quellen entgegengesetzt zu einander orientiert. Diese
Wahl sorgt dafiir, dass in einer einfachen Schaltung mit einer Spannungsquelle und einem
Widerstand keine unatiirlichen negativen Vorzeichen auftreten.

gesteuerte Quellen

Héngt der Strom oder die Spannung einer Quelle von einem Strom oder einer Spannung
an einem anderen Element ab, so spricht man von einer gesteuerten Quelle (so werden
Halbleiterbauelemente modelliert).

reale Bauelemente

Reale Bauelemente lassen sich gut durch Zusammenschaltung idealisierter Bauelemente
beschreiben.

4.3 Kirchhoffsche Gesetze

Netzwerke sind Zusammenschaltungen von Bauelementen.

Rl RQ
1 1
| I | I
—_— —_— ’
l ig(t)

(1) C) |=—=a

Abbildung 12: Netzwerk

Fiir jedes Element ist willkiirlich eine Richtung festzulegen. Zu bestimmen sind nun
die gerichteten Strome und Spannungen an den einzelnen Elementen. Dazu ben6tigt man
zusétzlich zu den Bauelementbeziehungen noch weitere Gesetze.
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4 Modellierung elektrischer Bauelemente

Ry

Ry

C1 Stromquelle

Spannungsquelle

Ly

Abbildung 13: Netzwerk als Graph

Knotenregel (1. Kirchhoffsches Gesetz)

Die Summe aller an einem Knoten ein- und abgehenden Stréme ist zu jedem Zeitpunkt
Null.

> Eiy(t) =0
p=1

Vorzeichen:
-+ Strom wird zum Knoten hin gezdhlt
— Strom wird vom Knoten weg gezahlt

Begriindung: In einem Knoten wird keine Ladung gespeichert.

Beispiel 4.1.
i1 9 ] ) ) )
> Q@ > 11— 19 =0=1 =19

1 19

11 +1=0= 11 = —19

4
[ ]
A

Folgerungen aus der Knotenregel

1. Gegeben ein beliebiges Netzwerk, auf das m Stréme hinfiihren.
im

11
19
i3 ’i4
Dann gilt 377 4,(t) = 0, denn:

e  Netzwerk habe ¢ innere Knoten
e  stelle Knotenregel fiir jeden der ¢ Knoten auf

e  summiere iiber alle ¢ Gleichungen
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4.3 Kirchhoffsche Gesetze

Gleichung k: ... — ... +i3 =
Gleichung I: ... 44 ...+41 =
m
iu(t) =0
p=1

Alle inneren Strome heben sich weg.

2. Bei einem Netzwerk mit & Knoten muss man die Knotenregel nur fiir die ersten
k — 1 Knoten aufstellen. Summieren {iber die ersten k — 1 Gleichungen gibt:

Gleichung I: ...+ dpy... — i

Gleichung m: ... —ipy...+ipmpe = 0
> dig = 0

Alle Stréme zwischen Knoten I,m < k heben sich wieder weg. Es bleibt die Kno-
tenregel fiir den Knoten k stehen. Die k-te Gleichung ist somit linear abhingig von
den ersten k — 1 Gleichungen.

Maschenregel (2. Kirchhoffsches Gesetz)

Ein geschlossener Weg in einem Netzwerk heifst Masche. Einer Masche ist eine Orientie-
rung (Durchlaufrichtung) zuzuordnen.
Die Summe aller Spannungen der Elemente in einer Masche ist zu jedem Zeitpunkt Null.

i t+u,(t) =0 uyv w
p=1

Vorzeichen: u5\ / Us
+ Spannung hat gleiche Orientierung wie Masche
— Spannung hat entgegengesetzte Orientierung T

1

Begriindung: f;’f Eds = ¢(21) — p(x2) = 0, falls 1 = x5. Die Maschenregel ist also
eine Folge der Wegunabhangigkeit.

Eine Masche in einem ebenen Netzwerk (planarer Graph), die keine Elemente um-
schliefst, heifst Elementarmasche. In ebenen Netzwerken geniigt es, die Maschenregel fiir
alle Elementarmaschen aufzustellen. Alle anderen Gleichungen sind linear abhéngig.
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5 Netzwerkanalyse mit dem Knotenpotentialverfahren

Zunichst betrachten wir ein Beispiel wie mit den eingefithrten Konzepten ein elektrisches
Netzwerk analysiert werden kann. Dann leiten wir ein Verfahren zur systematischen Ana-
lyse beliebiger Netzwerke her.

5.1 Analyse zweier einfacher Netzwerke

Wir wollen das folgende einfache Netzwerk analysieren.

ug (1)

AR
_/

Abbildung 14: RC-Glied

Gleichungen

I Netzwerkelemente: ug4(t) ist gegeben, sowie

ur(t) = R-ig(t) (a)
. duc(t)

1c (t) =C at

IT Knotenregel (Wie oben erlautert sind nur zwei von drei Knoten zu betrachten):

r(t)=0 (Knoten 1) (c)

—i(t) —1
i 0 (Knoten 2) (d)

ir(t) —ic(t)

IIT Maschenregel (die einzige Masche sei im Uhrzeigersinn orientiert):

—ug(t) + ur(t) + uc(t) =0 (e)
Es ergeben sich 5 Gleichungen fiir 5 Unbekannte i, ig, ic, ugr, uc.
Alle Gleichungen zusammen bilden ein differentiell-algebraisches System (engl. diffe-

rential algebraic equation, DAE), da es aus (gewohnlichen) Differentialgleichungen und
algebraischen Gleichungen besteht.
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5 Netzwerkanalyse mit dem Knotenpotentialverfahren

Geschickte Lésung
duc(t)
dt

Eingesetzt in die Maschenregel (€) erhélt man eine lineare gewohnliche Differentialglei-
chung fiir uc(t):

® re

un® © R-in(t) L R-ic(t)

duc(t)
dt
Eine Anfangsbedingung fiir uc(to) ist erforderlich.

RC

+uc(t) = ug(t) (5.1)

Losung der Differentialgleichung

0 fallst<O
Up fallst>0
Ansatz: uc(t) = c1e®! + c3. Einsetzen in Gleichung (5.1) ergibt:

fir uc(0) =0, uy(t) =

RCcicae® + cre + c3 = Uy & [RCcyico + c1] et + c3 = Uy

Die linke Seite muss fiir alle Zeiten ¢ > 0 gleich Uy sein. Dies fiihrt per Koeffizienten-
vergleich auf die beiden Bedingungen

RCC102+C1=0:>RC'02+1:0:>C2:—%

C3 = Uo
Zusétzlich liefert die Anfangsbedingung:
616620 +c3=0=c =—c3=—-0p
also:
1 t

uc(t) = —erfﬁt + Uy =Uy (1 — €7W>

io(t) = ip(t) = Rup(t) = R (uy(t) — uc(t)) = R (UO ~ Uy (1 - e—%)) = RUye" e
Weiteres Beispiel: gedampfter Reihenschwingkreis

Gleichungen

I Netzwerkelemente:

dir(t)
ur(t) =1L g

duc(t)
ic(t)y=C gt
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5.2 Das Knotenpotentialverfahren

Abbildung 15: geddmpfter Reihenschwingkreis

IT Knotenregel (3 Gleichungen):
ir(t) =ir(t) = ic(t) = i(t)
IIT Maschenregel (im Uhrzeigersinn orientiert):
up(t) +ur(t) + uc(t) = ug(t)

Aus I und II folgt:

un(t) = Ri(t) Rcdugt(t)
ur(t) = Ldil(? - LCdQZtCQ(t)

Mit IIT erhdlt man fiir uc(t) eine lineare gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ord-

nung;:

d?uc(t duc(t
uc(t) | poduc(t)

L
¢ dt? dt

Fuc(t) = ug(t) (5.2)

d;—tc —tg = ”(Tto) werden bendétigt (Fir jeden linear

unabhéngigen Energiespeicher bendtigt man eine Anfangsbedingung).

Anfangsbedingungen fiir uc(t9) und

5.2 Das Knotenpotentialverfahren

Sollen beliebige Netzwerke z.B. durch ein Computerprogramm analysiert werden, so be-
notigen wir ein systematisches (algorithmisches) Vorgehen. Das Knotenpotentialverfah-
ren stellt ein mogliches Verfahren dar.

Lineare Unabhangigkeit

° Knoten- und Maschenregel erzeugen lineare Beziehungen zwischen Zweigstromen
bzw. Zweigspannungen. Wie wir gesehen haben, lassen sich diese Gleichungen teil-
weise auseinander ableiten, d.h. sie sind linear abhéngig.
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5 Netzwerkanalyse mit dem Knotenpotentialverfahren

Folge: Nur eine Teilmenge der Zweigstrome bzw. -spannungen ist frei wahlbar. Der
Rest ergibt sich zwangsldufig aus der Knoten- bzw. Maschenregel.

Test auf lineare Abhéngigkeit: Setze eine Teilmenge der Zweigstrome (Zweigspan-
nungen) auf Null und betrachte einen weiteren Strom (eine weitere Spannung). Ist
dieser (diese) dann ebenfalls Null, so ist er (sie) linear abhéngig von der Teilmenge.

Begriffe aus der Graphentheorie

Es sei ein RLC-Netzwerk mit £ Knoten und [ Kanten (Elementen) gegeben.

Der zugehorige Graph se zusammenhidngend und jeder Knoten habe mindestens
Grad zwei.

Zu jeder Kante gebe es mindestens einen geschlossenen Weg in dem Graphen der
iiber diese Kante fiihrt.

Baum: Graph, bei dem es zwischen je zwei Knoten genau einen Weg gibt.
Ein Baum mit & Knoten hat genau k£ — 1 Kanten.

In jeden zusammenhéngenden Graphen lisst sich ein (vollstandiger) spannender
Baum legen. Dieser ist in der Regel nicht eindeutig bestimmt.

Die iibrigen m = [ — (k — 1) Kanten nennt man Baumkomplement.

Zu jeder Kante im Baumkomplement gibt es genau einen Weg im spannenden
Baum, der die beiden Endknoten verbindet.

Beispiel 5.1. Das Knotenpotentialverfahren erkldren wir an folgendem Beispiel:
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Knoten sind ab 0 durchnummeriert.

Zahlrichtung der Strome und Spannungen ergibt sich durch die Nummerierung (uj2
ist die Spannung von 1 nach 2).



5.2 Das Knotenpotentialverfahren

° Zunéchst behandeln wir nur Netzwerke ohne Spannungsquellen! Diese fithren wir
spater ein.

O

Wahl linear unabhangiger Spannungen Wihle einen beliebigen spannenden Baum im
Netzwerk. Die k£ — 1 Spannungen zu den Baumzweigen stellen ein maximales System
linear unabhéngiger Spannungen dar, denn:

1. Setze alle Spannungen in Baumzweigen auf Null (Kurzschluss) und betrachte einen
Zweig im Komplement. Es gibt genau eine Masche iiber den Baum, die Spannung
in diesem Zweig ist also auch Null.

2. Setze Spannung an genau einer Kante des Baumes ungleich Null und alle anderen
auf Null. Dann gibt es mindestens einen Komplementzweig, an dem die Spannung
ungleich 0 ist. Weniger als k£ — 1 Spannungen geniigen also nicht.

Die Spannungen an den Kanten des Baumkomplements werden aus den Spannungen
iiber Baumzweige berechnet. Dies bedeutet, dass die Maschenregel automatisch erfillt
ist!

Knotenpotentiale, Ausdriicken der Zweigspannung durch Potentiale Statt der Span-
nungen tiber die £ —1 Baumkanten kann man auch die Potentiale (die Spannungen relativ
zu einem Bezugspunkt) an k& — 1 Knoten betrachten. Dazu wéhlt man einen Knoten als
Bezugspunkt. Dies sei hier der Knoten 0, d.h. ¢g = 0. Damit gilt:

U2 = $1 — $2 12 Lo

U23 = P2 — @3 Z;i = 8 (1) _11 : :2

ugo = 3 —0  Matrixform uo1 -10 0 ¥3 (53)
upr =0 — 1 u13 1o -l ,e(t)

U3 = P1 — 3 u(t) K

Wegen obiger Uberlegung sind die Spalten von K linear unabhiingig. Der Vektor wu(t)
enthélt alle Zweigspannungen (bei parallelgeschalteten Zweigen ist die Indizierung so
ungeschickt).

Anwendung der Knotenregel Die Knotenregel muss fiir k£ — 1 Knoten des Netzwerkes
gefordert werden.

. Lasse Gleichung fiir Bezugsknoten 0 weg.

° Zahlrichtung: Vom Knoten weg — positives Vorzeichen (dies ist genau entgegenge-
setzt aber letztlich eine willkiihrlich Festlegung).
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5 Netzwerkanalyse mit dem Knotenpotentialverfahren

Knoten 1 112+ %13 — 201 =0
Knoten 2 —112 + 193 =0
Knoten 3 —ig3 — i13 +i30 — i4(t) =0
12
1 123 0
0 |-]430 | = 0
(

Matrixiorm ~1 io1 ig(t)

0

) 0
Matrixform 0 —11
KT

i13 0
i(t)

Netzwerkelemente Schlieflich gilt fiir jedes Netzwerkelement ein Zusammenhang zwi-
schen Strom und Spannung.

i1a(t) = uléit)

ina(t) = “2]33)

iso(t) = “igf) 29
o1 (£) = oa (fo) + Lll /t: wor (7)dr (wegen ur(t) = Ldizft)>

i1alt) = O du;;);(t)

In Matrixform gilt: i(¢) = Yu(t) + yo

Y ist ein diagonaler Operator: Multiplikation (R), Differentiation (C), Integration (L).
Der Vektor yg enthélt die Anfangsbedingungen fiir die Induktivitdten, die sich durch die
Integration der Strom-Spannungsbeziehung ergibt.

Kombination aller Teilschritte

KTi(t) 2 KT (vu(t) + 90) = KTYKo(t) + KTyo = b(t)
& KI'YKpt)=b— KTy, (5.6)

Beispiel 5.2 (Anwendung auf das Netzwerk aus Beispiel 5.1). Es ergibt sich das System

- d(p1 — 1 [t
Knoten 1 Y1 ¥2 + 1 (p1 —¢3) - [igl + — —gpl(T)dT] =0

Rl dt Ll to
Knoten 2 —Sle_fOQ + SOQR_;O?’ =0 (5.7)
Y2 — ¥3 dler—3) | ¢3 .
Knoten 3 TR Cq 7 + Ry ig(t)
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5.3 Weiterfiihrende Aspekte

Fasst man die Terme mit @1, @2, @3 zusammen ergibt sich die Form:

1 d 1 [ 1 d
— +C1=+ = - —C1—p3 =11t
i + L + L/to]sm R2<P2 1dt803 i01(to)
1 1 1 1
—— — 4+ = ——p3 =0 5.8
R1<P1+[R1+R3]<P2 33903 (5.8)
d 1 1 d 1
—C1— - — + =+ = =i4(t
151 R3w2+[R2+ i L0
O
Zusammenfassung
. Als allgemeines Resultat ergibt sich ein System von linearen Algebro—Integro—
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.
. Hat man nur Widerstande (Widerstandsnetzwerk), so erhélt man ein lineares Glei-
chungssystem.
° Kapazitdten = Ableitung, Induktivitdten = Integral
. Durch Differenzieren erhélt man ein Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung.
Dieses kann auf ein System erster Ordnung reduziert werden.
Alternativ (und besser) fithrt man die Stammfunktion ®;(t) = ftto ©i(€) d¢ als neue
Unbekannte ein und fiigt die Differentialgleichung %@i(t) = ;(t) mit der Anfangs-
bedingung ®;(¢p) = 0 hinzu.
Als Resultat erhélt man ein differential-algebraisches System.
° Zuséatzlich sind noch Anfangsbedingungen erforderlich, und zwar soviele wie man

Differentialgleichungen hat. Diese sind aus den Anfangszustdnden der linear unab-
hiangigen Energiespeicher (Induktivitdten, Kapazitéiten) abzuleiten.

5.3 Weiterfiihrende Aspekte

Maschenstromanalyse Dieses Verfahren ist dual zum Knotenpotentialverfahren und

geht folgender maften vor:

e  Als System linear unabhéngiger Grofien wéhlt man hier einen fiktiven Ma-
schenstrom fir jede Kante des Baumkomplements. Dies sei der Vektor 1)(t).
Jede Baumkomplementkante kann in eindeutiger Weise iiber den Baum zu
einem geschlossenen Pfad ergénzt werden. Durch diesen Pfad flieltt der Ma-
schenstrom.

e  Der Strom durch einen Baumzweig ergibt sich dann als eine (orientierte) Sum-
me der jeweiligen Maschenstrome in denen die Baumkante vorkommt

i(t) = Ay (t).

47



5 Netzwerkanalyse mit dem Knotenpotentialverfahren

Es gilt wieder a;; € {—1,0,+1}. Man kann zeigen, dass fiir dieses System von
Stromen die Knotenregel automatisch erfiillt ist.

e  Nun ist die Maschenregel auf ein System auf ein maximales System unabhén-
giger Maschen anzuwenden. Hierzu wéahlt man eine Masche je Komplement-
zweig. Dies resultiert in

ATu(t) =b

wobei in b wieder die (hier:) Spannungsquellen zusammengefasst sind.
e  Schlieflich beschreibt
u(t) = Xi(t) + ug
den Zusammenhang zwischen Spannung und Strom fiir jeden Zweig des Netz-
werkes. Fiir jeden Widerstand erhélt man eine algebraische Gleichung, fiir jede
Induktivitéit eine Differentialgleichung und fiir jede Kapazitét eine Integral-
gleichung.

e  alle drei Schritte zusammen ergeben:

ATut) =b = AT (X AY(t) +up) = b
u(t) = Xi(t) + uo

Zustandsraumverfahren Mischung aus Knotenpotentialverfahren und Maschenstrom-
analyse.
e  Eliminiere sofort die rein algebraischen Gleichungen.

e  Resultiert grundsétzlich in einem System linearer gewohnlicher Differential-
gleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

aip +-- Qip dzcllt(t) b1 J
L] = Abkiirzung A% =b  (5.9)
dzn (t) dt
Anl *+* Qnn let bn

Gesteuerte Quellen

Angenommen, eine (Strom-) Quelle sei durch eine andere Zweigspannung oder einen
Zweigstrom gesteuert, also

ig(t) = f (2 (1))
Dann hat (5.9) die allgemeinere Form

dz
AE =f(zi(t)+0b

f ist im Allgemeinen eine nichtlineare Funktion.
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5.3 Weiterfiihrende Aspekte

Beriicksichtigung von Spannungsquellen im Knotenpotentialverfahren

Befindet sich zwischen zwei Knoten eine Spannungsquelle, so ist eines der beiden Knoten-
potentiale eine Funktion des Anderen. Betrachte eine Spannungsquelle zwischen Knoten
w und v. Die Knoten seien 0, ...,k — 1 mit Bezugsknoten 0. Es gilt:
Pr = Putug
Unterscheide zwei Fille:
1. p,v # 0 (keiner ist Bezugsknoten):
e Lasse ¢, als Unbekannte weg und setze ¢, (t) = @u(t) + ugy(t).
e  Ersetze Knotenregel in p durch Knotenregel iiber Hiille von p und v.
2. =0 (oder entsprechend fiir v = 0):
e  Lasse ¢, als Unbekannte weg und setze ¢, (t) = o + ug(t) = ugy(t).

e  Streiche die Gleichung fiir Knoten v.

Beispiel 5.3. Ersetze in Beispiel [5.1 die Strom- durch eine Spannungsquelle:

1
Ry
2 _
Rs \
3
ug(t)
Knotenregel:
Knoten 1 112+ 413 — 491 =0
Knoten 2 —112 + 123 =0
Knotenpotentiale:

w3 =0+ uy =uy
U2 = Y1 — P2
U23 = P2 — Ug
U30 = Ug
Uupr = —P1

U3 = P1 — Uyg

Weiter wie in Beispiel [5.1.
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6 Komplexe Wechselstromrechnung

6.1 Widerstandsnetzwerke

Beschreibt man Stréme und Spannungen in einer Schaltung bestehend aus Widersténden,
so ergibt sich ein lineares Gleichungssystem. Analog dazu kann man auch den Fluss in
einem Rohrleitungssystem betrachten:

Spannung < Druck

Strom <« Fluss
4

Ohmsches Gesetz <+ Hagen-Poiseuille: ¢ = %Ap
v

Hier ist Ap die Druckdifferenz zwischen den beiden Enden des Rohres, r dessen Durch-
messer, [ dessen Lange und v die Viskositat des Fluids.

12 13
8 9
4 5
o1 1

Abbildung 16: Widerstandsnetzwerk
Beispiel 6.1. Betrachte das regelméfige Netzwerk aus Abbildung Der Einfachheit
halber haben alle Widerstdnde die Grofse R.

Knotenpotentialverfahren Unbekannte ¢1, ..., p15; @o = 0.

Topologie Nb(i) C {0,...,15} sei die Menge der Nachbarknoten von Knoten .

51



6 Komplexe Wechselstromrechnung

Gleichungen

‘Z‘L;{@j:o 0<i<15
JEND(1)
> B i) i=15
JENDb(7)

In Matrixschreibweise:

[ 3 1 ~1 11| ¢ 0
-1 3 -1 -1
-1 2 -1
3 —1 -1
-1 -1 4 -1 -1
-1 -1 4 -1 -1
1 -1 -1 3 -1
—- -1 3 -1 -1 =
R -1 -1 4 -1 -1
-1 -1 4 -1 -1
-1 -1 3 -1
-1 2 -1
-1 -1 3 -1
~1 -1 3 -1 0
L -1 L2 0 les | i)

Die Matrix hat Bandgestalt. Pro Zeile sind maximal 5 Eintrage # 0, es handelt sich also
um eine diinnbesetzte Matrix. O

Nun zeigen wir wie das im Beispiel hergeleitete lineare Gleichungssystem mit dem
Programm octave berechnet werden kann.

Octave!l ist eine Skriptsprache speziell fiir numerische Anwendungen, sozusagen ein
Taschenrechner ,,de Luxe“. Octave ist freie Software unter der GNU-Lizenz und ist weit-
gehend kompatibel zu MatLab, einem kommerziellem Produkt.

Das Listing in Abbildung[17] zeigt wie man mit Octave sehr einfach ein lineares Glei-
chungssystem losen kann.

6.2 Analyse des Parallelschwingkreises

Zuerst analysieren wir noch das Verhalten eines einfachen Netzwerkes. Betrachte den
gedampften Parallelschwingkreis.

'www.octave.org
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6.2 Analyse des Parallelschwingkreises

0.1

# (1) Definiere Werte fuer R und I

R = 1E3

I
# (2) Definiere die Matriz A

A= 3,-1,0,

..,.700010
00000007001 _70

cocococococo g 7o 4

cCoocococ oo 4 | & o |

0,0,-1,2] = 1/R

_1747_17();
07_1747_1;

0000000_0002

P e T TP - -
7,70001017_30001
coco J _

e O O Ol g O O
00001_0141_01_0
0001_00_17_01_00

coo loodm | 53l s o

P e B T S

cCo—~HOo | Mmoo o~ - -

01_70_41001_0000
_00000

1_0141_01
_Ooia

=l o _000000

|l SS |l Soocoooo

)
7
)

0
0 )
0
3

o T e
|l ococoocococo oo
ol coocoocoocococoo

_1737_17

co |l cocoocococoococoococo
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Abbildung 17: Lésung eines linearen Gleichungssystems mit Octave.

3) und die rechte Seite (Spaltenvektor)
[05050;0;05050;0;0;050;0;0;0;1]

# (5) berechne effektiven Widerstand

# (4) loese LGS
x = A\b
Reff = x(15)/1

# (
b —



6 Komplexe Wechselstromrechnung

Abbildung 18: geddmpfter Parallelschwingkreis

Maschenregel fiir die Elementarmaschen:

UuR + uc —ug =0 (a)
uc —ur, =0 (b)

Knotenregel fiir zwei Knoten:

ir—ic—ir, =0 (Knoten 1) (c)
ig—ip =0 (%)
Elemente:
UR = R’iR (d>
duc
— ¢
Ze; i (e)
dig,
ur = dt (f)
Zustandsgrofen: uc, iy,
@ . ) ) duc . duc )
UR:RZR:R(ZC+ZL):R CW‘FZL :RCW‘FRZL
Eingesetzt in (a) erhdlt man:
duc .
ROW + Rir + uc = ugy(t) (6.1a)
(f) und (b) liefern:
dig,
pu— —_— 6.1b
T (6.1b)
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6.2 Analyse des Parallelschwingkreises

x0 = [0; 0]; # Anfangsbedingungen

t = linspace (0.0, 1.0, 1000)’;# von 0 bis 1 in 1000 Schritten
x = lsode ("podef", x0, t); # loese die DGL "podef"

plot (t,x); # Zeige das Ergebnis

Abbildung 19: Octave Code zur Losung eines Systems gewthnlicher Differentialgleichun-
gen.

Umordnen liefert:

i RC ¢ C""RCY (6.2)
dip _ 1 '
a L'

also ein lineares System gewohnlicher Differentialgleichung, das noch um die Anfangsbe-
dingungen
uc(to) = uc,o, ir(to) =1irp
dz(t

zu ergénzen ist. Die gewohnliche Differentialgleichung hat die Standardform =~ =
f(2(t),t) bzw. hier speziell:

—

1 _1
RC c ] (6.3)
0

=Az(t)+b(t) mit A= ]
L

Im folgenden zeigen wir wie die Losung dieses Differentialgleichungssystems mit dem
Programm octave berechnet werden kann. Spéter werden wir verschiedene Methoden
zur numerischen Losung von Differentialgleichungssystemen kennenlernen.

Die rechte Seite f(z(t),t) der Differentialgleichung muss wird in der Funktion podef
spezifiziert. Fiir die numerische Losung miissen wir konkrete Werte fiir R, L und C' ein-
setzen. Wir withlen: R =100 @, C =107* F, L = 0.01-4R*C H, At = 1555 s, T = [0, 1].
Die vollstindige Funktion podef zeigt die Abbildung [20.

Wir betrachten verschiedene Anregungen ug(t) und Werte fiir die Induktivitét L.
Zunéchst sei uy(t) eine Rechteckfunktion. Dies ist die letzte Zeile im Listing [20 vor
endfunction.

Es entsteht eine geddmpfte Schwingung (Abbildung 21).

Fir L = 2-4R?>C und L = 1 -4R?C tritt hingegen keine Schwingung mehr auf
(Abbildung 22/ und Abbildung 23).

Nun betrachten wir eine harmonische Anregung (Abbildung 24): Nach einer unre-
gelméfbigen Einschwingphase sind w,. und ¢, harmonisch, mit gleicher Frequenz, aber
unterschiedlicher Amplitude und Phase.
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6 Komplexe Wechselstromrechnung

function xdot = podef (x,t)

R — 1E2;

C = 1E—4;

L = 4xR«R+C%x0.01;

xdot (1) = —1.0/(R«C)*x (1) — 1.0/Cxx(2);
xdot (2) = 1.0/Lxx(1);

# Quelle hinzufigen :
xdot (1) = xdot (1) + 5*(1—sign(rem(t,0.5)/0.5 — 0.5));

endfunction

Abbildung 20: Definition der rechten Seite eines Differentialgleichungssystems.

0.015 _

0.01 |- 1

0.005 +

-0.005

-0.01 H _

-0.015 - 1

I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 21: Rechteckanregung bei L = 0.01 - 4R?C.
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6.2 Analyse des Parallelschwingkreises

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 22: Rechteckanregung bei L = 2 - 4R?C.

0.08 T T T T

0.06 _

0.04 _

0.02 - _

-0.02 - B

-0.04 | -

-0.06 - B

-0.08 ' ' ' '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 23: Rechteckanregung bei L = 1-4R?C.
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6 Komplexe Wechselstromrechnung

0.15 |- _

0.1 E

0.05 1

-0.05 f

-0.1 f E

I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 24: Harmonische Anregung bei L = 0.01 - 4R?C.

Eigenwertanalyse Die Ausbildung einer Schwingung fiir geniigend kleine Werte von L
kann man durch eine Analyse der Eigenwerte der Matrix A erkléaren:

Det (A — A\I) = Det

1Ly _1 1 1 1 1
RC Cl=—_)\[——1 — =N N4+ —=0
PR <RC’ >+LC TRe* T IC

o 1 N [ 1 1 1 N |12 —4AR2CL 1 i\/L2—4R2LC
 2RC AR2C? LC  2RC 4R2C212 2RC 2RCL

> 0 reelle Eigenwerte — e-Funktion

L? —4R’LC , .
< 0 komplexe Eigenwerte — Schwingung
Grenze: L? — 4R’LC >0 < L > 4R*C

Spéater werden wir sehen, dass die allgemeine Losung von % = Az + b die Berechnung
der Eigenwerte von A erfordert.

6.3 Komplexe Wechselstromrechnung

Harmonische Erregung mit einer Frequenz fiihrt nach dem Einschwingvorgang zu einer
harmonischen Antwort. RLC-Netzwerke im eingeschwungenen Zustand lassen sich also
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6.3 Komplexe Wechselstromrechnung

ebenfalls mit linearen Gleichungssystemen analysieren.
Wir betrachten noch einmal das RC-Glied aus Abschnitt [5.1:

ug(t)

A
NI

——

uc (t) UR (t)

Abbildung 25: RC-Glied

duc(t) _
RC FTaR uc(t) = ug(t) (6.4)
uc(0) = ug
ug(t) sei harmonisch, das heifst
ug(t) = Uy cos(wt + ) (6.5)

Nach der Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen ist dann auch uc(t) harmo-
nisch, wodurch man folgenden Ansatz erhélt:

uc(t) = Ug cos(wt + f3) (6.6)
Gesucht sind die Amplitude Ug und die Phase 3. Losungsméglichkeiten:
1. Setze (6.6) in die Differentialgleichung (6.4) ein und wende Additionstheoreme an.
2. Geschickter ist der Ubergang zu komplexen Zahlen.

Eulersche Beziehung:
Im

e’ =cosp+1i-sing b

Damit kann man schreiben:

1, . , 1
B (e +e7%) = 5 (cosp + i -sing + cos(—¢) +1i - sin(—¢)) = cos
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6 Komplexe Wechselstromrechnung

Also mit ¢ = wt + a:

1/ . .
ug(t) — Ug§ (ez(wt—l-oz) + e—z(wt-i—a))
1 T tw —i  —iw

=3 (Uge et Uge e t)

_ % (Qgeiwt _i_QZefiwt)
mit einer komplexen Zahl U,. Ist die komplexe Zahl U, gegeben, so folgt
Qg = Ugeia =Ugcosa+i-Ugsina
Aus

Uy cosa = Re (Qg)
Ugsina = Im (U,)

folgt:
U? (COS2 o + sin? a) = [Re (Qg)]2 + [Im (Qg)]2

= U, = /[Re (U,

sin o Im (Qg) Im
=tana = —— = « = arctan —————-.
Ccos & Re (Qg) Re (U )

—

1° + [ (U,)]* (6.7a)

(6.7b)

Hier ist natiirlich Re (Q g) = 0 Voraussetzung. Ist Re (Qg) = 0 dann ist wegen cosa =0
entweder a = m/2 oder v = —m/2 je nach Vorzeichen vom Im (U,) /U.
Ebenso setzt man an:

1 - , .
uc(t) = B (ch“"t —|—Qé~e_w'f) mit Uy = Uce'
In die Differentialgleichung (6.4) einsetzen:

RC% [Qciwei“’t —G—Q*C(—Z'w)e_w] + % [chiwt —|—QZ~@‘M} _ [Qgeiwt +Q;e—iwt]

N | =

1 - 1 ; 1 - 1 ,
= igc (14 iwRC) ™" + ggg (1 —iwRC)e ™" = igge“"t + §Q;e*“"t
et und e~™! sind unabhiingig. Wir beobachten, dass das Bilden der Ableitung in diesem
Fall zu einer einfachen Multiplikation wird.

Koeffizientenvergleich ergibt

1 . 1

1, , .
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6.3 Komplexe Wechselstromrechnung

Diese beiden Gleichungen sind aber linear abhéngig. Es geniigt also, eine der beiden zu

erfﬁllen. Somlt erhall en Wir
L T o~ (/ 6.8
¢ (1 + ZCURC) 9 ( )

Daraus lassen sich mit Hilfe von (6.7) Amplitude und Phasenlage bestimmen.
Ubertragungsverhalten Abhéngigkeit von w und Frequenzgang

1 firw—20

1+ iwRC

. Tiefpassfilter
0 fiir w— o

\/

Verallgemeinerung Wir konnen jeden harmonischen Strom / jede harmonische Span-
nung schreiben als

i) = 3

u(t) — % (Qeiwt +Q*€—z’wt) .

(leiwt +1*€_th) ,

Die Strom-Spannungsbeziehungen der Netzwerkelemente lauten bei harmonischen Stré-
men bzw. Spannungen

Widerstand u= Ri U=RI
Kondensator 1= % I =iwCU
Spule U= % U =1iwlLl

Spulen und Kondensatoren konnen als komplexe Widerstdnde interpretiert werden!

Die Kirchhoffschen Regeln gelten auch fiir die komplexwertigen Strome und Spannungen.
Auch die Netzwerkanalyse, z.B. mittels Knotenpotentialverfahren, kann analog durchge-
fiihrt werden.

Beispiel 6.2 (Anwendung auf den Schwingkreis). In Beispiel/6.2 war U, gegeben, gesucht
waren U und I;. Die beiden Maschenregeln ergeben im Komplexen die Gleichungen

RCiWQC + RlL + QC == Qg, (69&)

Umsortieren ergibt ein lineares Gleichungssystem mit komplexwertigen Koeffizienten:

[1+inC R ] Uc _[Ug]
Lo

-1 iwlL I
Uc| 1 iwlL —R U,
I; | (1+iwRCYiwL+R| 1 1+iwRC 0

Losung:
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6 Komplexe Wechselstromrechnung

also etwa n
Tw
U~ = U
7 R —w?LC) +iwL !

Bandpassfilter

1
vLC

=1 fiir wo=

wo: Resonanzfrequenz ! wo

Somit fithren RLC-Netzwerke mit harmonischer Erregung auf lineare Gleichungssys-
teme mit komplexen Koeffizienten. Wir wollen uns nun der numerischen Losung von
linearen Gleichungssystemen zuwenden.
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7 Direkte Losung vollbesetzter linearer Gleichungssysteme
Es geht um die Losung einer Gleichung der Form
Az =0 (7.1)

mit A € K"*" z,b € K* K =R oder C.

Wir nehmen an:
° A ist quadratisch.
° A ist reguldr, d.h. Az = b hat fiir jedes b genau eine Lisung.

. A besitze im wesentlichen Elemente # 0 (fiir diinnbesetzte Matrizen s. Kapitel [8).

7.1 Gaul-Elimination und LU-Zerlegung

Das lineare Gleichungssystem wird im Rechner mit Maschinenzahlen gelost. Hier haben
wir das folgende Ergebnis.

Konditionierung der Aufgabe (7.1): Auswirkung von Stérungen in den Eingaben A
und b auf das Ergebnis bei exakter Arithmetik.
Sei Az = b und (A + dA)(z + éx) = (b+ 6b) mit [[§A] < HT1—1H Dann gilt:

ozl K(A) (||5b|| N |5A||>

11— ISAL X b A
el = 1= )l el 4]

mit einer Vektornorm ||.|| mit vertraglicher Matrixnorm sowie der Konditionszahl k(A) =
| Al - HA_1H, siehe (Ran06).

Beispiel 7.1. Die Kondition sei x(A) ~ 10° und der Eingangsfehler betrage

A

I6A _ ¥ _ oo
1Al bl

Fiir den Fehler im Ergebnis ergibt sich dann

]

GauR-Elimination

Transformation des linearen Gleichungssystems auf obere Dreiecksgestalt. Elimination
von a;: Subtrahiere das %’Z—fache der k-ten Zeile von der i-ten Zeile.
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7 Direkte Lésung vollbesetzter linearer Gleichungssysteme

Algorithmus 1 Gaufs-Elimination
for k=0ton—2do
fori=k+1ton—1do k Pivotelement

] = Ak
Ak k

forj=k+1ton—1do k

am' = am- —1- akyj l
end for ik —
b; =b; —1-bg
end for
end for

Innerste Schleife ist eine azpy-Operation (ax + y, x,y Vektoren, a Skalar). Unter azpy
versteht man die Operation z = ax + y. Die Bezeichnung stammt aus der Softwarebi-
bliothek LINPACK (dort gibt es die Varianten saxpy und dazpy fiir single- bzw. double
Genauigkeit).
LU-Zerlegung

Die Elimination der a;; kann als Matrixmultiplikation von links mit der Matrix

Gik  falls =14, =k
;k = (I — Qir) (Qik)a,ﬁ = {akk

0 sonst
geschrieben werden. Damit gilt:

/ / /
n—1mn—2"+""* L2,1L1,0 A=U

L/

Es zeigt sich, dass (L)'~! =: L eine untere Dreiecksmatrix ist mit

Zik§ >k (die Zahlen aus dem Gauf-Verfahren!)

akk
0 1<k

d. h. I’~' = I 4+ Qjx. Somit hat man die Darstellung A = LU. Aus Effizienzgriinden
speichert man L und U in place, das heilt A wird iiberschrieben.
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7.1 Gaufs-Elimination und LU-Zerlegung

Algorithmus 2 LU-Zerlegung
for k=0ton—2do

fori=k+1ton—1do
ik = Z;: /* 1; ) nutzt Platz von a; */
forj=k+1ton—1do

Qij = Qij = lij - ak,j

end for

end for

end for

Das lineare Gleichunggsystem 16st man damit folgendermafien:
1. Berechne L und U mit Algorithmus |2.
2. Lose Ly = b durch “vorwérts Einsetzen”.

3. Lose Uz = y durch “riickwarts Einsetzen”.

Aufwand:
o Algorithmus 2 bendtigt %n?’ + O(n?) Operationen.
. Vorwirts und riickwiirts Einsetzen benétigen je n? Operationen.

Da die rechte Seite bei der Zerlegung nicht verdndert wird, ist das Verfahren giinstig,
falls fiir mehrere rechte Seiten gelost werden soll (z.B. Invertierung einer Matrix).

Pivotisierung: Was macht man, wenn agr = 0 oder sehr klein ist?
° agr = 0 kommt bei symmetrisch positiv definiten Matrizen nicht vor:
. _ AT T
spd: A=A Ax"Ax >0 Vx#0
° Totales Pivoting:

1. Finde betragsgrofites a; ; mit ¢,5 € {k,...,n —1}.
2. Tausche Zeile ¢ mit Zeile k und Spalte j mit Spalte k.

. Spaltenpivoting:

1. Finde betragsgrofites a;  mit i € {k,...,n —1}.
2. Tausche Zeile ¢ mit Zeile k.

° Anstatt Daten zu bewegen kann man auch die Indizes permutieren.
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7 Direkte Lésung vollbesetzter linearer Gleichungssysteme

7.2 Performance, ijk-Formen

Frage: Wie verhélt sich die LU-Zerlegung auf modernen Rechnerarchitekturen? Hierzu
sind insbesondere die Datenzugriffe zu betrachten.

Algorithmus [2/ nennt man wegen der Reihenfolge der Schleifen kij-Form.
k

< U fertig
[p—
:
I
!

[
L fertig

. Innerste (j-Schleife) addiert Vielfaches eines Vektors (k-te Zeile) auf einen Vektor
(i-te Zeile) — axpy-Operation.

o Zeilenweise Speicherung von A (wie z.B. in C) fiihrt auf konsekutiven Speicherzu-
griff.
° Spaltenweise Speicherung von A (Fortran) fithrt auf nicht-konsekutive Speicherzu-

griffe = ineffizient auf modernen Rechnern, die ganze Cachelines laden.
° axpy-Operationen stehen auf Vektorrechnern als Befehl zur Verfligung.
. Die mittlere Lénge der Vektoren ist 2n + O(1)).

. Sei A(i1 : 42,71 ¢ jo) die Untermatrix von A mit 47 < i < iy sowie j; < j < jo dann
kann man die beiden innersten Schleifen auch schreiben als

A(k+1 :n—1,k+1:n—1) = A(k+1 : n—1,k+1 : n—1)=l(k+1 : n—1)A(k, k+1 : n—1).

Der zweite Term ist ein Zeilenvektor mal einen Spaltenvektor und wird auch als
,auleres Produkt bezeichnet.

Spaltenorientierte Variante: kji-Form

Insgesamt gibt es 3! = 6 verschiedene Formen der Gauk-Elimination.
Die ikj-Form

° Diese Variante ist wieder zeilenorientiert. Die entsprechende spaltenorientierte Va-
riante ist die jki-Form.

. Die innerste Schleife ist wieder eine axpy-Operation.

. Die Variante ist giinstig fiir diinnbesetzte Matrizen.
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7.2 Performance, ijk-Formen

Algorithmus 3 LU-Zerlegung, spaltenorientiert
for k=0ton—2do

fors=k+1ton—1do k J
lsk = 227: < [ fertig
end for k
for j=k+1ton—1do
fori=k+1ton—1do —
ij = ij = lij - QO
end for T
|
end for L fertig
end for

Algorithmus 4 LU-Zerlegung, ikj-Form

fori=1ton—1do K U fertig
for k=0toi—1do i
i k

lig = ark L fertig —
forj=k+1ton—1do
Qij = Qij = lij - akj
end for
end for
end for

1

° Andere Bezeichnung: left oder backward-looking, da immer die aktuelle Zeile mit
allen vorherigen eliminiert wird. Noch eine andere Bezeichnung lautet delayed up-
date.

Die ijk-Form

Variante der ikj-Form

. Die innerste Schleife ist ein Skalarprodukt.

. Allerdings erfolgt der Zugriff spaltenweise und zeilenweise = einer der beiden “Vek-

toren” wird nicht konsekutiv gelesen.

Blockalgorithmen

Obige Verfahren nutzen axpy-Operation oder Skalarprodukt in der innersten Schleife.
Bisher wurde die Speicherbandbreite voll ausgenutzt, aber nicht auf die Wiederverwen-
dung von Daten geachtet. Ubersteigt die Matrix eine bestimmte Grofe, so kénnen die zu
bearbeitenden Daten nicht im Cache gehalten werden.

Beispiel 7.2.
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7 Direkte Lésung vollbesetzter linearer Gleichungssysteme

Algorithmus 5 LU-Zerlegung, ijk-Form
fort=1ton—1do
for j =1toi do

lij-1 = g, = S U fertig
fork=0toj—1do J 1 J
aij = aij—lig - ak;j _I /
end for L fertig —> (
end for i 4-— »
forj=i+1ton—1do (1) (2)
for k=0toi—1do
Qij = Qi — lik - Qk,;

end for
end for
end for

<« alle Elemente werden fiir ein & modifiziert

g

LU-Zerlegung: O(n3) Operationen auf n? Daten = Daten werden mehrfach verwendet.
Um den Cache effizient ausnutzen zu konnen, wird eine gegebene n x n-Matrix A mit
einer 2 x 2-Blockstruktur versehen:

= [An A12] mit Ajp € R, Apy € RX0-D) A4, € R0 4, ¢ Rn=b)x(n-b)
Agr Ago

Nach Elimination der ersten b Spalten mittels jki- oder kji-Form der LU-Zerlegung gilt

die Gleichung

ERIRERICE

A21 A22 L21 1 0 U22
Verfahren:
1. Lose
L11U1 = Ay LU-Zerlegung von A1,
Lo1Uip = Aoy U1 bekannte obere Dreiecksmatrix.

Die zweite Gleichung kann man auch als U} L3, = AL} schreiben, d.h. es ist eine
untere Dreiecksmatrix mit vielen rechten Seiten zu l6sen.
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7.2 Performance, ijk-Formen
2. Berechne Uy durch Losen von L11U19 = Aqo fiir viele rechte Seiten. Dies ist effizient
moglich, da Li; eine untere Dreiecksmatrix ist.

3. Berechne U22 aus L21 'U12+U22 = A22 = U22 = A22 —L21 . U12. Das Matrixprodukt
Loy - Upg wird wiederum blockweise berechnet.

4. Fahre rekursiv mit Uso fort.

Cache-effiziente Berechnung von Matrixprodukten: A, B und C sind p X p-Blockmatrizen
mit Blocken der Grofe b x b (ggf. bis auf letzte Zeile und Spalte)

A ... Alp By ... Blp Ci ... Clp
Ap .. Ay | | Bo .. By Cpi .. Cpp

P
Cij = ZAik - B
k=1 .
O(b?) Operationen auf b2 Daten im Cache

Bemerkung 7.3.

. Fiir beliebige Matrixgroften, variable Blockgrofsen entsprechend L1/L2-Cache und
Pivoting wird selbst die LU-Zerlegung ganz schon kompliziert!

° BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines) enthdlt eine Menge hochoptimierter
Funktionen fiir lineare Algebra

1. Vektoroperationen (axpy, Skalarprodukt) — O(n)
2. Matrix-Vektor-Operationen (A - z) — O(n?)
3. Matrix-Matrix-Operationen (A - A) — O(n?3)

° LAPACK-Software implementiert diverse Zerlegungen, Eigenwertloser usw. auf Ba-
sis von BLAS Level 3 Blockalgorithmen.
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8 Direkte Losung diinnbesetzter linearer Gleichungssysteme

8.1 Was ist das Problem?

Viele Anwendungen liefern Gleichungssysteme mit vielen Nulleintragen, wie die Netz-
werkanalyse (siehe Beispiel [6.2). Allgemein sagt man:

A ist diinnbesetzt < A hat O(n) Nichtnullelemente.

Typischerweise enthéalt jede Zeile < m Nichtnullelemente.

Diese Definition geht davon aus, dass man nicht nur eine einzelne Matrix sondern eine
ganze Familie von Matrizen wachsender Grofle betrachtet.

Fill-In

Betrachte die Matrix, die aus folgendem Netzwerk ensteht:

—

A
von 1. Zeile komplette Zeile lauft voll
Allgemeine Bandmatrizen
L1 (1.5 ° maximale Anzahl von Eintrégen pro Zeile:

26 —1
(8,1) ¢ . Aufwand: A(n) <n-3-28 =0(np?)

o 2D-Gitter von Widerstanden: § = y/n
= A(n) = O(n?)

° 3D-Gitter von Widerstanden: § = ns
= A(n) =0 <n§>
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8 Direkte Losung diinnbesetzter linearer Gleichungssysteme

Pfeilmatrizen

Tausche  erste
und letzte Zeile
sowie erste und
letzte Spalte

»

Matrix voll kein Fill-In

° Umordnen von Zeilen und Spalten beeinflusst den Fill-In.

° Die Bestimmung der optimalen Anordnung fiir minimalen Fill-In ist ein NP-voll-
standiges Problem )

° Es gibt schnelle Heuristiken, die gute Ergebnisse erzielen.

° Fill-In-Minimierung kollidiert im Allgemeinen mit Pivoting.

8.2 Anordnungsstrategien zur Fill-In-Minimierung

Graph einer Matrix: Sei A € R™" eine diinnbesetzte, symmetrisch positiv definite
Matrix. Wir setzen

Va={0,...,n—1}

Ea={(i,j)|ai; # 0}
Ga=(Va,Ex)

Da A symmetrisch ist, ist auch F4 symmetrisch und G 4 stellt einen ungerichteten Graph
dar.
Bei Widerstandsnetzwerken entspricht G 4 genau wieder dem Graph des Netzwerks.

Reverse Cuthill-McKee Ordering: Minimierung der Bandbreite 3 einer Bandmatrix
1. wéahle Startknoten vyg

2. bestimme einen Knoten v, mit maximaler Entfer-
nung (Breitensuche, Dijkstra)

3. nimm v, als Startknoten
4. bestimme Entfernungen aller Knoten von vy,

5. ordne Knoten nach der Entfernung von v},

6. tausche Zeilen und Spalten von A entsprechend
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8.3 Cholesky-Zerlegung

Nested Dissection: Speziell geeignet fiir gitterartige Graphen

1. zerlege V = VoUSUV; mit EaN(Vp x V1) =0,
Vo und Vi moglichst gleich groft sowie S mog-
lichst klein

2. ordne zuerst alle Knoten von V, dann V; und
schlieklich S

3. fahre rekursiv mit V und V; fort

Vo S %1

Das Resultat ist eine Matrix in Blockgestalt:
Voo Vo1 So Vio Vii Si

Voo
Vo1
So
Vio
Vi
S1

Vo i S

) Nested Dissection erreicht eine Komplexitiat von O (n%>, wenn G4 ein quadrati-
sches 2D-Gitter ist und O(n?) fiir kubische 3D-Gitter.

. Finden des optimalen Graphseparatoren ist ein NP-vollstdndiges Problem. Es gibt
aber effiziente Heuristiken, die in O(n) Schritten einen guten Separator konstru-
ieren. Dieselben Methoden verwendet man auch zur Partitionierung von Gittern
zum Zwecke der parallelen Bearbeitung.

8.3 Cholesky-Zerlegung

Bei symmetrisch positiv definiten Matrizen lésst sich der Aufwand fiir die LU-Zerlegung
um den Faktor zwei reduzieren, da die Elemente im oberen Dreieck gleich denen im
unteren Dreieck sind. Der entstehende Algorithmus heifst Cholesky-Zerlegung;:

A=LU die normale LU-Zerlegung
= LD Q_;l_q mit D = diag(U)
=LT
= é\l}é Q_i@_:c Dz = diag\/d_ii
L LT
=LL"
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8 Direkte Lésung diinnbesetzter linearer Gleichungssysteme

Man berechnet und speichert nur L. Es gilt l~” = /uy;. Wir untersuchen zwei Formen der
Cholesky-Zerlegung, die kji-Form und die jki-Form.

Algorithmus 6 Cholesky-Zerlegung, kji-Form
for k=0ton—1do k J

Ik = Vigk
fors=k+1ton—1do
l _lsk ]{;
Sk_lkk
end for
forj=k+1ton—1do

fori=jton—1do J
aij = aij — likljk —
|

end for
end for
end for L fertig, kein Zugriff

Algorithmus 7 Cholesky-Zerlegung, jki-Form

for j=0ton—1do k J
for k=0toj—1do
fori=jton—1do k
aij = a;j — ligljg
end for .
end for J
lij = Vi
fors:;—l—lton—ldo -
lsj = ﬁ f
end for |
end for L fertig, Zugriff
° Beide Verfahren sind spaltenorientiert.

. kji-Form fithrt Updates auf “spéateren” Spalten j > k sofort durch (immediate up-
date).

. jki-Form fiihrt Updates der Spalte j fiir alle “fritheren” Spalten & < j verzogert
durch (delayed update).

. Update in Spalte j ist nur notig, falls ay; = [ # 0.

8.4 Direkte Losung diinnbesetzter, symmetrisch positiv definiter Systeme

Das allgemeine Vorgehen ist wie folgt:
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8.4 Direkte Lésung diinnbesetzter, symmetrisch positiv definiter Systeme

1. Bestimme gute Nummerierung, die Fill-In minimiert.

2. Fiihre symbolische Faktorisierung durch um Fill-In exakt zu bestimmen. — Daten-
struktur kann allokiert werden. Aus Effizienzgriinden bevorzugt man eine konseku-
tive Speicherung der Nichtnullelemente, z.B. spaltenweise:

j-te Spalte
A

— —
* Qi | Aigi A, j
double*a i1j | Qigj imJ compressed
column
. . . . . storage
nt*l 21 12 e im g

3. Durchfiihrung der numerischen Faktorisierung.
4. Losung der Dreieckssysteme.

Allgemeine, unsymmetrische Systeme sind wesentlich schwieriger zu behandeln und er-
fordern andere Algorithmen.
Im Folgenden betrachten wir Schritt 3 genauer.

Der Eliminationsbaum

Der Eliminationsbaum ist definiert iiber den Cholesky-Faktor L:

. min {2\2 > JA lNij #* 0} falls diese Menge nicht leer ist
parent(j) =

J sonst

Also gilt parent(j) > j. Der Eliminationsbaum hat n Knoten 0,...,n — 1, entsprechend
den Spaltennummern bei einer n x n-Matrix.

Der Eliminationsbaum ist nach der symbolischen Faktorisierung bekannt, da nur die
Struktur von L, nicht aber die konkreten Eintrége bendtigt werden.

Beispiel 8.1.

012345 @

TU B W N = O

Eigenschaften:

o parent(j) = ¢ bedeutet:
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8 Direkte Lésung diinnbesetzter linearer Gleichungssysteme

Spalte i bekommt von Spalte j ein Update, aber nicht nur! ¢ > j ist die
erste Spalte, die von Spalte j ein update bekommen wird (im Sinne von right-
looking).

Umgedreht ist im left-looking Sinne j < i die letzte Spalte von der Spalte ¢
ein Update bekommen wird.

Spalte 7 kann berechnet werden, sobald die Updates von allen Kindern be-
riicksichtigt sind.

° Der Unterbaum mit Knoten j als Wurzel enthélt alle Spalten, von denen Spalte j
jemals ein Update bekommt. In Beispiel [8.1 bekommt Spalte 4 Updates von den
Spalten 0, 1 und 2, nicht aber von Spalte 3.

° Der Eliminationsbaum stellt die Datenabhéngigkeiten dar.

. Disjunkte Teilbdume konnen parallel eliminiert werden (was wir nicht weiter be-
trachten).

° Der Eliminationsbaum einer vollbesetzten Matrix ist eine lineare Kette.

Mehrfrontenmethode

Die Mehrfrontenmethode ist die Basis aller effizienten Methoden fiir symmetrisch positiv
definite Matrizen. Zunéchst bendtigen wir zwei zuséatzliche Definitionen:

. Struct (L;) = {i > j|l;; # 0}, die Indizes der Nichtnullelemente in der j-ten Spalte
des L-Faktors.

. C = extend _add (A, B), die Addition zweier diinnbesetzter Matrizen

Nichtnullelemente(C') = Nichtnullelemente(A) U Nichtnullelemente(B)

Cij = ;j + bij

ist effizient in O (|Nichtnullelemente(A)| + |Nichtnullelemente(B)|) berechen-
bar

Die Faktorisierung formulieren wir als rekursive Funktion Factor. Diese wird aufgerufen
mit der Wurzel des Eliminationsbaumes, also Factor(n-1).

F; = Factor(j)

a) Sei {i1,...,i} = Struct (Ly;).

b) Initiialisiere

Qjj Qjay - Gjir

ail,j 0 e 0
‘Fj - : . :

air’j 0 e 0

F} ist eine vollbesetzte Matrix, die alle Updates rechts von Spalte j enthalten wird,
die aus Elimination der Spalte j und allen j modifizierenden Spalten entstehen.
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8.4 Direkte Lésung diinnbesetzter, symmetrisch positiv definiter Systeme

c) Fiir jedes (direkte) Kind 4 von j im Eliminationsbaum berechne:

| T
e F; = Factor(s), F; = <§“ U*Z > U; ist also die Untermatrix von F; welche
*7 %

nicht die erste Zeile und Spalte enthélt.
o [} = extend_add (F},U;) (akkumuliere Updates von Spalte ¢ und allen Kin-
deskindern.)

Die erste Spalte von Fj enthalt nun alle Modifikationen der Spalte j von fritheren
Spalten.

d) Fiihre einen Schritt der Cholesky-Zerlegung fiir die erste Spalte durch:

1‘ OV [ bGglling - limy

m > r: Durch extend add konnen weitere Nichtnullelemente hinzukommen.

return F.

Grofe Vorteile:

° Alle rechenintensiven Operationen in Schritt d) werden auf vollbesetzten Matrizen
durchgefiihrt.
° Sparse-Struktur tritt nur in extend add und der Rekursion in ¢) auf.
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9 Abstiegsverfahren

In diesem Kapitel betrachten wir Abstiegsverfahren zur iterativen Losung linearer Glei-

chungssysteme. Abstiegsverfahren berechnen eine Folge von Iterierten 29, 2, ... 2%, ...,

die sich der Lésung von Az = b anndhern.

Vorteile iterativer Verfahren:
° Keine Elimination, also keine Probleme durch Fill-In.

o Der Aufwand fiir einen Schritt x% — 2#*+! betriigt O (Nichtnullelemente (A4)). Ab-
stiegsverfahren lohnen sich also insbesondere bei diinnbesetzten Matrizen.

Nachteil: Die Konvergenz des Verfahrens ist meist nur fiir gewisse Klassen von Matrizen
gewahrleistet.

Wir beschrénken uns hier weitgehend auf symmetrisch positiv definite Matrizen und
fithren die folgenden Abkiirzungen ein:

o (z,y) = S zivi; ||| = +/(x, ) (Buklidsches Skalarprodukt und Norm)

. (z,9) 4 = (Az,y) = 2T Ay; ||z|| , = /(=, 7) 4 (Energieskalarprodukt, Energienorm)
Symmetrisch positiv definite Matrizen haben ein reelles, positives Spektrum:

o ag(A)={A=X,...; \p =A}mit A >0, \; < \jy1, \i € RT

. Spektralradius: p(A) = maxy,cs(4) [Ni| = A

. conds(A) = K(A) = 4

9.1 Der Charakterisierungssatz

Satz 9.1 (Charakterisierungssatz). Sei A eine symmetrisch positiv definite Matrix. Fiir
die eindeutige Losung von Az = b gilt

J(y) > J(x) VyeR" y#x
mit dem quadratischen Funktional
1
J(y) =5 (Ay,y) = (b,y). (9.1)

Beweis.
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9 Abstiegsverfahren

1. Av=b=J(y) > J(z) Vy#=x
Tw) ~ () = 5 ((Ay,9) ~ 2(0.9) — (Az,2) +2.(b,))

= 2 ((Ay.) —2(Az, ) — (Az,2) + 2 (A, )

— %((Ay, y) = 2(Az,y) + (Az,2))

= (Al —yla-y)

>0firz—y+#0

2. Az =b<=J(y) > J(x) Vy#=z

5o (@)
Notwendig fir Minimum ist VJ(z) = : =0.
oo ()
Es gilt:
1
SJ (x) = 5 [eiTAx + xTAei] —ble; = el (Az —b)
Zi

wobei e; der i-te Einheitsvektor ist. Also gilt:

VJ(x)=Az—b=0

9.2 Line Search

Abstiegsverfahren bestimmen ausgehend von einem Startwert z° eine Folge von Iterierten
der Form

t+1

x = ot + oztrt

r! ist dabei eine vorgegebene Suchrichtung. Die Schrittweite oy wird bestimmt durch die
Vorschrift

1y t ¢
J (2" = ggﬂgJ(x + art) (9.2)
Wegen
d |1 t .t t t t
o —(A[z"+ar'] 2" + ar?) — (b, 2" + ar?)

2
(Ar', 2" + ar) + % (A [z +ar'],r') = (b,r")
Aact,rt) + « (A'r’t,rt) — (b, rt)

= (Az! — b, rt) + « (Art, rt)
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9.3 Abstiegsverfahren in algorithmischer Form

gilt
(Aact — b, rt)

d
—J(:Ut+a7‘t):0 S o= — VERD)

do

Wir fiithren eine Abkiirzung ein:
gt :=Axt —b=VJ (:vt)

Die GroRe —gt heilt Defekt. Beachte: 2t = x < g = 0.

9.3 Abstiegsverfahren in algorithmischer Form

Algorithmus 8 allgemeines Abstiegsverfahren

Startwert: 2 € R

g¥ = Az —b

for t > 0 do
withle Suchrichtung rt
qt — ATt

t .t
o =~ (i
$t+1

= ot + ayrt

gt = gt + augt
end for

° Aufwand: Im Wesentlichen eine Matrix-Vektor-Multiplikation.

° A muss nicht als Matrix gespeichert sein. Es geniigt, wenn man Ar’ effizient be-
rechnen kann (,,on-the-fly-berechnung®).

. Der Algorithmus ist ohne Abbruchkriterium formuliert. Dies ist in der Praxis na-
tiirlich noch zu ergénzen.

9.4 Wahl der Suchrichtungen

o r' =e; mit j = (tmodn) + 1 und e; dem Einheitsvektor in Richtung j liefert das

Gauf$-Seidel-Verfahren:

Azt —b,e )
1ot ( €5 .
=gt - —————Fe; j = (tmodn)+1
(Aejrej)
G2 s i =
=+ Ajj alst=J
0 sonst
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9 Abstiegsverfahren

Algorithmus 9 Gradientenverfahren

Startwert: 2 € R
¥ = Az —b
for t > 0 do
T
(4"
At = gt gh)
e S N
gt = gt — auqt
end for

o rt = —gt = —VJ (2') liefert das Gradientenverfahren (siche Algorithmus[9): Fiir
das Gradientenverfahren gilt

(g1, ") = (¢ — uAg' g') = (d'. 9" (9% 9") (Agt,g') =0
) - — Gt 9 - 5 — s =
(Ag',g")
Zwei direkt aufeinanderfolgende Suchrichtungen stehen also senkrecht aufeinander.
Satz 9.2 (Konvergenz des Gradientenverfahrens). Wir definieren das Fehlerfunktional
E(y)=lly—al}=(y—=zAly—a]) VyeR"
und setzen e := z' — z (der Fehler in der t-ten Iterierten). Dann gilt fiir das Gradien-

tenverfahren
t+1 . 1 ¢
E(aj )§<1 (A) E(:n)

Wegen k(A) > 1 gilt also E (z'*1) < E ().

Beweis. Aus (Ran).

E (.,Et) —E (xt+1) (et,Aet) _ (etJrl,AetJrl)

E (%) N (et, Aet)
(A — (¢~ augh AL —aug')
- (ef, Ae?)
20y (¢!, Ag') — of (', Ag")
- (e, Al
(g8.9") [+ 4 (69" [ ¢ 4t 4
B 2(Agt7gt) (g » g ) - (Agtkqt)2 (g ’Ag) _ HgtH
(gt, A~1gt) (g%, Agt) (g, A™1g")

Raleigh-Quotienten liefern

AMyll? < (y, Ay) < Allyl]> sowie A7'|yll < (y, A7y) < A7yl
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9.5 Verfahren der konjugierten Gradienten

und damit

E(a') —E@™) _ o1l S 4
B (o) (9,49 (9", 4719 = Mg P A gt A

SB@)-B@E>21EE) o B@)< (1 - %(114)> E()

2 2
llet 1A lleflla

Eine bessere Abschétzung liefert

_ 2
E () < (Hgg . 1) E (+")

9.5 Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Gradientenverfahren leidet darunter, dass in einem Schritt zwar in Richtung ! mi-
nimiert wird, diese Optimalitét aber im iibernéchsten Schritt wieder vergessen wird. Das
Verfahren der konjugierten Gradienten (conjugate gradients, CG-Verfahren) vermeidet
diesen Nachteil.

Mehrfache Suchrichtungen Dies fiihrt zur Idee, in einem hoherdimensionalen Raum
zu minimieren, d. h. in einem Schritt beziiglich mehrerer Suchrichtungen zu optimieren.
Dazu sei

B := span {do, dt, ..., dt_l}

ein t-dimensionaler Suchraum, das heifit, die d* seien linear unabhiingig. Zunichst seien
die d* nicht weiter spezifiziert.

Bestimme nun ausgehend von z° ein 2! derart, dass
t—1
2t =20+ E a§_1d3 ez + B,
i=0

wobei die Koeffizienten ozz-_l so bestimmt werden, dass analog zu (9.2)

J (2') = ye%ith J (y) (9.3)

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist
0 t—1 75
oJ (iL‘ +> o d )

—1
Oa;

=0  i=0,...,t—1.

Dies fiihrt (ausrechnen der Ableitung mittels Produktregel) auf die sogenannten Galerkin-
Gleichungen:

(Az' —b,d') =0  Vi=0,...,t—1 (9.4)
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9 Abstiegsverfahren

Setzt man den Ansatz fiir ! ein fiihrt dies auf ein lineares Gleichungssystem fiir die

Koeffizienten a§_1:
(A2’ —b,d’) +> o7 (A, d) =0 Vi=0,...,t— 1. (9.5)
=0

Bemerkung 9.3. Die Gleichungen (9.4) ergeben auch fiir unsymmetrisches A Sinn,
jedoch ist (9.3) nur fiir symmetrisch positiv definites A definiert. (9.4)) ist also allgemeiner.
O

Dies erfordert ein speichern aller Suchrichtungen und das Losen eines Gleichungssys-
tems das mit der Anzahl der Suchrichtungen immer grofer wird. Fiir n Suchrichtungen
wiirde man in einem Schritt die Losung erhalten.

Bis jetzt waren die Suchrichtungen beliebig. Ist A symmetrisch positiv definit so bildet
(Az,y) ein Skalarprodukt und es macht Sinn die Suchrichtungen derart zu wéahlen, dass

(Ad?,d)=0 YO<i<j<t—1. (9.6)

Man sagt dann, dass alle Suchrichtungen A-orthogonal bzw. konjugiert zueinander sind.
Damit reduzieren sich die Galerkin-Gleichungen auf

(Az° —b,d") +a!7! (Ad',d") =0,
0 _p g 9.7)
i1 (A2® —b,dY) o (
<~ Oéi —_W V’L—O,...,t—l.
Die Gleichung fiir affl hiingt nun nicht mehr von den Suchrichtungen d’, j # 4 ab.
Insbesondere verdndert das Hinzufiigen weiterer Suchrichtungen nicht den Koeffizienten
beziiglich einer alten Suchrichtung. Im A-orthogonalen Fall kénnen wir also den Super-
skript ¢ — 1 an 04;_1 weglassen.
Krylovraum Durch die Bedingung der A-orthogonalitéit sind die Suchrichtungen noch
nicht eindeutig festgelegt. Im folgenden bauen wir die Menge der Suchrichtungen schritt-
weise auf.
Sind d°,...,d"! und 2! gegeben, wobei 2! durch Lésen der zugehorigen Galerkin-
Gleichungen ermittelt wurde, dann berechnen wir die néichste Suchrichtung iiber den
Ansatz

t—1
d=—g"+> pi'd (9.8)
=0

wobei g = Az — b wie immer der Gradient ist und die Koeffizienten 6;71 noch so zu
bestimmen sind, dass (dt, Adi) =0ist fir 0 <i <t

Bevor wir dies tun zeigen wir noch die Behauptung, dass unabhéngig von der Wahl
der ﬁ;‘l gilt

span{d’,...,d'} =span{r®, Ar° ... A"} mit 7’ = b — AzY. (9.9)
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9.5 Verfahren der konjugierten Gradienten

Den Raum K;(r% A) = span{r®, Ar? ... A"} nennt man einen Krylovraum. Die Be-

hauptung zeigen wir durch Induktion. Zunichst ist fiir ¢ = 0 natiirlich d*° = —¢° =

b— Az% = 0. Die Behauptung sei nun bis t — 1 erfiillt. Dann gilt
t—1 ‘ t—1 ‘

A (;co n Zaidz) I Sy
i=0 §=0

t—1 t—1
=b—A2" =Y aAd' + Y g
i=0 §=0

d = —

t—2 t—1
=b— A2’ = > 0 Ad+ ) BT~ oy AdT
———

=0 =0 €span {Ar0,... Atr0}

~~

€span {r9,...,At—170}

Ist A'70 linear unabhéngig von 70, ..., A~ 170 so vergrokert die neue Richtung die Dimen-

sion des Krylovraumes. Da oy_1 # 0 wird in diesem Fall die Richtung A*? auch tatséch-
lich zur Darstellung von d benétigt, es ist also span{d’, ..., d'} = span{r®, Ar% ... A0}

Beachte, dass fiir die Dimension des Krylovraumes gilt dimK;(r°, A) < min(t 4+ 1,n).
Als Beispiel: Ist 7° ein Eigenvektor von A so gilt Ar® = Ar¥ und dimK,(r°, A) = 1 fiir
alle t. In diesem Fall ist das CG-Verfahren aber auch in einem Schritt fertig.

Im Gradientenverfahren gilt d = —g¢' und somit ist dieses Verfahren ein Spezialfall
von mit B;f*l = 0. Verfahren bei denen die Suchrichtungen in K;(r’, A) sind nennt
man Krylovraumverfahren. Sowohl das Gradientenverfahren als auch das CG-Verfahren
sind Vertreter der Klasse der Krylovraumverfahren.

Berechnung der neuen Suchrichtung Es scien d°,...,d"~! und z! gegeben, wobei 2!
durch Lésen der zugehorigen Galerkin-Gleichungen ermittelt wurde. Die Suchrichtungen
d’,...,d" ! seien A-orthogonal.

Nun sind die Koeffizienten ﬁ;i_l in (9.8) zu berechnen um die Suchrichtung d' zu
bestimmen.

Die neue Suchrichtung d’ muss wieder A-orthogonal zu allen bisherigen Suchrichtungen
sein, also

t—1
0= (d' Ad") = (—g", Ad") + > _ B! (&, Ad')
=0 wnoud (9.10)

0 fiir j#i
=—(¢" Ad') + BI7" (d',Ad")  0<i<t-—1.
Wir unterscheiden die zwei Falle t <t —2 und ¢ = ¢ — 1:

1.0<i<t—2: g' = Ax' — b in den ersten Term eingesetzt liefert (Ax’ — b, Ad').
Nun wurde ! ja iiber die Lésung der Galerkingleichungen (Axz! — b,d") = 0 fiir
0 < i <t—1 bestimmt. Wegen span{d’,...,d"~'} = span{r?,... A"=1r0} gilt
damit auch (Az? —b, Air%) =0 fiir 0 <4 <t — 1. Da Ad’ € span{Ar?, ... A*T10}
gilt (Az® — b, Ad') =0solange i +1 <t—1&i<t—2.
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9 Abstiegsverfahren

Damit reduziert sich auf
gt (dAd) =0 & gl =0
0
>

2. 1 =t —1: Es ergibt sich

- B . B B (gt,Adt_l)
— (gt7Adt 1) +ﬁ§_11 (dt 1,Adt 1) == O <~ ﬁ;_ll == m

Fiir die neue Suchrichtung gilt damit

dt — _gt + /szlldt_l.

Berechnung der nichsten lterierten Nachdem nun die Suchrichtung d* bekannt ist
kann die neue Iterierte z/*! berechnet werden. Wegen der A-orthogonalitit der Such-
richtungen gilt nach (9.7)

(¢°.d") _ (¢"d")

(Adt,dt) — (Adt,dt)

ay =

und damit
=t + oztdt.

Nun konnen wir das Gesamtverfahren formulieren:

Algorithmus 10 CG-Verfahren

Startwert 20 € R”
g" = Az’ —b
dO — 790
for t > 0 do
qt _ Adt

t,dt
%:_%J

o =gt 4 aud!
gt+1 _ gt T gt
- (gt+l7qt)
Bt - (qt’dt)
dt+1 — _gt—i-l 4 ﬁtdt
end for

Damit erhalten wir das CG-Verfahren (Algorithmus[10). Der Aufwand entsteht im We-
sentlichen aus der Berechnung von Ad’.

Satz 9.4. In exakter Arithmetik liefert das CG-Verfahren nach spétestens n Schritten
die Losung. O

In der Praxis wird dies wegen Rundungsfehlern nicht erreicht und man benutzt das CG-
Verfahren als iteratives Verfahren. Uber die Fehlerreduktion pro Schritt gibt der folgende
Satz Auskunft.
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9.5 Verfahren der konjugierten Gradienten

Satz 9.5 (Konvergenz des CG-Verfahrens). Fiir das CG-Verfahren gilt die Abschitzung

‘ Kk(A) — '
o - ol <2 (YR ool

Zur Reduzierung des Anfangsfehlers auf Ha:o — xH 4 sind hochstens

1 2
t(e) < 5\/14;(14)111 () +1
€
Iterationen notwendig. O

Vorkonditionierung

Kombiniert ein Krylovraumverfahren mit linearen Iterationsverfahren.

. Wenig Iterationen < & (A) klein.
° Sei C eine regulare Matrix mit C = K K.

° Transformiere:
Ar=b & K 'AK 'Kz =K'b.
—_— N —=—
A T b
A ist symmetrisch positiv definit wenn A symmetrisch positiv definit.
Wegen (A) = (K 'AK™') = (K 'K'AK~'K) = 0(C~'A) hat A dieselben
Eigenwerte wie C~1A.

C sei so gewdhlt, dass k (fl) < Kk (A), d. h. C sollte moglichst gleich A aber leicht

invertierbar sein.
. Wende das CG-Verfahren auf das transformierte System an.

. Die Transformation fiihrt man nicht vorab einmal durch, sondern man transformiert
jeden Schritt des CG-Verfahrens. = Pro Schritt ist zusétzlich nur das Losen eines
Systems Cv! = d' erforderlich.
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10 Einfilhrung in gewohnliche Differentialgleichungen

10.1 Beispiele gewdhnlicher Differentialgleichungen

Literatur: (Ran; Sim)

Abbildung 26: Netzwerk aus Beispiel (5.1

Beispiel 10.1 (Elektrische Netzwerke). In Beispiel 5.1/analysierten wir das Netzwerk aus
Abbildung 26/ Unter Benutzung des Knotenpotenzialverfahrens ergibt sich das folgende
Gleichungssystem:

C, 0 0 0| |dws
0 L 0 0] |dan
d
0O 0 00 o
d
L 0 0 0 0] [ ]
[ 1 1 1 1T T [ 1
m 1 TRy Ry u13 0
-1 0 0 -1 ]
+ 1 1 1 1 1 1 "= ’ (10.1)
m ol TmTwm mtmte || e ig(t)
1 1 1 1 1
Lm0 mtm  cmowm JLles] L0
Zusétzlich benotigt man Anfangsbedingungen:
ulg(to):uO und ’i01(t0):i0. (102)

Allgemein ergibt sich bei der Netzwerkanalyse (mit linearen Bauelementen) ein lineares
differentiell-algebraisches System (DAE) mit konstanten Koeffizienten in der Form

Au'(t) + Bu(t) = f(t).
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10 Einfiihrung in gewGhnliche Differentialgleichungen

A, B sind quadratische Matrizen und A ist im Allgemeinen singular.

Fiir (10.1) gilt speziell

Anuy (t) + Briui(t) + Braua(t) = fi(t),

Baiua(t) + Bagua(t) = fa(t)

mit uy = (u13, Z'01)T, ug = (2, gpg)T und reglarem Apq, Boo. Also kann man (10.1) wegen

us(t) = Byy' (fa(t) — Bayui(t)) auf ein implizites System gewohnlicher Differentialglei-
chungen reduzieren:

Ay (t) + (Biy — B1232_21321) w1 (t) = f1(t) — Bi2Bsy' fo(t).

Nun ist auch klar, dass die beiden Anfangsbedingungen (10.2) geniigen. Schliefslich kann
man noch zur sogenannten expliziten Form iibergehen:

uy(t) = Ay [f1(t) — Bi12B3y f2(t) — (Bi1 — 31232_21321) uy (t)]
uy(to) = (u,io)”

Von nun an verwenden wir die explizite Form

W = f (t,u(t))

u (tg) = ug

Beispiel 10.2 (Populationsdynamik, Rauber-Beute-Modell). Sei f(t) die Anzahl der
Fiichse und r(t) die Anzahl der Kaninchen. Unter der Annahme, dass der Futtervorrat
fiir die Kaninchen unbeschriankt ist und die Fiichse sich ausschlieflich von Kaninchen
erndhren kann man die Anzahl der Fiichse und Kaninchen in einem bestimmten Gebiet
mit zwei gekoppelten Differentialgleichungen modellieren:

r'(t) =2r(t) —ar(t)f(t) r(0) =ro =
' —f(t) + ar(t)f(t) f(0) = fo=

L.oa=0:= r(t) =ree?, f(t) = foe "

2. a > 0: Das Wachstum von 7 verlangsamt sich proportional zu r(t) f(¢), das Wachs-
tum von f vergrofert sich proportional zu r(t) f(t).

In diesem Beispiel ist die rechte Seite nicht linear!

Beispiel 10.3 (N-Korper Problem, Astronomie). Betrachte die Bewegung von N Kor-
pern mit den Massen m; unter ihrem eigenen Schwerefeld. Zu bestimmen sind ihre Posi-
tionen x;(t) € R® und Geschwindigkeiten v;(t) € R3.
Die Differentialgleichung fiir die Position erhélt man aus der Definition der Geschwindig-
keit:
dxi (t)
dt

= v;(t); zi (to) = 4,0 i=1,...,N
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10.1 Beispiele gewGhnlicher Differentialgleichungen

Aus dem zweiten Newton’schen Gesetz erhilt man die Differentialgleichung:

m;im; (T; — T; _ dw: ( .
g (2 32):Fi(t):miai(t):mi éi); i=1,...,N
1<j<N |5 — il -
J# Newton
Grav?tration

do; (t A e
1<j<N |z — 2l
J#i

Insgesamt ergibt sich also ein System aus 6 N gekoppelten, nichtlinearen Differentialglei-
chungen.

Beispiel 10.4 (Reaktionskinetik, Chemie). Eine Gleichgewichtsreaktion der Form

k
aA+bB = ¢C +dD

ko

wird modelliert durch das System

it = R(t)

cp(t) = R(t) it R(t) = —ki (ca(t) (cn(t)” + ka2 (cc(t) (en(t)”
co(t) = —R(t) ¢; (to) = Cy; i€ {A,B,C,D}.

dp(t) = ~R(t)

¢i(t) ist die Konzentration von ¢, z.B. in [mTOI] (also eine Anzahldichte). Im Reaktionsterm

R(t) modelliert (ca(t))%(cp(t))® die Wahrscheinlichkeit, dass sich a Teilchen der Sorte A
und b Teilchen der Sorte B gleichzeitig an einem Ort befinden um miteinander reagieren
zu koénnen.

Im chemischen Gleichgewicht gilt

a b k
dit)y=0 & Rit)=0 <& cAcf = 2 = K.
CCCCD k?l

Beispiel 10.5 (Randwertproblem). Als Differentialgleichung zweiter Ordnung beschreibt

d?u(x)

w2 - q(x)

die stationére Diffusion mit einer Quelle g(x). Es konnen Anfangswerte
u(zo) = Uy, ' (x0) =1Uj

oder Randwerte
u(zg) =Up und wu(zx1)="U; (x1 > x0)

vorgegeben werden. Wir behandeln hier ausschliefslich Anfangswertprobleme.
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10 Einfiihrung in gewGhnliche Differentialgleichungen

10.2 Charakterisierung von Differentialgleichungen

Die allgemeine implizite Differentialgleichung der Ordnung m lautet:

F(t,u(t),du(t),...,dmu(t)> —0; tel.

de dem
Mittels
duc(l)t(t) — - |
B = unt)

F(tuo(t),urt), ..., um(t)) =0

also ug(t) = u(t) und u,(t) = d%gt), i=1,...,m, lasst sich jede Differentialgleichung m-
ter Ordnung auf ein System von m+1 Differentialgleichungen erster Ordnung reduzieren.
Daher betrachten wir ab sofort nur noch solche Systeme erster Ordnung.

Mituw:I —-R™und F: I xR™xR™— R™ ist
F (t,u(t), ' (t)) =0; tel, (10.3)

das allgemeine implizite differentiell-algebraische System (DAFE) erster Ordnung. Ist
(10.3)) nach /(t) auflésbar, so heift

u'(t) = f(t,u(t)), tel,

ein System gewohnlicher Differentialgleichungen in expliziter Form. Sind die algebrai-
schen Nebenbedingungen in (10.3) explizit, so nimmt sie die Form

F (t,u1(t), uz(t), u)(t)) =0,
G (t,ui (1), ua(t)) = 0,

an. Die semi-explizite Form (da explizit in v} aber Nebenbedingung implizit in uz) einer
DAE lautet

(10.4)

Index einer DAE: Wir betrachten die semi-explizite Form (10.4) und differenzieren die
zweite Gleichung nach ¢:

uy(t) = f (t, ui(t), ua(t)),
dg dg (10.5)

toug (), uz () uy () + 5 — (8, ua (t), u2(t)) ua(t) = — 5= (t,ua(t), ua(t)) -

dg
( Oug ouy

duy
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10.3 Zur Theorie gewéhnlicher Differentialgleichungen

Hier steht 8879]6 fiir die Jacobimatrix von g nach den Variablen ug, d. h. (;—i)ij = 8(212'

Ist (%’2 regulér, so ist (10.5) eine gewohnliche Differentialgleichung in impliziter Form.

Falls nicht, so kann man (10.5) mit algebraischen Umformungen wieder auf die Form
bringen (mit anderen Unbekannten u; und us) und den Prozess wiederholen,
solange, bis man eine gewthnliche Differentialgleichung erhélt. Die Anzahl der bendtigten
Schritte bezeichnet den Indez. DAEs mit Index > 2 sind numerisch deutlich schwieriger
zu 16sen als solche mit Index < 1 (hierbei ist eine DAE vom Index 0 eine gewthnliche
Differentialgleichung in impliziter Form).

Wir werden hier DAEs nicht weiter behandeln und verweisen auf das Buch (BCP96).
10.3 Zur Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen

Definition 10.6 (Anfangswertproblem). Zu einem gegebenen Punkt (tg,up) € D =
I x Q CRxR™ist eine stetig differenzierbare Funktion « : I — R™ gesucht, so dass

1. Graph(u) := {(t,u(t)) [t € I} C D,
2. U (t) = f(t,u(t); tel,
3. u (t()) = Ug.- O

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt fiir wu:

/tu'(s)ds: t f(s,u(s))ds < u(t)=u(ty) + t f(s,u(s))ds Vtel

Eine Losung u der Differentialgleichung ist, wenn sie existiert, mindestens einmal stetig
differenzierbar. Die rechte Seite f sollte demnach mindestens stetig sein. Dass umgekehrt
aus der Stetigkeit auch die Existenz einer Losung folgt zeigt der folgende Satz.

Satz 10.7 (Existenzsatz von Peano). f(t,z) sei stetig auf der Menge
D ={(t,z) e RxR™| |t —to| < o ||z —uo| < B}.
Dann existiert eine Losung u(t) des Anfangswertproblems auf dem Intervall

I = [ty —T,to + T, wobei

T := mi , — it M .= t, .
win (a3 ) [ (1.2)]

Beweis. Siehe (Ran) O

Satz 10.8 (Fortsetzungssatz). Sei f(t,x) stetig auf einem beschriankten Zylinder D C
R x R™ mit tp,up) € D. Dann lésst sich die Losung aus Satz[10.7/bis auf den Rand von
D fortsetzen.

Beispiel 10.9. Wir betrachten zwei Beispiele:
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10 Einfiihrung in gewGhnliche Differentialgleichungen

Abbildung 27: Skizze zu Satz 10.8
1. W/(t) = y/u(t), t > 0; u(0) =0 hat die Losungen

Uc(t) =
®) 1(t—c)? firt>c

\/

{0 fiir 0 <t < ¢

= iiberabzéhlbar viele Losungen!

2. u'(t) = u?(t), t €]0,1]; u(0) =1 hat die Losung

A
u(t) — L 1__J

0
= Losung geht gegen oo fiir t — 1. Dieses Beispiel zeigt, dass Losungen eventuell

nur bis zu einer endlichen Zeit fortsetzbar sind.

| »
T Ll

Definition 10.10 (Lipschitzbedingung). f(¢,z) : R x R™ — R™ gentigt einer Lipschitz-
bedingung, falls

Hier ist ||.|| die euklidsche Norm und L := sup,c; L(t). O

Satz 10.11 (Stabilitatssatz). Mit zwei stetigen Funktionen f und g betrachten wir die
beiden Anfangswertpobleme

u'(t)=f(tu®), tel;  u(t) =uo
V(t)=g(to(t), tel;  w(to) =wv

f geniige einer Lipschitzbedingung wie in Definition [10.10! Hier ist L die Lipschitzkon-
stante (unabhéngig von ¢). Dann gilt fiir zwei beliebige Losungen w und v:

lu(t) —v(B)]| < =) {IIUO — vo| +/ €(S)d8} ; tel

to

mit &(t) := supgeq [[£(t,2) — g(t, 2]
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10.3 Zur Theorie gewéhnlicher Differentialgleichungen

Beweis. Nach (Ran). Mit den integralen Losungsdarstellungen gilt (¢ € I):

u(t) —v(t) = u(ty) + t f(s,u(s))ds—wv(ty) — / g(s,v(s))ds

to

= fs,u(s)) = f(s,v(s))ds + t f(s,0(s)) =g (s,0(s))ds +uo —vo

Unter Beachtung von (dies ist trivial fiir skalares e, nicht jedoch fiir vektorwertiges e)

/t:e(s)ds

N

Z e (tl) (ti — ti—l)

=1

N
< Jim Z} lle (t)ll (t — tie1)
1=

= [ lle(s)l ds

to

= lim
N—oo

folgt also fiir e(t) = u(t) — v(t):
lle ()]l S/t 1f (s,u(s)) = f (s,0(s))] d5+/t 1f (s,0(s)) =g (s,v(s))ll ds + [luo — vol|

¢
<L \\e(s)\\ds+/ e (s)ds + ||ug — vo|
to

to

Die Behauptung ergibt sich von hier aus mit Lemma [10.12. O
Lemma 10.12 (Gronwall). Es sei

o w(t) > 0 stiickweise stetig

. a(t) > 0 integrabel

. b(t) > 0 nicht fallend

und

wi) < [ atopuls)s o0 1zt

to

Dann gilt:
¢
w(t) < exp (/ a(s)ds> b(t); t >t
to

Beweis. Nach (Ran). Setze

gp(t):/ a(s)w(s)ds

to

vlt) = wt) - [ als)uls)ds < blo)

to
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10 Einfiihrung in gewGhnliche Differentialgleichungen

Fiir ¢(t) gilt offensichtlich

¢'(t) = a(t)w(t); ¢ (to) =0
also:

a(t)y(t) = a(t)w(t) - a(t)/ a(s)w(s)ds = ¢ (t) — a(t)e(t)

to

Damit ist ¢(t) Losung des linearen Anfangswertproblems. Es ist also

@'(t) = a(t)p(t) +a(t)p(t);  t>to
¢(to) =0

Dieses Anfangswertproblem hat die Losung (nachrechnen!)

o(t) = exp ( /t: a(s)ds) - /t: exp (- /t a(r)dr) a(s)i(s)ds.

Diese schatzen wir nun ab:

(1) = exp < /t:a(s)ds> - /tt exp <— /t:a(r)dr> a(s) o) ds

<b(t) da t > s, b nicht fallend

/t:a(S)dS /t: exp <— /t: a(r)dr) a(s)ds

Damit gilt schlieflich:

w(t) < / t a(s)w(s)ds + b(t) = (t) + b(t) = b(t) exp ( /tt a(s)ds>

to
Anwendung im Beweis zu Satz[10.11:

w(t) = lle@®|; alt) = L; b(t)=/€(8)d8+IIUO—voH

to
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10.3 Zur Theorie gewéhnlicher Differentialgleichungen

Folgerung 10.13 (Eindeutige Losung). Bei Lipschitz-stetigem f ist die Losung aus
Satz[10.7 bzw. Satz[10.8 eindeutig.

Beweis. Seien u und v zwei Lésungen:

W= f(hul);  ulto) =uo
v = f(tv(t)); v (to) = vo = ug

Dann gilt nach Satz[10.11l wegen £(s) = 0 und ug — vo = 0 auch ||u(t) —v(t)||=0. O
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11 Einschrittverfahren

11.1 Eulersches Polygonzugverfahren (explizites Eulerverfahren)

Wir betrachten das Anfangswertproblem fiir w : I — R™

u'(t) = f(t,u(t)), tel=|ty,to+T]

u (to) = ug (11.1)

[ RxR™ — R™ sei stetig und gehorche einer Lipschitzbedingung im zweiten Argument.
Nach Folgerung 10.13 ist die Losung also eindeutig.

Zur numerischen Losung wahlen wir eine Unterteilung
to<ti <...<th <...<tny=tg+T

und setzen

I, == [tn—htn]v hyp :=1tn —tp—1, h= max hy,.
1<n<N

Das explizite Eulerverfahren ist gegeben durch die Vorschrift
Uh =iy haf (toisvhoa)i =1, N, (11.2)

y" approximiert w (t,) und 3" = (yg,y?, . ,y}]{,)T fasst alle Werte in einem Vektor
(Gitterfunktion) zusammen. Ly, ist ein Differenzenoperator gegeben durch

<Lhyh)n = h;l (yﬁ — qu) —f (tn—lvqu) , n=1,...,N.

Damit ist dquivalent zu Lpy" = 0.
Anmerkung: Ly, ist nicht unbedingt linear, da f nicht linear sein muss.

Nun wollen wir die Konvergenz des Verfahrens zeigen. Dazu definieren wir den lokalen
Abschneidefehler:

T

,}l‘ = (Lhuh)n =h,! (u,}fb — uﬁ_1> —f (tn_l,uz_l) (11.3)

Hierbei ist u® = (u (to),u (t1),...,u (ty))" die exakte Losung von (11.1) ausgewertet an

den Gitterpunkten. Beachte, dass 7/ im Systemfall ein Vektor mit m Komponenten ist.

Eine zweite Interpretation von 77 ist die folgende:

Th — h—l

w = hy [UZ - (UZ_l + o f (tn_l,uﬁ_l)” (11.4)

g

= Yi,n

Y1 entsteht durch einen Schritt des Eulerverfahrens ausgehend von uf_.
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11 FEinschrittverfahren

Yi,n
-7 hy szl
h h
Up—1 Up,
f f >
tn—l tn

Fiir den lokalen Abschneidefehler des expliziten Eulerverfahrens gilt ((Ran)):

tn—1

tn
= h;1 o’ (tn) tn — ' (tn—1) tn—1 — / tull(t)dt} —a (tn-1)
tn—1

= hvjl {ul (tn) ty — u (tnfl) th—1 — (tn — tn71) o (tn71) — /t" tu”(t)dt}

= hy 't St [ (tn) = (1)) — / ’ tu”(t)dt}

tn—1

Damit erhdlt man als Abschitzung fiir die Norm:

h

Tn

= [|h,? / " (t, — t)u" (t)dt

tn—1

tn
< h;l/ (tn —t) ||u” ()| dt
th—1

tn
<p! max [ (2) - (th —t)

1
= 3 hnmax [u”(1)]

Zur Abschiitzung des globalen Fehlers e = y” — u” leitet man eine Rekursionsgleichung
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11.1 Eulersches Polygonzugverfahren (explizites Eulerverfahren)

fir den Fehler her.

h h h
€n = Yn — Uy

:yﬁ_l—l—hnf (tn—17y2—1> - <U?L—un— - nf(n 1, Up— 1))

n'g N~

Formel fiir y/* hyTh

st (i)

Ergédnzung abziehen

= y2_1 - Ug_l +hy, (f <tn71a 92_1) - f (tnflv UZ_1)> — hpy
—————

Mit Lipschitzbedingung und Dreiecksungleichung gilt:

e
Abspulen der Rekursion:
EE !160\)+L2hv+1\

Dies ist vergleichbar mit der Stabilitdt im Kontinuierlichen und erfordert ein diskretes
Gronwall-Lemma.

ehoy ||+ hal e + B limal

h

n

Zh Il (11.5)

(&

Lemma 11.1 (Diskreter Gronwall). Seien (wn),>¢; (an),>0 und (bn),,>q Folgen nicht-
negativer Zahlen, fiir die gilt:

wo < by,
n—1

wy, < Za,,w,, + by, n > 1. (11.6)
v=0

Ist (bn),,>q nicht fallend, so gilt die Abschétzung
n—1
wy, < exp (Z ay> bn, n > 1. (11.7)
v=0
Beweis. Nach (Ran). Definiere zwei Folgen (.S,,) und (d,):
Sn = Zaywu + by So, = bo,

dn:Sn_wna dO:bO_wO-
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11 FEinschrittverfahren

Das heiftt, S,, ist die rechte Seite von (11.6) und d,, ist die Differenz von rechter und
linker Seite in (11.5). Dann gilt fiir n > 1:

n—1 n—2
Sn - Sn—l = Z ayWy + bn - Z ayWy + bn—l = Qp—1Wp—1 + bn - bn—l-
v=0 v=0

Mittels Induktion iiber n zeigen wir
n—1
Sp < exp (Z au> br,
v=0
1.n:OISOZb0:€Ob0 \/

2.n—1—n:

Sn = Sn—l + an—1 Wp—1 +bn - bn—l
——
S Snfl
< (1 + (Infl) Sp1+bp —by1

n—2

< (1 + an—l) exp (Z a’l/) bn—l + bn - bn—l
———

v=0 >0

>1
n—2

(1 + an—l) exp (Z aV) (bn—l + bn - bn—l)

IN

v=0

n—2
exp (ap—1) €xp (Z al,> bn,

v=0

n—1
= exp <Z al,> b,
v=0

IN

Im vorletzten Schritt wurde die Reihenentwicklung von e® eingesetzt:

xk xk
T _ _
e—E k!—1+1:—|—g k!21+x
k=0 k=2
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11.2 Taylor- und Runge-Kutta-Verfahren

Anwendung auf (11.5):

3

n—1
h h h
eh| <37 Lhuss [leb]|+ = b lmll + [
_ v=1 —~—
Wn, v wy bo
bn
n—1 n
< exp (ZLhVH) {Heg | +Zmunu}
v=0 v=1
———
L(tn—to)
Also:
h ) || n
= T
ma il =t { Jeb]+ max il 7

-

<& maxper|u” (1)

Damit gilt die a-priori-Fehlerabschatzung

T
h ot [ n _
1EnEN He"H se {H%H g hmax € )H} =0 (11.8)

Zusammenfassend gilt fiir das explizite Eulerverfahren:

° Die globale Konvergenzordnung ist gleich der lokalen Konvergenzordnung, ndmlich

O(h).
° Das Resultat (11.8) erfordert hohere Differenzierbarkeit der Losung u.

° Ansonsten ist nur die Lipschitz-Stetigkeit von f erforderlich.

11.2 Taylor- und Runge-Kutta-Verfahren

Ziel: Hohere Konvergenzordnung O (h™).
Idee: Taylorentwicklung der Losung:

R

h" i
)= =+ Vs gele-hd (119)
r=0 :

Wegen u/(t) = f(t,u(t)) gilt u()(t) = g;—__llf(t,u(t)) =: f0=D(t,u(t)). Das R-stufige
Taylorverfahren entsteht durch Weglassen des Restglieds:

Yn = Yn—1 + I Z D (bt yn1); n>1 (11.10)

F(h'rﬁtn—l yYn 7yn—1)
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11 FEinschrittverfahren

F (hyp;tp—1,z,y) ist die allgemeine Verfahrensfunktion, die auch den impliziten Fall bein-
haltet. Dies erfordert das Losen eines nichtlinearen Gleichungssystems. Analog zu oben
definiert man den lokalen Abschneidefehler:

= (Lhuh)n =ht <uz - UZ—1) - F (hn;tn,l,uz,uﬁ_O (11.11)

Definition 11.2 (Konsistenz). Das Einschrittverfahren (11.10) heifit konsistent mit dem
Anfangswertproblem, falls

—0 fir h—0

h
Tn,

max
1<n<Nj

bzw. konsistent mit Konsistenzordnung m, falls

max |7 ‘ =0(h™) fir h—0.
1<n<nNj,
O
Bemerkung 11.3. Durch Einsetzen von (11.9) in T,’} erhélt man fiir Taylorverfahren:
p (L), g [ p ! 1 h hitt (R h
Tn = hpo | Uy + hn; Z! Fr=y (tn—hunfl) + ﬁu( ) —ul_,
= uh w;gren
= hy 1 R
-y g Fr=D) (tn_l,un 1) =0 (hF)
r=1 ’
also m = R. U

Die praktische Realisierung des Verfahrens erfordert die Berechnung hoherer Ableitun-
gen % f(t,u(t)). Dies ist fiir jedes Anfangswertproblem extra durchzufiihren.

Skalarer Fall: f(t,x) : R x R — R. Anwendung der Kettenregel:

7O u() = S0 u(r)
of d
= E(t,u(t)) + %(t,u(t)) . au(lt)

= fe(t,ut)) + fo(t,u(t) f(t, u(t)).
Es sind also keine Ableitungen der Losung u erforderlich.
£ (1 u(t) = <70 u(0)
= (fue+ Jeaf + Fot - JunD) S+ o i+ o)) (tu®))
= (i + 2ficf + foaf? + Jufi+ (F)7 £) (8 u(t)).

104



11.2 Taylor- und Runge-Kutta-Verfahren

° Sehr aufwéndig!
° Fiir Systeme ist f, eine Jacobimatrix.
Alternativ verwendet man numerische Differentiation, zum Beispiel:
FO () = R~ {f(E+ hoult + b)) = f(tu(t)} + O(h)
=ht {f<t+ h,ou(t) + hf(tu(®) + O (h?) ) f(t
:h—l{f(t+h,u()+hf(t ult )))— u(t)) } O(h)

Dies legt die folgende allgemeine Form nahe:

u(t) } +O(h)

Definition 11.4 (explizite Runge-Kutta-Verfahren). Explizite Runge-Kutta-Verfahren
haben die Form

R
Yn = Yn—1 + h’nF(hna tnfl) ynfl)a F (h7 t) ﬂf) - Z CT‘kT (h7 t) 33)
r=1

r—1
mit k= f(¢,z) und kT:f<t+har,x+thTsks>; r=2,...,R
s=1

mit geeignet gewihlten Konstanten a,, b,.s und c,. Diese Konstanten bestimmt man so,
dass die Konvergenzordnung moglichst grofs wird. U

Beispiel 11.5 (Beispiele fiir unterschiedliche R).

R = 1: Explizites Eulerverfahren. Fiir Konsistenz ist ¢, = 1 notwendig. Das explizite
Eulerverfahren ist also das einzige explizite Runge-Kutta-Verfahren der Stufe 1.

R = 2: Taylorentwicklung um den Punkt (¢, x) ergibt:

F(hit,x) =c1f (t,x) + caf (t+ agh,x + hbai f (¢, x))
=cf (t ) + eaf (t,2) + caashfy (t, ) + cohbor f (t,2) fu (t,2) + O (h?)

= f+s <ft + f=f) +0 (1)
f/
Koeffizientenvergleich ergibt

1
coba1 = =

:1 = —
1+ ¢ , C202 % 5

also 3 Bedingungen fiir 4 Parameter (— nicht eindeutig). Eine Moglichkeit ist

1
Cl =C = <

5 ag =by =1 (Verfahren von Heun)
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11 FEinschrittverfahren

Fiir die maximal erreichbare Ordnung in Abhéngigkeit der Stufenzahl kann man zeigen,
siehe (Sim) :

Stufenzahl R ‘1 2 3 4 5 6 7 8
maX.Ordnung‘l 2 3 4 4 5 6 6

Da mit R =5 auch nur Ordnung 4 erreichbar ist, benutzt eines der beliebtesten Runge-
Kutta-Verfahren die Stufenzahl 4.

Fiir Systeme ist die Sache noch komplizierter. Es kénnen die Konstanten aus dem
skalaren Fall verwendet werden, aber ab R > 5 ist die Ordnung im Allgemeinen verringert
(gegeniiber dem skalaren Fall).

Beispiel 11.6 (implizite Verfahren). Der Vollstdndigkeit wegen wollen wir auch einige
implizite Einschrittverfahren benennen. Der nachfolgende Satz ist auch auf implizite
Verfahren anwendbar.

implizites Eulerverfahren y, = y,—1 + hn f (tn, yn)
Trapezregel y, = Y1 + 2 (f (tns Yn) + f (tn—1,Yn—1))
Mittelpunktregel v, = yn—1 + hnf (tn + 3hn, 3 (Yn—1 -+ ¥n))

11.3 Konvergenz von Einschrittverfahren

Wir zeigen hier die Konvergenz fiir konsistente explizite als auch implizite Einschrittver-
fahren.

Satz 11.7 (Konvergenz von Einschrittverfahren). Die Funktion f sei Lipschitz-stetig im
zweiten Argument mit Konstante L und das Verfahren sei konsistent mit Ordnung m.
Dann gilt:

elT 1

<c " h = max_ hy.
= L max’ max 1S7LSNh n

h
Un — Yp

max
1<n<N,

Beweis. Nach (Sim). Die Verfahrensfunktion deckt auch den impliziten Fall ab: y, =
Yn—1 + hpF (hn; th—1,Yn, yn—l)-

Fiir den Parameter n, 0 < n < N, definieren wir die Funktionen w,(t) fir t > ¢, als
Losung des Anfangswertproblems

un(t) = f (un(t)), tn (tn) = v,

d. h. fiir u, dient die numerische Lésung v, zur Zeit t,, als Startwert.
Dann gilt fiir den Fehler e,,:

en =1u(ty) — Yn
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11.3 Konvergenz von Einschrittverfahren

Normen bilden und Dreiecksungleichung anwenden liefert:

el < | atnr (tn) — s ynH+2Hul w) = i1 (tn)
1) 2)

numerisches Verfahren —, _ -~
-7 ©)

yQ;;ﬁ__———’——_—\« ’LL2

(
L7 .l 2)
Y1 ﬁ_z’-/\}ul (tn)
t

Mit Satz[10.11] gilt:
n—2
lenll < llun—1 (tn) = yall + D e 75 ||u; (tig1) = yora]

1=0

n—1

=D ) fu (1110) — i
=0
n—1

_ Z eL(tn—tis1)

0

h
hz+1 Tit1 H

-.
Il

Mit Konsistenz: HThH <ch]' <ch

max

n—1
lenl] < chiax Z higpelntisn)

tn
< ch’rﬁax/ eHtn=t) gy
to

{ LfleL(tnft)]t" 14-d------ = 0

to

_ m
- Chmax

\/

= ch™ . (—L*160 + LfleL(t"*t0)> to t1 to tno1 tn

eL(tn—to) -1 m

=cC L max*

Wegen [lep—1| < |len]| gilt maxi<nen [len]] < c& 7R, O

Bemerkung 11.8.

. Dies gilt fiir alle expliziten und impliziten Einschrittverfahren.
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11 FEinschrittverfahren

. Aus Konsistenz folgt globale Konvergenz mit der selben Ordnung.

° Die Konstante X7 ist ziemlich pessimistisch. Es existieren andere Beweise mit
optimistischeren Resultaten, aber weiteren Voraussetzungen.

° Konvergenz gilt fiir festes T und A — 0.
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12 Schrittweitensteuerung fiir Einschrittverfahren

Problemstellung: Wie wahlt man die Schrittweite h,, so dass der globale Fehler e, =
Yn — u (t) kontrolliert wird? Das Ziel ist also

max ||e,|| < TOL,
tn€l

wobei TOL eine vorgegebene Zahl ist.
Die Darstellung in diesem Abschnitt folgt (Ran).

12.1 Ein anderer Zugang zur Konvergenz

Definition 12.1 (L-Stetigkeit). Ein Einschrittverfahren heifst L-stetig, falls fiir eine
Verfahrensfunktion F' gilt:

|1F (hit,z,y) — F (hit, 2, 9)|| < L{[le = Z[| + [ly — I}
fiir beliebige Punkte (t,z), (¢t,2), (¢,y), (t,9) € D.

2 und Z entfallen bei expliziten Verfahren. Runge-Kutta-Verfahren sind immer L-stetig,
wenn f Lipschitz-stetig ist.

Satz 12.2 (Konvergenzsatz). Das Einschrittverfahren sei L-stetig und konsistent. Dann
ist das Verfahren konvergent, falls ||yo — u (Zo)|| — 0, und es gilt die a—priori-Fehlerab-
schitzung

n
g — w (tn)|| < eEtn—to) {Hyo —ugll + ) hy ||T,,||} , 0<n<N, (12.1)

v=1
wobei im impliziten Fall h < %L’l erforderlich ist.
Beweis.

1. Einschrittverfahren:
Yn = Yn—1 + hnF (hnS tn—1,Yn, yn—l)
2. Definition des lokalen Abschneidefehlers:

Tn = <Lhuh> = hﬁl (un - un—l) - F (hn;tn—h unyun—l)

S Uy = Up—1 + hpF (hna tn—1, Un, unfl) + hnmh

Differenz liefert

Yn — Up = Yp—1 — Up—1 + hn (F (hn§tn—l7yn; yn—l) —F (hn;tn—la Unp, un—l)) - hnTn
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12 Schrittweitensteuerung fiir Einschrittverfahren

Normen bilden, Dreiecksungleichung und L-Stetigkeit anwenden:

lenll < llen—1ll + hnL ([lenll + llen—1ll) + hnTn
1+ h,L

& < —"ep_1|| + ——h
lenl| < L len—1ll + T hL n |7l
Mit
14+ h,L 1—h,L  2h,L (hnL)*>  (hnL)? .
= <1+ h,L o=
T—hl 1—hoL  T—hyp = bt T ¢
wegen
2hy, L 1 1,
S <hL & hyL<=A1—h,L>0 < h, <=L
1—h,L =" ) " "2
und
1 1 hnl _ 1+hal _ 41

< + -
1-h,L ~1-h,L 1—h,L 1-—h,L —
erhalt man:
lenll < et (llen—1ll + hn || 70ll)

Rekursive Anwendung liefert

lenll = (H eh’“L> leoll + > (H eh’“L> hy |7
v=1 v

k=1 = k=
—_————
— eL(tnfto) < eL(tnft())

< eLlta—to) <H60|| +> hy ||Tv||>
Ij:1

O

Auch hieraus folgt die globale Konvergenz. Allerdings ist die Bedingung h,, < %L‘l
unschon und nicht notwendig.
Im expliziten Fall gilt

lenll < (1 4+ hnL) len—1ll + hn | 7all und (1+ hnL) < et

Aus Satz[12.2/folgt, dass der lokale Abschneidefehler 7,, den globalen Fehler kontrolliert.
Also sind Abschétzungen von 7, notwendig. Bei Taylorverfahren gilt auf Grund der
Konstruktion (vergleiche Bemerkung [11.3):

1
< -
Imall < o™ 22,

s

Selbst unter Ausnutzung von u(™*V(t) = f0™ (¢ 4 (¢)) und Kenntnis von Schranken
an u ist dies sehr schwierig auszuwerten und zudem ungenau. In Abschnitt [12.3 werden
wir die Methode der Schrittweitenhalbierung verwenden, um a—posteriori, d.h. aus dem
berechneten y,,, eine Naherung fiir 75, zu bestimmen.

Wir gehen zunéchst der Frage nach, wie bei Kenntnis von 7, die Schrittweite h, be-
stimmt werden kann.
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12.2 Bestimmung der Schrittweite

12.2 Bestimmung der Schrittweite

In der Fehlerabschitzung taucht die Groke K (t,) = eX(tn=t0) auf. Dies ist oft sehr
pessimistisch, etwa bei eine linearen gewohnlichen Differentialgleichung deren Eigenwerte
alle negativen Realteil haben. Im Folgenden nehmen wir an, dass K eine Konstante ist
(im strengen Sinn ist also die Abschétzung nicht rigoros).

Betrachten wir den lokalen Abschneidefehler des Taylor-Verfahrens etwas genauer. Aus
Bemerkung[11.3 folgt fiir ein m-stufiges Verfahren:

hm hm+1
h _ n (m+1) n (m+2) (¢!
W et ) e e

u(erl)(t ) hm+l 1

— n) pm n (m+2) rery L (m+2) ¢r

= ) T ) <m+2“ (&) —u™o(e )>'
—_————

T (tn) O(hmth

Wir konnen den lokalen Abschneidefehler also schreiben als
T =7 (t,) T + O (h2 ) (12.2)

wobei die Hauptabschneidefunktion T (t,) unabhéngig von h,, ist und nur von ¢, ab-
héngt. Fiir andere Einschrittverfahren, etwa Runge-Kutta—Verfahren, gelten auch solche
Darstellungen.

Wir betrachten zwei Strategien zur Bestimmung der Schrittweite:

1. Verteile den Fehler gleichmifig auf das Zeitintervall. Mit der Naherung 77 ~
7™ (ty )R und der Abkiirzung 77" = 7™ (t,,) setzen wir

TOL TOL

Kh'|m |l — = hp=x ] ——=— 12.3
Il = = o 8 e (123)

denn dann gilt in der Fehlerabschatzung (12.1):

TOL

max e R E > hy (B 7)) &~ > hnp=TOL
tn€l W tn€l
~ KT e

Die Anzahl der Zeitschritte N berechnet sich dann zu

1 (129 m KT TPl _ 0| KT v/
N =2 hahy, 2 Y ~or TOLZh Iz

tnel tnel

Aus (12.2) sehen wir, dass fiir Taylorverfahren 77 = w(™+1 (¢, 1) ist, also

o KT [
N~ ‘/TOL/, o/ [utm 0 |t

Fiir Runge-Kutta—Verfahren gilt dies ndherungsweise auch.
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12 Schrittweitensteuerung fiir Einschrittverfahren

2. Verteile den Fehler gleichméfig auf alle Schritte. Setze

TOL TOL
Khpttmt = —— = hp~ ™ e

mit der unbekannten Schrittanzahl N. Dann gilt:

TOL
max leal| % K 32 hub | ,’Z"‘H_LZI_TOL

tn€l _ 7 tn€l
n
=N

Fir die Anzahl der Zeitschritte erhalt man

vt [EN 72 iy [EN
1. +1 n + m+1 m]
N=) hahiy'x 3 hn V " TOoL \/TOLZ Vil

tn€l tn€l
Mit 7™ ~ w1 (¢, 1) liefert Auflésen nach N (Vorsicht: N ist a-priori unbekannt
und muss iterativ angepasst werden!):

m+1

m K m+1 m m
e

Die zweite Strategie ist besser, wenn ™7/ Hu(mH)H noch integrierbar ist, Hu(m“)H

aber nicht mehr.

Beispiel 12.3. m = 1 (Eulerverfahren), u(?) = t=2. =2 ist nicht integrierbar, vt—2 = ¢~
aber schon.

12.3 Schatzung der 7™

Um obige Strategien anwenden zu kdnnen bendtigen wir gute Schétzungen fiir 7. Es
seien ¥o, ..., Yyn bereits berechnet und es sei nun h,41 zu bestimmen. Wir wihlen eine
Schitzschrittweite H (z.B. H = 2h,,) und berechnen fiir den vorlaufigen Zeitpunkt ¢, 11 =
th + H

o yH | mit einem Schritt des Verfahrens und Schrittweite H sowie
H
. Y,2,1 mit zwei Schritten des Verfahrens und Schrittweite %

Wir beschrénken uns auf den expliziten skalaren Fall. Fiir die Fehler gilt dann:

yf+1 —U(tns1) =en+ H(F (Hity,yn) — F (H;ty,uy)) — HT,ﬁ_l
=e,+H (F (H;tp,un) + engF
=(1+O0(H))e, — H™ ™ (t, 1) + O (Hm+2)

(H;t,,€) — F (H;ty, un)> — Hrl,

(12.4)
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12.4 Adaptiver Algorithmus

Entsprechend betrégt der Fehler nach einem Schritt mit %:

—u (tn + I;) =(1+0(H))e,— <Z>m+1 Tty + H/2) + O (H™?) (12.5)

H
2

Y

1
n+s3

Und nach dem zweiten Schritt mit %:

_ HY Hf (H g A(H H
Ty Y ht 5 ) +5 Eatn%ayn% —F{ Sitny sty | { = 57

H

=(1+O(H)) {yié —u (tn + g) } - <2>m+1 7" (tns1) + O (H™?)

m+1
H> + Tm(tn+1_H/2) +0 (Hm+2)}

7" (tn+1) + O(H)

— (H>m+1 7" (tns1) + O (H™?)

2
=(1+O0(H))e, —2 <2> 7" (tns1) + O (H™?)
(12.6)
Differenz (12.6) — (12.4) liefert:
Wi = vt = 0 ey = {2 (5 ) B o ()
Herl(‘Qrfm_l)
Auflésen nach 7™ (t,41):
Yrr1 — yH+1
m _ n n —-m

T (tpa1) = bl (1 9-m) +O(H™™)e,+ O (H) (12.7)
Nun wird gefordert, dass:
o H klein genug ist, so dass O (H) klein gegen den ersten Term ist.
° en, = 0 ist, das heifit, man nimmt y,, als exakt an und berechnet 7 (¢,41) damit

an anderer Stelle.

Alternativ kann man e, = O (H™"!) und damit O (H™™)e,, = O (H) annehmen. Dass
dies gerechtfertigt sein kann, werden wir im Folgenden sehen.

12.4 Adaptiver Algorithmus

1. Setze yg = ug, wahle Startschrittweite hg und setze n = 0.
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12 Schrittweitensteuerung fiir Einschrittverfahren

2. Es sei y, berechnet, mit der zugehotrigen Schrittweite h,. Wéahle H = 2h, und
setze vorlaufig t,11 =t, + H.

H
3. Berechne y/7 | und y,? ', 1- Bestimme

2 H
~m yn2+1 ~ Ynt1
Tn+1 = Hm+1 (1 _ 2—m)

und daraus z.B. nach der ersten Strategie

) | oL
1= T N =m I
VTR

4. Priife, ob hpy1 < H/2, 2.B. hyy1 < H/4.

ja: Die Schrittweite H war zu grofs. Setze H = 2h,, 41 und gehe zu Schritt 3, oder
beende, falls H < hpin.

H
nein: Setze hpy1 = H, tp41 = tp + H und akzeptiere y,+1 = y,7,, d.h. die bessere
der beiden Naherungen (hier kann auch h,1 > h,, sein). Gehe zu Schritt 2.

Bemerkung 12.4. Unter Annahme einer asymptotischen Entwicklung des globalen Feh-
lers (vergleiche auch mit den Extrapolationsverfahren bei der numerischen Integration)

gl = w(tngr) = @™ (tpgr) H™ + O (H™)

H
kann aus den beiden vorhandenen Naherungen yf "1 und y,2 | mittels

H

A y??—&-l

It =T
eine um eine Ordnung bessere Ndherung berechnet werden:
gn+1 — U (tn+1) =0 (Herl) .

Dies zeigt, dass O (H™™) e,, = O (H) sein kann. Die weitere Ausnutzung dieser Idee fiihrt
zu den Eztrapolationsverfahren.

Bemerkung 12.5. Nachteil des Verfahrens: Der Zusatzaufwand durch die Fehlerab-
schatzung betrigt in der Standardvariante 50%. Besser sind eingebettete Runge—Kutta—
Verfahren oder Mehrschrittverfahren.
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13 Stabilitat und steife Probleme

13.1 Lineare Stabilitdtsanalyse

Wir betrachten das skalare, lineare Anfangswertproblem mit A € C

u (t) = Au(t),

2 (0)— uo (13.1)

mit der exakten Losung u (t) = upe. Das explizite Eulerverfahren angewandt auf (13.1)
lautet

Yn = Yn—1 + hpAYn—1
= (1 + hn)\) Yn—1

n

(1 + hz)\) Uuo
1

(2

bei yg = ug. Bei konstanter Schrittweite gilt also
[yn| = [1 4 hA[" |yl -
Sei nun Re (\) < 0. Dann ist die Losung wegen
[u()] = [uge!* TP | = e [ug| < |uo|
beschrankt. Das numerische Verfahren liefert eine beschrinkte Folge von Werten, falls
N+hr\"<1 & [1+hN<1.
Fiir A € R und A < 0 fithrt dies speziell auf
1+h\<1le-1<1+hA<1
2
@hg—X
Wir folgern: Obwohl |u ()| < |ug| fiir Re (A) < 0 ist, gilt |yn| < |yo| nur unter einer

zusétzlichen Bedingung an die Schrittweite h.
Fiir das implizite Eulerverfahren erhélt man

Yn = Yn—1 + Ry,
1
< Yn = myn—l

und damit fir A€ R, A <0
1
1—hA

<1 & |1-hA2>1

fiir alle h wegen h > 0, A < 0. Dies motiviert die folgende Definition.
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13 Stabilitat und steife Probleme

Definition 13.1 (Absolute Stabilitdt). Ein Einschrittverfahren heifit absolut stabil fiir
ein hA # 0, wenn es angewandt auf das skalare Testproblem (13.1) fiir Re(A) < 0
beschriankte Naherungen erzeugt, d.h.

sup |yn| < oo.
n>0

Fiir Einschrittverfahren gilt in der Regel
Yn = w(hA)yn—1

und w(z) heilt Stabilititsfunktion oder Verstirkungsfaktor. w ist polynomial fiir explizite
und rational fiir implizite Verfahren. Man bezeichnet

SG ={z=hAeC|w(z)| <1}
als das Gebiet absoluter Stabilitat oder Stabilitdtsgebiet einer Einschrittformel. U
Beispiel 13.2 (Beispiele fiir Stabilitdtsgebiete).

1. Explizites Eulerverfahren: w(z) =1+ z

[

Stabilitatsintervall: [—2, 0]
Der Rand des Kreises gehort zum Stabilitétsgebiet.

1
1—z

2. Implizites Eulerverfahren: w(z) =

A

, Im (2)

<ls|l—2z21
e

Fiir die Taylormethode mit R Stufen gilt:

R hr—l
Yn = Yn—1 + h Z l f(T_l) (tn—la yn—l)
r=1 ’
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13.1 Lineare Stabilitdtsanalyse
Mit
FO = F(tu(t) = Xu(t)
7O = S (1) = ol (1) = Nu (1)
d

7O = S 1D (1w (1) = N (1) = Nou 1)

erhalt man

R hrfl
Yn = Yn—1 + h Z ! )\Tyn—l
r=1 ’

R B r
= (1 + Z (h:;) ) Yn—1
r=1 '
R r
= (Z (h:;) ) Yn—1

r=0

w(h)

Wir sehen, dass die Funktion w(z) eine Approximation der Exponentialfunktion ist. Die
Stabilitétsgebiete haben folgende Form:

Im (2)

» Re (2)

Bemerkung 13.3. Dies gilt analog fiir explizite Runge-Kutta—Verfahren mit m < 4,
die ja Approximationen der Taylormethoden sind.

Fiir R < 4 reicht das Stabilitdtsgebiet bis ~ —2, 78 in die linke Halbebene.
Fiir Re (A\) < 1 ist also eine entsprechend kleine Schrittweite erforderlich, damit A\ €
SG ist. In gewisser Hinsicht optimal wiren Methoden ohne eine solche Beschréinkung.
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13 Stabilitat und steife Probleme

Definition 13.4 (A-Stabilitdt). Ein Einschrittverfahren heifst A-stabil, falls

{z € C|Re(z) <0} C SG
gilt. O
Man kann zeigen:

° Es gibt keine expliziten Einschrittverfahren, die A-stabil sind.

° Das implizite Eulerverfahren und die Trapezregel
h
Yn = Yn—1+ b) (f tn=1,Yn—1) + [ (tn, Yn)) (13.2)

sind A-stabil.

Bisher galt alles Gesagte nur fiir das skalare, lineare Modellproblem. Dies erweitert man
wie folgt:

Hypothese 13.5. Ein Einschrittverfahren mit Stabilitdtsgebiet SG C C ist numerisch

stabil fiir ein allgemeines Anfangswertproblem, wenn die Schrittweiten h,, so gewihlt

werden, dass mit den Eigenwerten A(t) der Jacobimatrix % (t,u (t)) unter der Annahme

Re (A(t)) < 0 gilt:
hnA (tn) € SG; n > 0.

Dies nennt man lineare Stabilitdtsanalyse. ([

Man kann zeigen, dass trotz Re (A (t)) < 0 die Losung ||u (t)|| exponentiell wachsen
kann. Trotzdem wird diese Form der Stabilitatsanalyse héufig verwendet.

13.2 Steife Probleme
Betrachte das folgende lineare System (aus (SB05)):

/ Al+d2 A1—Xo
u —a = —5 u
L) = 2 2 ! (13.3)
Uy A1—A2 A1+ Uz
2

A

Die Eigenwerte der Matrix A sind, wie man nachrechnet, A; und A3, mit den zugehorigen
Eigenvektoren e; = (1, 1)T und ey = (1, —1)T. Die allgemeine Losung ist also

uy(t) = creMt + coet?!

ug(t) = cle)‘lt — 626)\2t

Das explizite Eulerverfahren ist wie gehabt y, = yp—1 + hAy,—1. Mit der Darstellung
Yo = aqe1 + asges fiir den Startwert gy gilt

Yn = a1 (1 +hX)"er + oo (14 hAg)" ea.
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13.2 Steife Probleme

Dies sieht man so (nur Induktionsschritt):

Yn = Yn—-1 + hAyn 1

ap (1+ h)\l)”_l e1+ as (1+ h)\g)”_l €9

+hA (m (14 hM)" et + as (1 4+ k)™ 62)

=1 (1+ k)" Fer +arh (1+hA)"  Aes
+ag (14 hXo)" Leg 4+ ash (14 hxa)" ! Ages

= (1 + h)\l)n_l el (1 + h)\l) =+ o (1 + h)\g)n_l €o (1 + h)\g)
= (1 + h)\l)n e1 + ao (1 + h)\Q)n €s.

Damit bleibt ||y,|| fiir n» — oo nur dann beschrénkt, falls
T+hM| <1 A |1+hX] <1,
also bei reellem A;, \; < 0:

hg—fl A hg—i = hgmin{—i,—i}. (13.4)
Angenommen, \; = —1, Ay = —1000 und ¢; = 3 = 1. Wegen e~ 50" ~ 2 - 109 ist die
Losung fiir ¢ > % praktisch von e~! dominiert und es sollte eine Schrittweite von h ~
—)\% = —2 ausreichen. Die Stabilitdtsbedingung (13.4) erfordert aber h < —ﬁ. Beim
impliziten Eulerverfahren ist dies nicht der Fall, man kann grofse Schrittweiten wéhlen.
Allerdings erfordert eine gewiinschte Genauigkeit natiirlich auch eine entsprechend kleine
Schrittweite. Zu Beginn bei ¢ = 0 muss deshalb auch beim impliziten Eulerverfahren die

Schrittweite h ~ —/\% gewahlt werden.

Von einem steifen System spricht man,
° wenn die Eigenwerte stark unterschiedlich sind:

max; |[Re (A;)]

mins Re ()| 1
o falls implizite Verfahren besser sind als explizite Verfahren.
° bei singular gestorten Problemen:
ui(t) = f (t,ua(t), uz(t))
euy(t) = g (t, ur(t), ua(t))

mit € < 1. Fiir ¢ = 0 hétte man ein differentiell algebraisches System. DAEs sind
deshalb grundsétzlich steif.
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13 Stabilitat und steife Probleme

13.3 Verfahren zur Losung steifer Probleme
Implizite Runge—Kutta—Verfahren

Implizite Runge—Kutta—Verfahren sind eine allgemeine Klasse von Einschrittverfahren
zur Losung steifer Probleme.

R
Yn = Yn—1 + hn Z Crkr (h’I’M tp—1, yn—l)
=1 (13.5)

R
mit kr (hn; th—1, yn—l) = f <tn—l + arhn7 Yn—1 + hn Z brsks (hna tn—1, yn—l)>

s=1

. Die k, sind durch ein voll gekoppeltes System der Gréfse R - m bestimmt = hoher
Aufwand.

° A-stabile Verfahren beliebig hoher Ordnung sind mdoglich.
° Die maximale Ordnung ist 2R.

° Der Aufwand wird geringer, wenn man b,; = 0 fiir s > r fordert (diagonal implizite
Runge—Kutta—Verfahren. Dann sind R Systeme der Grofie m zu 16sen.

Beispiel 13.6 (Gauft—Verfahren). Das Gaulk—Verfahren, A-stabil der Ordnung 4 mit nur
2 Stufen, lautet:

1 1_ 43 1 1_ V3
B = 4 4776 c= | 2 a=| 276
1,v38 1 ’ 17 13
1271776 1 2 2776
O
Lineare Mehrschrittverfahren
Lineare Mehrschrittverfahren haben die allgemeine Form
R R
Z QR—rYn—r = h Z ﬁR—rf (tn—’r‘a yn—r) (136)

r=0 r=0

Lineare Mehrschrittverfahren kénnen hohe Ordnung erreichen und miissen dazu in jedem
Schritt nur ein System der Grofse m 16sen. Sie sind also in der Regel effizienter als Runge-
Kutta-Verfahren.

. Zur Berechnung von y,, werden die y,—1,...,Yn—gr benotigt.
. Fir Br = 0 ist das Verfahren explizit, sonst implizit.

° Das implizite Eulerverfahren und die Trapezregel lassen sich als Mehrschrittverfah-
ren mit R = 1 interpretieren.
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13.3 Verfahren zur Lésung steifer Probleme

° Beziiglich der A-Stabilitéat gilt:

—  Kein explizites Mehrschrittverfahren ist A-stabil.

—  Kein implizites Mehrschrittverfahren mit Konvergenzordnung grofer als 2 ist
A-stabil.

) Das beliebteste Mehrschrittverfahren fiir steife Probleme ist BDF (Backward Dif-
ference Formula): Bei Parameter R setze ein Polynom p vom Grad R + 1 an, so
dass:

1~p(tn—r):yn—r; r=0,...,R,
2. p/ (tn) = f (tnvyn) .
Dies genau R+2 Bedingungen fiir die R+2 unbekannten Koeffizienten. Die Auswer-

tung des Polynoms an der Stiitzstelle t,, ergibt den gesuchten Wert der numerischen
Losung.

. BDF(R) ist A(c)-stabil.
Im (z)

SG

a(R)

> Re (2)

° Lineare Mehrschrittverfahren erlauben eine effiziente Schrittweitenkontrolle ohne
Zusatzaufwand (das gibt es allerdings auch fiir sog. eingebettete Runge-Kutta-
Verfahren).

. BDF eignet sich sehr gut fiir DAEs vom Index 1.

Losung der nichtlinearen Gleichungssysteme

Alle A-stabilen Verfahren sind implizit und erfordern die Losung eines (eventuell nicht-
linearen) Gleichungssystems. Betrachte das implizite Eulerverfahren:

Yn = Yn—1 + S (tn, Yn) (13.7)

Eine Moglichkeit ist die Fixpunktiteration, d.h. y, ist offensichtlich Fixpunkt der Glei-
chung

y = g(y) mit g(y) = yn—1 + hf (tn,y) .

Nach dem Banach’schen Fixpunktsatz konvergiert die Iteration

vy =g "),
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13 Stabilitat und steife Probleme

wenn ¢ eine Kontraktion ist:

lg W) =g ()| = lyn-1 + hf (tn,y) = (Yn—1 + S (tn. ) ]|
=h Hf (tnay) —f (tnay/)H
< hL Hy — y’H (Lipschitz-Stetigkeit von f).

Also dann, wenn hL < 1 < h < L~!. Dieser Schrittweitenbeschréinkung wollten wir
durch die Wahl impliziter Verfahren aber gerade entkommen! Daher ist dieses Vorgehen
inpraktikabel. Stattdessen verwendet man die Newton-Iteration mit einer geeigneten
Globalisierungsstrategie (geddmpftes Newton—Verfahren).
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14 Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen

Wir motivieren am Beispiel der Warmeleitung, wie die kontinuumsmechanische Model-
lierung zu partiellen Differentialgleichungen fithrt. Dieses Vorgehen ist prototypisch fiir
eine ganze Reihe von Anwendungen.

14.1 Begriffe aus der Vektoranalysis

Wir betrachten im Allgemeinen vektorwertige Funktionen f : R — R™

f@) = (f@),. s fnl@)"
f:R™ — R ist partiell differenzierbar nach x, falls
of

o @yt hy ) = f (T T, 2g)

existiert. Man schreibt auch 0; f(z).
Oft sind die Funktionen auf einer Teilmenge 2 C R", einem Gebiet, definiert. Ein

Gebiet ist offen und zusammenhingend. 9§ bezeichnet den Rand des Gebietes und

seinen Abschluss, d.h. = QU 09.
Weiterhin bezeichnet

C" () ={f:Q—>R|0,...,0, [ stetig,ir € {1,...,n}}

die Menge der Funktionen, die auf Q m mal stetig differenzierbar sind. C°(2) bezeichnet
die auf Q stetig differenzierbaren Funktionen.

Definition 14.1 (Gradient). Fiir f € C*' (Q), Q C R™ heifit

Vf(x) = (@01f (@), 0nf(@))" (14.1)
Gradient von f. O

Definition 14.2 (Divergenz). Fiir f € [C! (Q)]", @ C R™ heifit

V- f@) =Y 0if(x) (14.2)
i=1
Divergenz von f. O

Partielle Integration: Fiir v,w € C! (ﬁ) ist

/Q[E?iv(x)]w(x)dx: —/Qv(x)ﬁiw(a:)da:—k/ v(z)w(z) (v(x)),; ds. (14.3)

o0N

Dabei ist v(z) die &ufere Einheitsnormale im Punkt x € 99Q.
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14 Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen

Folgerung 14.3. Aus der Formel fiir die partielle Integration ergibt sich fiir vektorwer-
tige Funktionen

o Fiir v € [C (Q)]", w € C (Q) ist

/Q V- v(@)]w(r)de = — /Q v(x) - Vw(x)dx +/ v(z) v(z)w(x)ds.  (14.4)

o0

° Gauj’scher Integralsatz: Fiir v € [Cl (ﬁ)]n ist

/Szv-v(x)da:—/mv(:c)-y(:v)ds. (14.5)

14.2 Modellierung des Warmetransports

Als weiterfithrende Literatur verweisen wir auf (Fey63).

Gegeben sei ein Korper, der das Gebiet 0 C R? ausfiillt. Fiir das Zeitintervall ¥ = [a, b]
soll der Temperaturverlauf berechnet werden, d.h. wir sind interessiert an 7T'(z,t) fiir
(x,t) € QA x X.

Um diese Frage eindeutig beantworten zu kénnen, sind Anfangsbedingungen

T(x,a) =Ty (x), €
und Randbedingungen, z.B.
T (z,t) =g (z,t), (v,t)€dNxI,

erforderlich. Weitere mogliche Randbedingungen werden spéater behandelt.

Grundlage dieses Vorgehens ist die Kontinuumshypothese, d.h. der Korper wird als
Kontinuum betrachtet, bei dem jedem Punkt im mathematischen Sinne eine Eigenschaft
(z.B. Temperatur) zugeordnet werden kann. Dies erfordert, dass die betrachtete Raum-
und Zeitskala geniigend grof ist.

Nun zur Physik.
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14.2 Modellierung des Warmetransports

Energie Betrachte ein beliebiges Teilgebiet w C €. Zum Zeitpunkt ¢t € 3 enthélt das
Volumen w die Wérmeenergie @, (t). Diese berechnet sich als

Qult) = [ clwlp(@)T (e )ds (14.6)

o~
S

p(x): Massendichte

W

m

c(z): spezifische Warmekapazitét [7}

|

Hierbei konnen neben Temperatur auch Wérmekapazitat und Dichte in w variieren.

T (z,t): Temperatur (K]

Energieerhaltung Wir betrachten die zeitliche Anderung von @, in einem beliebigen
Zeitintervall [t,t + At]:

Energieeinspeisung/-verluste Wiérmefluss iiber
den Rand von w |

Qw(t_'_At)_Qw(t)_{

im Gebiet w

In Formeln:

/cpT(:z,t—l—At) dm—/cpT(a:,t) dz

_ /t Mt/w f (2, 1) dadt — /t t+At/awq(:v,t)-V(:n) dsd.

f(z,t):  Quellen-/Senkenterm [-Z5]
q

sm
): Flussvektor [-Z

st]
v(x): &ufere Einheitsnormale
Das Vorzeichen des zweiten Terms riihrt daher, dass ¢-v > 0 eine Abnahme der Energie

bedeutet.
Aus [ r(t)dt = Atr(t) + O (A2) folgt

/wCPT@vHAAti—CPT(“*“dx:/wf(x,t)dx—/awq(x,t>v(w>ds+0<m>.

Anwendung des Gauft’schen Integralsatzes und At — 0 liefert:

d(cpT

/ (OT) (o 1) 4V - g (ast) — f (2, 8) da = 0.
w Ot

Da w C Q) beliebig gewdhlt war, folgert man, dass der Integrand punktweise verschwinden

Muss:

d(cpT)
ot
Dies ist die mathematische Formulierung der Energieerhaltung im Rahmen der Kontinu-
umsannahme.

(x,t)+V-q(z,t) = f (z,1) V(x,t) € Q x 3. (14.7)

125



14 Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen

Wairmefluss:  Nun benétigt man einen Ausdruck fiir den Fluss ¢ (x,t). Dieser setzt sich
aus zwei Anteilen zusammen:

Konduktion: Auf molekularer Ebene entspricht die Warmeenergie der Bewegungsenergie
der Molekiile. Konduktion ist die Ubertragung von Bewegungsenergie durch Stife.
Eine Modellannahme auf makroskopischer Ebene ist, dass Warmeenergie in Rich-
tung des grofsten Temperaturunterschiedes fliefit. Wegen des zweiten Hauptsatzes
der Thermodynamik fliefit sie in Richtung der kleineren Werte.

Fourier’sches Gesetz (1822): qe (z,t) = =AVT (z,1). (14.8)
A:  Wairmeleitfahigkeit [ﬁ] — [w‘iViK}

A ist im Allgemeinen ein ortsabhéingiger Tensor A (z) = RT () D (z) R (x) (ds > 0)
und symmetrisch positiv definit.

Konvektion: In Fluiden (dies umfasst auch Gase) wird Warme auch durch Stoffbewegung

transportiert.
@ (,8) = e (@) p (5,8) T (2, ) u (3,) (14.9)
c(x,t): spezifische Warmekapazitit [kgiK]
p(z,t): Massendichte des bewegten Stoffes [%}
T (z): Temperatur [K]

u(z,t):  Geschwindigkeit am Punkt (z,t) (2]
Der Gesamtfluss ergibt sich dann zu
q(z,t) = qc (z,t) + q (x,t) . (14.10)
Warmeleitungsgleichung: Das vollstdndige mathematische Modell erhalt man durch
Einsetzen von (14.10) in (14.7):

0 (cpT)
ot

(x,t) + V- {c(z,t) p(z,t)u(x,t) T (x,t) — X(x) VT (x,t)} = f (x,1t)
Vi(x,t) e 2 x X, (14.11)

mit der Anfangsbedingung

T (z,a) =Ty (z), x€Q,
und den Randbedingungen
T (z,t) =g(x,t), (x,t) e p (t) x X, I'p (t) C 09,
{epuT — A\VT} v =0Q (z,t), (x,t) e Iy (t) x X, Iy (t)=0Q\Tp (¢).

Bemerkung 14.4. Wahrend (14.9) und (14.7) im Rahmen der Kontinuumsmechanik
exakt sind, ist (14.8) ein Modell, welches die Wirklichkeit mehr oder weniger stark ap-
proximiert (— Skaleniibergang).
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14.3 Weitere Anwendungen

14.3 Weitere Anwendungen

Ladungstragerfluss in einem Leiter

0 (cu (z,t))

En +V-i(z,t) = f(x,t),

. 1
i) =0

Anwendung: z.B. Signalausbreitung auf einem Neuron.

Stationdre Warmeleitung

Durch die Annahmen
o T =T (x), d.h. T ist zeitunabhéngig
. u =0, also kein Stofffluss (Festkorper)

reduziert sich (14.11) auf die stationére Diffusionsgleichung

-V -{AVT(2)} = f(z), =€,
T(x)=g(x), xze€TpCoQ,

—)\VT(.Q?)V:Q(I'), $€FN:aQ\FD.

Mit A = I ergibt sich die Poissongleichung:

-V -VT'=-AT=f inQ,
T=g aufoQ,

mit

dem Laplaceoperator. Mit f = 0 ergibt sich schlieflich die Laplacegleichung:

AT =0 in €,
T =g auf 00Q.

Grundwasserstrémung

(Stromung von Wasser in einem pordsen Medium)

Vu(z,t).

(14.12)

(14.13)

(14.14)

(14.15)

(14.16)

Das Volumen w besteht aus Sandkérnern (Volumenanteil 1 —®) und Hohlraum (Volumen-
anteil ®) mit der Porositét @ (z) :  — (0,1). Der Hohlraum sei vollstdndig mit Wasser

gefiillt. p (z,t) entspricht der Massendichte [%} und (14.7) der Massenerhaltung.

9 (®p(z,t))
ot

+V-A{p(@t)u(z, )} = f ().

(14.17)
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14 Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen

Fiir die Geschwindigkeit fand Darcy 1856 den empirischen Zusammenhang

u(m,w:—f(w—pg).

K: Permeabilitat [mQ]

p: dynamische Viskositét [Pa s]

p:  Druck [Pa] = [%]
g:  Gravitationsvektor (0,0, —9.81)7 (2]

Im inkompressiblen Fall (p = const) ergibt sich die stationdre Grundwassergleichung

K
-V {pu (Vp—pg)} =f inQ. (14.18)
Mogliche Randbedingungen wéren

g auf I'p C 90 (Druckvorgabe),
=J auf 'y = 0Q\I'p (Flussvorgabe).
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15 Typeinteilung partieller Differentialgleichungen

15.1 Allgemeine Definition

Die allgemeine implizite partielle Differentialgleichung m-ter Ordnung (m > 1) fiir eine
gesuchte Funktion « : R™ — R lautet:

my, my, mflu
F<a (x),... 0 (3:),8377”_1 (x),,u(m)) =0. (15.1)

oz’ " Qxm

u heifst Losung von (15.1), wenn
1. alle partiellen Ableitungen von u bis zur Ordnung m existieren und
2. (15.1)) fiir jeden Punkt x €  erfiillt ist.

Das Definitionsgebiet €2 ist offen und zusammenhéngend. Oft werden weitere Bedingun-
gen an den Rand 0 gestellt (Lipschitzstetigkeit, Kegelbedingung, Differenzierbarkeit,

Um die Eindeutigkeit der Losung zu garantieren, sind zusétzliche Bedingungen, die
sogenannten Rand- bzw. Anfangsbedingungen erforderlich.

Partielle Differentialgleichungen erlauben keine einheitliche Lésungstheorie wie die ge-
wohnlichen Differentialgleichungen. Selbst die Frage, welche Rand- / Anfangsbedingun-
gen zu einer eindeutigen und stabilen Losung flihren, muss von Fall zu Fall beantwortet
werden. Etwas Licht ins Dunkel bringt die Typeinteilung. Zuvor betrachten wir aber
einige Beispiele.

15.2 Elementare partielle Differentialgleichungen
Potential-Gleichung oder Laplace—Gleichung

Die Gleichung

B "L 9%

= 2
pt ox;

Au (z) () =0 (15.2)
heifst Laplace—Gleichung. (15.2) entsteht aus der Warmeleitungsgleichung unter der An-
nahme der Stationaritiat, A = I und u = 0. Die Laplace—Gleichung ist mit einer Rand-
wertvorgabe zu versehen. Diese kann verschiedene Formen annehmen:

Dirichlet—Randbedingung: u(z)=¢p(x) x€lpCQ, (15.3a)
Neumann—Randbedingung: % (x) =4 (z) zeTly, (15.3b)
n
0
Robin-Randbedingung: a(x) a—z +B(x)u(z)=n(z) =z=e€lg. (15.3¢)
. Hat man nur Dirichlet—Randbedingungen, so spricht man vom Dirichlet—Problem.
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15 Typeinteilung partieller Differentialgleichungen

° Hat man nur Neumann-Randbedingungen, so ist die Losung nur bis auf eine addi-
tive Konstante bestimmt.

. An jedem Punkt des Randes muss eine der Randbedingungen (15.3a), (15.3b) oder
vorgegeben werden. Deshalb spricht man auch von einem Randwertproblem.

Wellengleichung
Die Gleichung

Pu 2 Pu
n i—1 1

{nm

=: Anp_1u

heifst Wellengleichung. Fiir den Fall Q = (0, 1)2 sind etwa folgende Randwertvorgaben
zuléssig:
keine Vorgabe auf
X9 A To=1, x1 € (0, ].)

u=p, =gy U
° Hierbei ist eine der beiden Richtungen ausgezeichnet (hier x3, in der Anwendung
entspricht zo der Zeit).
. Die Vorgaben auf xo = 0 heiffen Anfangswerte.
° Auf x5 = 1 sind keine Vorgaben zuléssig.
° Die Wellengleichung erhédlt man nicht aus der allgemeinen Warmeleitungsgleichung.

Warmeleitungsgleichung

Die kanonische Form der Wéarmeleitungsgleichung lautet

n—1
ou Pu
=1 T
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15.2 Elementare partielle Differentialgleichungen
Man erhélt sie fir z, = ¢, A = I und ¢ = p = 1 aus der Herleitung in Abschnitt
Fiir den Fall Q = (0,1)? sind etwa die folgenden Randvorgaben zulissig:

keine Vorgabe auf
o & x2=1, 21 € (0,1)

U= il
° Wie bei der Wellengleichung ist hier die z9-Richtung ausgezeichnet.
° Die Vorgabe auf x5 = 0 nennt man wieder Anfangswertvorgabe.

. Wegen der ersten Ableitung in zy (x,) ist nur eine Vorgabe maglich.

Bisher waren alle Gleichungen 2. Ordnung.

Transportgleichung
Sei v : R™ — R” ein gegebenes Vektorfeld. Dann heifst die Gleichung 1. Ordnung
V-A{v(z)u(x)} =0 inQ (15.6)

Transportgleichung. Man erhalt (15.6) aus der allgemeinen Warmetransportgleichung fiir
A = 0 (nur Konvektion). Zu beachten ist, dass der stationdre und der instationdre Fall
sich im Prinzip nicht unterscheiden.

Sei v () die dubkere Einheitsnormale an 02. Dann ist folgende Randwertvorgabe zu-
lassig:

u(z) =¢(z) auf {ze€dQuv(z)v(z)<0}

Ausflussrand

Einflussrand
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15 Typeinteilung partieller Differentialgleichungen

15.3 Sachgemal gestellte Probleme
In welchem Sinne sind die oben gestellten Probleme zulassig?

Definition 15.1 (Sachgemifs gestellt). Eine partielle Differentialgleichung heift sachge-
maf gestellt, falls

1. eine eindeutige Losung existiert und

2. diese stetig von den Daten (Randbedingung, Anfangsbedingung, rechte Seite) ab-
héngt. (]

Sei unser Problem
A(u)=f inQ

mit dem Differentialoperator A: X — Y (z.B. X = C?(Q), Y = C°(©2)). Dann lauten
die Bedingungen aus Definition

1. Zu jedem f existiert genau ein u, so dass A (u) = f.

2. Es gibt eine Konstante C, die nur von A abhéngt, so dass |[u|| < C'||f||. Hierbei ist
eine geeignete Norm zu wéahlen.

Die oben genannten Probleme sind sachgemif gestellt. Dabei konnen kleine Anderungen
groffe Wirkungen haben. Zum Beispiel ist die “umgedrehte” Warmeleitung

ou 0%
n i=1 7t

mit den Vorgaben aus Abschnitt nicht sachgeméf gestellt.

15.4 Typeinteilung

Der folgende Satz zeigt, dass die oben genannten elementaren Gleichungen mehr als blofe
Beispiele sind.

Satz 15.2. Im Fall n = 2, m = 2 (2. Ordnung, 2 Raumdimensionen) ist die allgemeine
lineare partielle Differentialgleichung

2

Y a ”ax ax Zaz z)+ap(z)=0 inQ (15.8)
. 7 7

7,7=1

Hauptteil

in jedem Punkt z € Q bis auf einen Term niederer Ordnung auf einen der drei Typen
Potentialgleichung, Wellengleichung oder Warmeleitungsgleichung transformierbar.
Beweis: Wir fiihren die Transformation 1 : Q — Q' mit { =+ (z) ein. Dabei sei ¢ (x) in
jedem Punkt invertierbar und

O

(S (x»aﬁ = 8.%'ﬁ

132



15.4 Typeinteilung

sei die Jacobimatrix der Transformation. Wir setzen u (z) = @ (¢ (x)) und wollen nun
eine partielle Differentialgleichung fiir die unbekannte Funktion @ (§) aufstellen. Dabei
wollen wir die Randbedingungen aufser Acht lassen. Es gilt:

O (@) = 2 (@) = 37 2% (4 (2)) 2% (a),

8'%'1 k=1 3fk Oml
2u B n " 924 oy Oy, il 824
Duj0; ) = 2 {ZZI seag, (V) gy () Gt () + 5e (0 () 55 (x).}

Einsetzen in (15.8) liefert:

& 0 0 . 02
33 {0 [ 23 s (0 S0t ) 5% 004 32 5 o) 20 )
7 k=1 I

i=1 j=1 k=1 1=1 '

()| +ao(z) =0.

—~ 9% Oy 8wl
Z:: 2 651«3& { ; 390@ [321 i ] }
Ski Si;

ari(2)=(SAST),, (x)

n - Oy,
kz agk { Z a; (z) oz, (z) } +ag (x) = 0.

=1

ag(z)
Nach Einsetzen von x = 1 ~! (£) haben wir (15.8) auf ein #quivalentes System
zn:zn:dkz( A z”: §) +ao(§) =0
—= 35 o6 = (%k

mit A = SAST transformiert. Wegen am (% 8322;9;1 kann man A als symmetrisch anneh-

men. A besitzt einen vollstidndigen Satz von Eigenvektoren und ist reell diagonalisierbar.
Dariiberhinaus existiert eine unitire Matrix Q (d.h. QT Q = I), so dass A = QT DQ. Die
Diagonalmatrix D enthélt gerade die Eigenwerte A € R.

Mittels der Diagonalmatrix D

1 sonst

. L d; #0
di; = {\/ |dii 7
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15 Typeinteilung partieller Differentialgleichungen

withlen wir die Transformation ) an jeder Stelle z so, dass S = DQ. Damit gilt dann

A=5A8T = (DQ) QTDQ (QTD) — DDD,

also
1 di >0
aij =4 —1 diy <0,
0 di; =0

Man kann auch zeigen, dass fiir jede zuldssige Transformation 1 die Vorzeichen der
Eigenwerte von A mit denen von A {ibereinstimmen (Tragheitssatz von Sylvester). O

Definition 15.3 (Typeinteilung). heifst

1. elliptisch in x, falls alle Eigenwerte von A (x) gleiches Vorzeichen besitzen und kein
Eigenwert 0 ist.

2. hyperbolisch in x, falls kein Eigenwert von A (x) 0 ist, n — 1 Eigenwerte gleiches
Vorzeichen besitzen und ein Eigenwert das entgegengesetzte Vorzeichen hat.

3. parabolisch in x, falls genau ein Kigenwert 0 ist, die {ibrigen Eigenwerte gleiches Vor-

zeichen besitzen und Rang (A (z),a (x)) = n ist mit a (z) = (a1 (z),...,an, ().

4. elliptisch / hyperbolisch / parabolisch in €2, falls sin in jedem Punkt x € € elliptisch
/ hyperbolisch / parabolisch ist. O

Folgerung 15.4 (Zweidimensionaler Fall). In zwei Raumdimensionen ist die Einteilung
eindeutig. Es gibt zwei Eigenwerte A1, Aa.

1. A9 > 0: elliptisch
2. A\1A2 < 0: hyperbolisch

3. A1 A2 = 0: parabolisch, wobei man hier fordert, dass

a a a
Rang 11 @12 d1 -9
a21 G22 G2

ist. Dies schliefst Félle wie 3%‘1 + g—;; = 0 oder 8:22;@ + % =0 aus. O

Bemerkung 15.5. Der Typ héngt nur vom Hauptteil der Gleichung, also den Koeffizi-
enten vor den hochsten Ableitungen, ab. O
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16 Finite Differenzen fiir die Poissongleichung

Das Finite-Differenzen—Verfahren ist das einfachste Verfahren zur numerischen Losung
partieller Differentialgleichungen.

16.1 Differenzenformeln
Mittels Taylorreihenentwicklung erhélt man

uw(z+h)=u(z)+hd (z) + h;u" (z+9"h)

ol (z) = LEF h]i —ule) gu" (x+9%h), 9t e0,1]. (16.1)

Ebenso erhélt man bei Entwicklung von u (z — h):

2
u(z—h)=u(z)—hu (z)+ %u” (z -9 h)

o (z) = LB = Z (x=h) | %u" (@—0"h), v~ €[0,1]. (16.2)

Bis auf einen Fehler O (h) kann man die Ableitung also durch Funktionswerte ausdriicken.
heifst Vorwdartsdifferenz und (16.2) Riickwdrtsdifferenz. Durch Kombination ver-

schiedener Entwicklungen kann man den Fehler weiter verkleinern:

h? h3

u(z+h) =u(z)+hd (z) + ?u” (x) + Fu/” (z+9%h), (16.3)
h? h3

w(x —h) =u(x) — hu' (x) + ?u" (z) — Eu”' (z+97h). (16.4)

- liefert die zentrale Differenz fiir die erste Ableitung:

;o u(z+h)—u(z—h) h?
vle) = 2h 12

(" (z+97h) +u" (x +97h)) (16.5)

Schlieflich kann man durch Linearkombination verschiedener Entwicklungen auch Néhe-
rungen fiir Ableitungen héherer Ordnung erzeugen. So liefert (16.3) + (16.4) bei Ent-
wicklung bis zur 4. Ordnung

4

w(x+h)+u(z—h)=2u(z)+ h*u" (z) + 3—4 (u(4) (z+9%h) +u@ (z+ ﬁ*h))

und damit die zentrale Differenz fiir die zweite Ableitung:

o (z) = & (z +h) — 2uh(2x) +u(z—h) _;i <u(4) (z+97h) +u® (x + ﬁ—h)) . (16.6)
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16 Finite Differenzen fiir die Poissongleichung

Lemma 16.1. Es sei u € C* (C) (Q) mit k = 2,3,4. Dann gilt

1 1
E(u(:ﬂ—&—h)—u(:c)) = (z) + hR mit |R| < §||u|]02(§)
1 1
E(u(az)—u(x—h)) = (z) + hR mit |R| < §||UHCQ(§)
1 1
—(u(az—l—h)—u(m—h)):u/(x)+h2R mit |[R| <~ [|ull os(q
2h 6 ()
1 , 1
72 (u(x —h) —2u(x) +u(x+h) =u"(z) + h°R mit |R| < 9 HuHC4(§)
O
Bemerkung 16.2. h? Konvergenz setzt gleiche Auswerteabstinde voraus! O
16.2 Finite Differenzen in einer Raumdimension
Wir beschranken uns zunéchst auf das eindimensionale Randwertproblem
—u" (x) = f(x), xeN=(0,1),
u (0) = o, (16.7)
(1) =1
Das Gebiet €2 wird nun in N gleichlange Intervalle zerteilt:
i 1
xi = 1h, h = N
Durch Ansetzen der Differenzenformel in den Gitterpunkten erhélt man
1 .
—3 [u(zi—1) — 2u(z;) + u(zip1)] + O (B?) = f(z;), i=1,....,N—1,
u(zo) = o, (16.8)
u(zn) = 1.

Durch Streichen des Fehlerterms erhélt man ein lineares Gleichungssystem fiir die Nédhe-
rungswerte up, (z;) in den Gitterpunkten:

% [—uh (xi_l) + 2uy, (mz) — Up, (1‘Z‘+1)] = f (x,) , 7= 1, - 7]\f — 1,
up, (CCO) = 0, (169)

up (ZN) = ¢1.

Mittels Qj, = {ih € ﬁ}z € Z} kann man sich uy, : Q5 — R als eine Gitterfunktion vorstel-
len. Wahlweise kann uj, auch als Vektor interpretiert werden. Eliminiert man die beiden
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16.3 Der n-dimensionale Fall

Randwerte, so ergibt sich das lineare Gleichungssystem

2 -1 up, (1) f@) + 7%
) -1 2 -1 up, (2) f(z2)
- : = : . (16.10)
-1 2 -1 Up, (I'N_Q) f(l‘N_Q)
-1 2 up, (a:N_l) f(SCN_l)-f—%
:Trh =Up =:qp
Ly, ist eine symmetrisch positiv definite Tridiagonalmatrix.
16.3 Der n-dimensionale Fall
Die Differenzenformeln kann man auch fiir partielle Ableitungen heranziehen:
0*u 1 9
92 (x) = 7 [u(z + he;) — 2u (z) + u (z — he;)] + O (h7) (16.11)

]

mit e; dem Einheitsvektor in Koordinatenrichtung ¢. Sei nun die Poissongleichung

—Au(z) = f(x), weQ=(0,1)",

u(z)=¢(x), zedQ, (16.12)

im n-dimensionalen Einheitswiirfel zu 16sen. Das Gitter Qj, besteht nun aus den Punkten
Q) = {(ilh,...,inh) eﬁ‘ik cZ1<k gn}.
Weiter sei
Q) = {(z’lh,...,inh) e Q‘zk cZ.1<k §n} c,

und
8Qh = ﬁh \ Qh-

Schliefflich hat man wieder die Identitat

};{Qnu(az)Z[u(m+hei)+u(xhei)]}JrO(h?) =f(z), x€Qy,

i=1 (16.13)

u(z) =¢(x), x€dy,.

Bezeichnet man uy, : Q5 — R wieder als Gitterfunktion der Niherungen, so setzt man

d
% {Qduh (z) — Z [up, (z + he;) + up, (x — hei)]} =f(x), x€Q,

gt (16.14)

up () =@ (z), x € 0,
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16 Finite Differenzen fiir die Poissongleichung

Das lineare Gleichungssystem hat nach Elimination der Randwerte (N — 1)" Unbekannte.
Wir illustrieren den Fall n =2, N = 4 genauer:

(16.15)

e ()
[—&—&—6—0
o o0
(0.0 (1,0)
Das lineare Gleichungssystem hat nach Elimination der Randwerte folgende Gestalt:
-1 A un (hy )
~1 4 -1 ~1 wn (2h, 1)
L -1 up, (3h, )
-1 4 -1 -1 un (h, 2h)
h? -1 -1 4 -1 -1 up, (2h, 2h)
—1 4 -1 up, (h, 3h)
1 |=1 4 —1 [ | un(2h,3h)
-1 -1 4 Up, (3h’ 3h)
Ly >
f(h,h)+ w + %
f(2h, h) + €280
(3, h) + €30 4 e(Lh)
f (h,2h) + €021
- f(2h,2h)
f (3h,2h) + 220
f (h,3h) + £h1) 4 @(0.3h)
f (2h,3Rh) + %
f (3h,3h) + % i w

qh

° Wegen der lexikographischen Anordnung der Gitterpunkte ist Lj; eine 5—Band-—

Matrix.
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16.3 Der n-dimensionale Fall

° Lj, ist diinnbesetzt: Maximal 2n + 1 Nichtnullelemente pro Zeile.
. Ly, ist symmetrisch und positiv definit (was nicht unmittelbar einsichtig ist).

Fiir eine genauere Behandlung der Methode der Finiten Differenzen verweisen wir auf
das Buch (Hac86).
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